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’étonnante loi de Benford

Le « 1 » apparait en premier bien plus souvent que les autres chiffres !
Ce phénomeéne est imparfaitement expliqué, mais il permet de dépister les tricheurs.

€ vous propose le pari suivant : ouvrons le jour-
nal, choisissons une page au hasard et notons
le premier nombre que nous rencontrons ; si
le premier chiffre significatif de ce nombre
est supérieur a 3, je vous donnerai 100 euros,
sinon c’est vous qui me donnerez 100 euros.
La proposition vous est, semble-t-il, nettement
favorable : il n’y a en effet que trois chiffres qui me font
gagner (1, 2, 3), alors qu'il y en a six pour vous ( 4, 5, 6, 7,
8,9) ;le 0 ne compte pas, car il ne peut pas étre un premier
chiffre significatif. Vous pensez donc gagner environ deux fois
sur trois. Serais-je idiot de vous proposer un tel pari ?

Eh bien non : si vous acceptez, je gagnerai dans plus
de 60 pour cent des cas. Aussi étonnant que cela paraisse,
le premier chiffre significatif d’'un nombre rencontré dans un
article de journal n’a pas autant de chances d’étre un 1, un
2,un3, ...,ouun 9 (la probabilité serait alors 1/9, ou 11,11 pour
cent). La loi de Benford indique que, dans un contexte
général comme celui d’un article de journal, les probabilités p
de rencontrer les différents chiffres comme premier chiffre
significatif sont, exprimées en pourcentage : p(1) = 30,1;
p2) =176 ;p(3) =12,5; p(4) =9,7; p(5) = 7,9 ; p(6) = 6,7;
p(7)=5,8; p(8) = 5,1 ; p(9) = 4,6. Puisque 30,1 + 17,6 +
2,5=160,2, je gagnerai mon pari dans 60,2 pour cent des cas.

Quelle est donc cette loi bizarre du premier chiffre signi-
ficatif, si contraire a I'intuition ?

Découverte deux fois

Universellement connue aujourd’hui sous le nom de loi de
Benford, cette loi a été découverte en 1881 par 'astronome
Simon Newcomb, qui avait observé une détérioration des
tables de logarithmes bien plus importante pour les pages
des nombres commencant par 1 que pour les pages des
nombres commencant par 9. Larticle qu’il publia sur le sujet
dans le Journal of Mathematics passa inapergu ; aussi,
lorsque 57 ans plus tard, le physicien Frank Benford remar-
qua a son tour l'usure inégale des pages des tables de
logarithmes, il crut étre le premier a formuler cette loi qui,
aujourd’hui porte inddment son nom.

Les articles de Newcomb et de Benford ne se conten-
tent pas de constater, ils proposent chacun la méme for-
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mule mathématique donnant la probabilité des chiffres. La
probabilité que le chiffre ¢ soit le premier chiffre significatif
d’'un nombre est, d’apres eux, log,,(1 + 1/c) ol log,, dési-
gne le logarithme décimal : log,,(10)=1; log,,(1)=0 ;
log,o(ab) =10g,,(a) +log,,(b) ;log,,(ab) =log,,(a) —10g,,(b).
Remarquons que leur proposition convient parfaitement pour
une probabilité puisque la somme des probabilités est
égale a 1 (un des chiffres doit apparaitre au premier rang) :
l0g,o(1+ 1/1) +10g,,(1 + 1/2) + ... + log,,(1 + 1/9) =
10g,,(2) +10g,,(3/2) + l0g,(4/3) +...+ l0g,,(10/9) =

l0g,,[2 X (3/2) X (4/3) X ... X (10/9)] = log,,(10) = 1

Avant d’examiner en quel sens cette loi est une loi scien-
tifique, et comment nous pouvons I'expliquer, voyons sa
généralisation.

La mantisse est en rapport avec I'écriture d’un nombre
en notation scientifique. La mantisse d’'un nombre R est le
nombre a, compris entre 1 et 10, tel que R=a X 10" (ainsi la
mantisse de 5 000 000 est 5, la mantisse de 1 024 est 1,024,

1.Les données recueillies par Benford et publiées en 1938
sont d’'une grande variété : toutes indiquent que le premier chiffre
significatif de données statistiques (longueur des riviéres, des
routes, des altitudes des montagnes, de la population des villes, des
aires des circonscriptions religieuses avant la Révolution frangaise)
est 1 avec une fréquence de 30 pour cent au lieu de 11 pour cent si
les chiffres de 1 a 9 apparaissaient avec la méme fréquence. De
méme le 2 est sureprésenté, mais moins, et plus souvent premier
chiffre significatif que « 3 ». Enfin, le 9 est le plus rare. On retrouve
cette répartition bizarre détaillée sur I'histogramme (e] en géogra-
phie, en mathématiques pour le premier chiffre de certaines suites,
dans les résultats sportifs, etc. Ftableau d, traduit de Benford). Les
proportions coincident bien avec la série découverte par Benford
(derniére ligne du tableau d sous I'intitulé « prédite ») : la probabi-
lité pour qu'un nombre pris dans une grande série de données
commence par le chiffrec (c = 1,2, ..., 9] estlog, (1 + 1/c). En
haut, Frank Benford (a) a I'époque de la publication de son article,
enmars 1938, et les célébres cartes de Vidal-Lablache (b] ou le phé-
nomene est patent quand on mesure les différentes caractéristi-
ques géographiques. Frank Benford a dénommé dans son article (c)
cette observation la loi des nombres anormaux : « Il a été observé
que les premiéres pages des tables de logarithmes (utilisées avant
les ordinateurs pour les calculs précis) sont plus usées que les der-
niéres pages, ce qui indique que les nombres les plus utilisés com-
mencent plus fréquemment par 1 que par 9. Une compilation de plus
de 20 000 premiers chiffres des nombres provenant de sources trés
différentes montre une distribution logarithmique de ces chiffres
quand les nombres ont plus de quatre chiffres. »
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la mantisse de 0,25 est 2,5). Alors la probabilité, selon la loi
de Benford, que la mantisse d’'un nombre réel soit dans l'in-
tervalle [a, b] est (log,,(b) — log, ().

Cette généralisation redonne la version initiale de la loi de
Benford pour a=cet b= c+1, car:log,,(c+ 1) — log,,(c) =
log,,[(c+1)/c] = log,,(1+1/c), la probabilité que le premier chif-
fre soit c. Il résulte aussi de cette généralisation que lorsqu’une
série de nombres satisfait la loi de Benford, la probabilité de
trouver un second chiffre significatif égal a y (par exemple 5)
dépend du premier chiffre x. Ainsi, la probabilité que le deuxieme
chiffre significatif soit 5 quand le premier vaut 1 est :
(log(1,6) —log(1,5)) / (log(2) — log(1)) = 9,31 pour cent. La pro-
babilité que le second chiffre significatif soit 5 quand le pre-
mier est 8 est (log(8,6) —log(8,5))/ (log(9) —log(8)) = 9,93 pour cent.

La généralisation permet d'étudier les autres chiffres et le
résultat se conforme cette fois a l'intuition : si une série de
nombres satisfait la loi de Benford, alors plus un chiffre est loin
apres le premier chiffre, plus la probabilité qu'il soit un 1, un 2,
...ouun 9 est proche de 1/10 (cette fois le 0 est possible). Pour
le second chiffre significatif, les probabilités p sont respective-
ment : p(0)=11,96 ; p(1)=11,39 ; p(2)=10,88 ; p(3)=10,43 ;
p(4)=10,03 ; p(5)=9,67 ; p(6)=9,34 ; p(7)=9,03 ; p(8)=8,76 ;
p(9)=8,50. Pour le quatrieme chiffre, toutes les probabilités sont
comprises entre 9,98 pour cent et 10,02 pour cent.

La loi est-elle toujours valable ?

Immanquablement, face a cette prétendue « loi », nous
nous posons de nombreuses questions : est-elle vraiment
toujours vérifiée ? En quel sens s’agit-il d’une loi ? D’ou pro-
vient-elle et que signifie-t-elle ?

Bien s, la réponse a la premiere question est : non, la loi
n’est pas systématiquement vérifiée. Ainsi, les numéros de télé-
phone que I'on trouve dans un annuaire ne la vérifient pas, car
les opérateurs distribuent les numéros en fonction de critéres
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particuliers et systématiques (les numéros commencent d’ail-
leurs souvent par 0). Les tailles des étres humains adultes mesu-
rées en métres commencent dans plus de 95 pour centdes cas
par un 1 et donc la « loi de Benford » n’est pas satisfaite pour
des données statistiques sur les tailles. Les prix de vente d’'un
modele particulier de voiture neuve varient peu d’un conces-
sionnaire a l'autre et donc ne vérifient pas la loi : a chaque fois
qu’'une donnée statistique est contrainte de rester dans uninter-
valle étroit, la loi de Benford n’est pas satisfaite.

Benford, pour tester son idée, avait collecté 20 229 obser-
vations diverses incluant des données géographiques, des
résultats sportifs, des valeurs de constantes physiques, des
prix, des séries mathématiques, etc. Il avait constaté, d’'une
part, que quand on regroupe toutes les données, la loi était
satisfaite avec une bonne précision, comme on le voit sur le
tableau de la figure 1. D’autre part, de nombreuses séries la
satisfaisaient « a peu prés » : elles montraient au moins une
nette décroissance de la fréquence des chiffres en fonction
de leur rang. Ces constatations ont été souvent refaites.

Cependant, des études récentes fondées sur des collec-
tes de nombres bien plus volumineuses et un examen statisti-
que plus fin temperent 'enthousiasme. P. Scott et M. Fasli, de
I'Université de 'Essex, ont examiné 230 séries statistiques
incluant au total pres de 500 000 données. lls remarquent que
le phénomeéne de décroissance des probabilités d’un chiffre
au suivant est quasi général, mais qu'il ne suit de pres la loi de
Benford que dans 29 séries. La loi des logarithmes est une
approximation, souvent grossiere, de ce qui est observé.

Les lois déterminant réellement la probabilité d’apparition
du premier chiffre significatif sont, dans le monde réel, des
variantes de la loi pure fixée par les logarithmes que New-
comb et Benford ont formulée. Le cas des chiffres provenant
de données financiéres est caractéristique : les chiffres de ce
domaine s’écartent assez nettement de la loi de Benford. Reste
gue méme si 'ajustement n'est pas parfait et ne le devient pas

‘."‘_:

LA
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2.Latable des constantes numériques de Simon Plouffe
contient un milliard de constantes (occupant 45 gigaoctets de
mémoire !) dont bien sar m, e, |2, |3, sin(1), logm, exp(2), etc.,
mais aussi des sommes de séries et des valeurs de fonctions clas-
siques évaluées en divers points, etc., Les statistiques sur le
premier chiffre des constantes présentes dans la table le 6 novem-
bre 2006 sont : 38,046 % des entrées commencent par 1 ;
15,433 % commencent par 2 ; 10,871 % commencent par 3 ;8,195 %

NOMBRES COMMENCANT PAR 2 OMBR 0

commencent par4 ;6,913 % commencent par 5 ;6,066 % commen-
cent par 6 ; 5,225 % commencent par 7 ; 4,777 % commencent
par 8 et 4,475 % des entrées commencent par 9. Ce qui donne a
peu prés les statistiques de la loi de Benford, mais avec un écart
a la loi non négligeable compte tenu du trés grand nombre de
constantes considérées. La courbe tracée montre des pics qui sont
dus a ce que S. Plouffe a étudié certains nombres avec une atten-
tion particuliére.
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nécessairement quand on augmente le nombre des données
examinées, la loi de Benford pour de nombreuses séries numé-
riques réelles est pertinente en premiéere approximation et
bien meilleure que I'attribution d’une probabilité de 1/9 a cha-
que chiffre que nous souffle lintuition. Pourquoi cela ?

Suites mathématiques et Benford

Considérons d’abord les suites purement mathématiques
pour lesquelles un ensemble de résultats, certains récents,
éclaire la régle et ses exceptions.

En 1968, le mathématicien russe Vladimir Arnold, asso-
cié a André Avez, démontra que la suite numérique (2" satis-
faitla loi de Benford a l'infini, dans le sens suivant : la proportion
des éléments de la suite considérée jusqu’a n, dont le pre-
mier chiffre est 1, tend vers log,,(2) quand n tend vers I'in-
fini, conformément a la loi de Benford et il en va de méme
pour les autres chiffres ¢ pour lesquels la limite est bien le
log,,(1 + 1/c) attendu.

Ce résultat a depuis été généralisé. On a d’abord montré
que la suite (1), rétant un nombre réel positif, satisfait la loi de
Benford & linfini pourvu que log,,(r) ne soit pas un nombre
rationnel (c’est-a-dire un rapport de deux entiers). Les suites
(3M), (4"), (5" satisfont donc la loi de Benford, alors que (107)
et (/10)" ne la satisfont pas, ce qu'il est facile de constater.

En 2005, Paul Jolissaint de I'Institut de mathématiques
de Neuchatel a démontré un résultat général concernant les
suites définies par une relation de récurrence du type
x(n) = a,x(n—1) + a,x(n-2) + ... + a x(n— p). Ce résultat
indique que la suite de Fibonacci 1, 1, 2, 3, 5, 8, ... (définie
par x(0) = x(1) = 1 et x(n) = x(n— 1) + x(n— 2)) satisfait la loi
de Benford a l'infini. Le résultat s’applique aussi a la suite
obtenue en ne retenant qu’un élément sur deux de ces sui-
tes ou en ne retenant que les éléments dont le numéro est
un carré parfait, et plus généralement a toutes les suites extrai-
tes en ne retenant que les termes dont le numéro est donné
par un polynéme (fixé) a coefficients entiers ne prenant que
des valeurs positives différentes. Il est remarquable que la
démonstration de ce beau théoréme s’appuie sur un résul-
tatde 1916 di au mathématicien Hermann Weyl (1885-1955).

D’autres démonstrations récentes établissent que les sui-
tes n! et n" satisfont aussi parfaitement la loi de Benford a I'in-
fini. Les coefficients du binbme de Newton (qu’on trouve dans
le triangle de Pascal) satisfont eux aussi la loi de Benford.
Nous savons encore que si (x,) satisfait la loi de Benford, il en
vade méme de (cx.), cconstante positive quelconque, ou méme
de (x P), p étant un entier quelconque non nul.

En revanche, il a été démontré que, pour b positif et p, le
n-ieme nombre premier, aucune des suites : (b, 2b, 3b,..., nb, ...),
(1, 25,35, nb, ..), (log,1, log,2, log,3,..., log,n,...),
(1,2,3,5,..., p--), (09,2, 10g,3, 10g,5.,..., l0g,p,,...) ne verifie
la loi de Benford parce que les fréquences associées aux chif-
fres ne convergent pas.

La table de constantes mathématiques que Simon Plouffe
collecte depuis de nombreuses années et qui contient
aujourd’hui plus d’un milliard de nombres est intéressante,
car elle satisfait en gros la loi de Benford. S. Plouffe utilise
d’ailleurs cette loi pour détecter des erreurs qui pourraient s’y
glisser. Les exceptions en certains points a la loi s’expli-
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a la loi de Benford a la condition de faire des

moyennes successives inventées par le mathé-
maticien Ernesto Cesaro (1859-1906). On désigne par
f,(n) lafréquence du chiffre 1 comme premier chiffre dans
la suite des n premiers nombres :
1,2,3,4,5,6,7,8,9,10,11,12,13,14,15,16,17,18,19,20,21...

De méme, ,(n) est la fréquence du chiffre 2 comme pre-
mier chiffre dans la suite des n premiers nombres :
1,2,3,4,5,6,7,8,9,10,11,12,13,14,15,16,17,18,19,20,21...,
et ainsi de suite pour £,(n), f,(n), 5(n)..., f,(n).

On effectue alors la moyenne a la Cesaro des f,(n) :
S,(n) = [£,(1)+£,(2)+F,(3)+1,(4)+ £, (5)+1,(6)+£,(7)+...+F,(m) 1/ n.

Et de méme :

Sy(1) = [H(1)+5,(2)+1,(3)+1,(4)+1,(5)+5,(6) + 1, (7)+...+ () ]/ .
Puis on réitére pour les moyennes de Cesaro £,(n), t,(n) :

£ (1) =[5,(1)+8,(2)+5,(3)+5;(4)+5,(5)+8,(6)+5,(7)+...+s,(n)]/n,
et:

5,(1) = [S,(1)+5,(2)+5,(3)+5,(4)+5,(5)+5,(6)+5,(7)+...+5, (1) ]/ .

La valeur de ,(n) varie entre 1/9 et 5/9 et la valeur de la
suite () entre 1/81 et 1/9. En continuant ainsi, on obtient
des valeurs qui oscillent de moins en moins, et B. Flehinger a
démontré qu’en poursuivant ces calculs de moyennes l'inter-
valle de variation de ces sommes se réduit, a I'infini, a la
valeur attendue, soit log,,(2) pour celle associée au 1.

Cette convergence d’une suite a la Cesaro est une idée inté-
ressante dans la mesure ot elle fait converger des suites qui
étaient divergentes. L'exemple souvent cité est la suite
01010101... qui converge vers 1/2 au sens de Cesaro.

\ . '
I es numéros des maisons dans les rues obéissent |

quent par la fagon dont il a engendré sa collection en s’inté-
ressant & des nombres particuliers.

Cesaro a larescousse

Reste que les résultats qu’'on obtient dans le monde parfait
des mathématiques ne justifient pas ce que Newcomb et Ben-
ford ont vu pour les séries de nombres provenant du monde
réel. Aussi de nombreuses études tentent d’expliquer
rationnellement I'étrange phénomeéne. Quatre types d’expli-
cations sont proposés.

Pour les numéros des maisons qu’on trouve dans des
adresses collectées dans un annuaire, et qui vérifient assez
bien la loi de Benford, une idée simple vient a I'esprit. Si une
rue possede 50 numéros, alors plus d’un cinquieéme des numé-
ros commencent par un 1 (a cause de 10, 11, 12,..., 19) ; si
elle en posséde 20 ou 200, plus de la moitié des numéros
commencent par un 1. Il est donc parfaitement normal que
dans une rue dont la longueur est inconnue, on trouve en
moyenne plus souvent des numéros commencant par 1 que
par 9 (et plus généralement par le chiffre ¢ que par ¢+ 1).

Sionnote f,(n) la fréquence des entiers commengant par 1
parmi les entiers compris entre 1 et n (de méme on notera
f,(n) la frequence pour le 2, f(n) la fréquence pour le 3, etc.),
ons’apergoit que la suite f,(n) n'est pas convergente etquelle
oscille indéfiniment entre 1/9 et 5/9. Loscillation est de plus
en plus lente, mais son amplitude reste de 4/9. La suite f,(n)
oscille, elle, entre 1/81 et 1/9. Comment s’en sortir ?
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4 | a détection des fraudes

récente, s’assure de la cohérence interne et de la

vraisemblance de grandes quantités de données
numériques. Elle explore systématiquement les chiffres des séries
étudiées pour y repérer des anomalies de fréquence signifiant
souvent que les données ont été manipulées, falsifiées ou inven-
tées. La loi de Benford est un outil de cette discipline (voir :
http://www.aicpa.org/pubs/jofa/may1999/nigrini.htm)

Ce type d'analyse a été utilisé avec succes par les services
fiscaux américains pour repérer des fraudeurs. Récemment une
étude statistique minutieuse a été menée par A. Saville sur les
données fournies par 34 entreprises dont 17 étaient connues pour
avoir manipulé leurs comptes. Une pure analyse des chiffres, en
se limitant aux séries dont il était présumé qu'elles devaient
vérifier 1a loi de Benford (ce n'est pas le cas de toutes les séries)
a conduit a identifier les 17 entreprises classées suspectes. Le
test n'est cependant pas parfait, puisque quatre autres entrepri-
ses a priorinon suspectes ont aussi été désignées par les tests.
Voir Adrian Saville, Using Benford's Law to Detect Data Error and
Fraud, South African Journal of Economic and Management
Sciences, 2006, pp. 341-354.

Les chercheurs ont également examing, (voir ci-dessous),
le premier chiffre (aet c) et le deuxieme chiffre (b et d) du coef-
ficient de corrélation de données réelles publiées dans un jour-
nal américain de sociologie (http://ideas.repec.org/e/pdi71.html),
et de données trafiquées. La tricherie est bien visible sur le
second chiffre.
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I , analyse des chiffres (digital analysis), discipline
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Pour adoucir ces oscillations, 'idée est de faire la moyenne
des f,(K) pour kvariantde 1jusqu'a n :[f,(1)+f,(2)+..+ f (n))/n,
c’est ce que I'on nomme la moyenne de Cesaro s,(n) de la
suite f,(n). On obtient alors une nouvelle suite qui ne converge
toujours pas, mais qui varie cette fois dans un intervalle plus
étroit. En recommengant ce procédé de moyenne, on obtient
des suites qui varient dans des intervalles de plus en plus
étroits et B. Flehinger a démontré en 1966 que l'intervalle
qu’on obtient en poursuivant ces calculs de moyennes de
moyennes s’approche, a l'infini, de la valeur attendue, soit
log,o(1 + 1/1) = log,,(2).

Pour les autres chiffres, le constat est analogue et donc,
dans le sens trés particulier des moyennes itérées de Cesaro,
on peut dire que la fréquence des nombres commencgant
par ¢ dans 'ensemble de tous les entiers est log, (1 + 1/c).

D’autres méthodes de ce type permettent d’attribuer une
«mesure » (une fréquence) a 'ensemble des nombres entiers
commengant par 1 (ou 2, ..., ou 9). Toutes celles connues et
possédant des propriétés raisonnables (par exemple que
ensemble des nombres pairs ait pour mesure 1/2) condui-
sent au méme résultat et accordent a 'ensemble des nom-
bres entiers commengant par ¢ la mesure log,,(1 + 1/c)
conforme a ce que dicte la loi de Benford. On peut interpré-
ter ces résultats comme la démonstration que la suite des
entiers 1,2, 3, ..., n, ... vérifie une forme « faible » (ala Cesaro)
de la loi de Benford, et que c’est pourquoi les numéros de
rues satisfont a peu pres la loi de Benford.

Lorsqu’on utilise ces mesures, on constate que le quo-
tient de la densité des nombres premiers commencant par c,
sur la densité de tous les nombres premiers est exacte-
ment log,,(1 + 1/c). Les nombres premiers qui au sens de
la fréquence ne suivent pas la loi de Benford (car il n'y a
pas convergence de la fréquence) la vérifient donc au sens
de ces mesures.

Aussi merveilleux que soient ces résultats, ils ne suffi-
sent pas a expliquer tous les cas concrets ou les données
statistiques sont conformes a la loi de Benford. Il faut trou-
ver d’autres explications.

Invariances et mélanges

Les statisticiens se sont longtemps étonnés : la loi de Ben-
ford est satisfaite pour les longueurs des fleuves quand on
mesure celles-ci en kilometres, mais aussi quand on les mesure
en miles ou avec n'importe quelle unité de longueur. Cette
invariance par multiplication des données par une constante
a été étudiée et Roger Pinkham a démontré en 1961 que la
seule loi sur les mantisses invariante par multiplication (la
probabilité que la mantisse de x soit comprise entre aet b est
égale a la probabilité p, que ¢ fois la mantisse de x soit com-
prise entre a et b : p,(a < mantisse (x) < b) = p,(a < ¢ X man-
tisse (x) < b)) est la loi de Benford.

En clair, s'il existe une loi pour les mantisses et que,
comme on s’y attend, cette loi ne dépend pas des unités de
mesure utilisées pour collecter les données, alors cette loi
ne peut étre que celle de Benford. Un résultat analogue
concernant le changement de base de numération a été
démontré par T. Hill en 1995. Ces deux résultats, associés
aceux surles mesures cités plus haut, établissent de maniere
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concordante que la seule loi envisageable pour le premier
chiffre significatif est la loi de Benford et non pas la loi équi-
table du 1/9 que nous soufflait notre trompeuse intuition.

Méme si la loi de Benford est la seule possible pour les
mantisses et le premier chiffre significatif, cela ne démontre
pas que pour des données réelles, c’est elle que I'on ren-
contrera. Une troisieme catégorie de résultats nous appro-
che un peu plus de ce but.

Un théoréme de T. Hill de 1996 montre qu’un bon mélange
de lois quelconques — ne vérifiant pas individuellement la
loi de Benford — donne des nombres vérifiant globalement
la loi de Benford. Sous une forme un peu plus précise le résul-
tat est le suivant.

Si nous choisissons au hasard une distribution de pro-
babilités (dans un ensemble varié de distributions ne véri-
fiant pas individuellement la loi de Benford), et si nous prenons
un nombre selon cette distribution et que nous recommen-
cions un grand nombre de fois cette double opération de
choix, alors si le processus général de ces choix est indé-
pendant de la base (ou des unités de mesure), la série pro-
duite vérifiera la loi de Benford.

Ce théoreme expliquerait pourquoi quand on prend
tous les nombres trouvés dans un journal — ils proviennent
de lois variées et sans liens précis qui toutes ne vérifient
pas la loi de Benford — alors on obtient un ensemble de
nombres se conformant assez bien a la loi de Benford.

Pourtant, méme si ce dernier résultat explique que des
données mélangées satisfont la loi de Benford, il semble
nécessaire aussi que des processus probabilistes simples
engendrent des données numériques vérifiant la loi de
Benford. On imagine alors des algorithmes élémentaires don-
nant des séries aléatoires conformes a la loi de Benford et
on argumente que le monde réel agit comme ces algorith-
mes. Par exemple, si I'on choisit au hasard uniformément
des nombres x entre deux entiers a et b et qu'on calcule ¢*
(c positif), alors la série de nombres ainsi engendrés vérifie
la loi de Benford.

D’autres résultats du méme genre (multiplications de
nombres aléatoires entre eux, exponentielle de loi normale,
etc.) décrivent des mécanismes probabilistes qui produisent
des séries numériques satisfaisant la loi de Benford, au moins
approximativement.

Reste cependant une insatisfaction : les processus pro-
posés ne recouvrent pas la généralité des cas dont les don-
nées numériques vérifient la loi de Benford. On ne voit pas
ainsi d’explication a ce que la table des constantes mathé-
matiques de S. Plouffe se conforme a la loi de Benford.

Fraudes et interrogations

Méme imparfaitement analysée, la loi logarithmique sur les
chiffres est utilisée. Des statisticiens convaincus que, sauf
cas exceptionnels, des données doivent la vérifier I'utilisent
pour repérer des comptabilités truquées ou le manque de
sérieux de séries statistiques économiques suspectées d’étre
bidonnées. Le test de la loi de Benford serait méme un outil
courant dans la chasse aux fraudes fiscales.

Une étude de psychologie expérimentale menée par
Andrea Dickmann, de I'Institut fédéral suisse de technolo-
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gie & Zurich, a validé cette méthode. Des sujets a qui on
demande de créer des données fantaisistes les produisent
sans respecter la loi de Benford (ou trés imparfaitement) et
produisent donc des données faciles a distinguer des séries
réelles. Quelqu’un d’informé peut simuler des données et
tromper un test fondé sur le premier chiffre significatif ; en
revanche, A. Dickmann montre que si'on prend en compte
le second chiffre significatif, la fraude devient si manifeste
gu’aucun sujet humain ne semble en mesure d’échapper a
ce repérage statistique.

La loi de Benford apparait si importante a certains,
qu’ils ont suggéré d’en tenir compte pour la conception des
ordinateurs afin que ceux-ci exploitent le fait qu’ils rencon-
treront plus souvent des nombres commengant par 1 que
par 9 (et plus généralement ¢ que ¢ + 1). Un tel ajustement
de la structure des ordinateurs permettrait de mieux gérer
leurs mémoires et leurs calculs qu’on ne le fait aujourd’hui,
puisque nos machines sont congues en supposant implici-
tement que chaque chiffre possede la probabilité 1/9 d’ap-
paraitre comme premier chiffre significatif.

La grande question qui reste posée par la loi de Ben-
ford est finalement : est-ce nous humains ou le monde phy-
sique dans lequel nous vivons, ou une raison plus générale
encore qui explique les nombreuses séries numériques s'ajus-
tant a la loi logarithmique de Benford ?

Le fait que la loi ne soit pas spécifique de la base 10,
les constantes mathématiques de S. Plouffe, les théorémes
généraux d'invariance, les algorithmes probabilistes de géné-
ration et les démonstrations que des catégories importan-
tes de suites mathématiques se conforment a la loi de Benford,
tout cela nous a fait progresser. Il semble a peu prés certain
aujourd’hui que I'explication ultime n’est pas liée a notre fagon
d’examiner le monde et de le mettre en chiffres, ni & une
propriété singuliere de notre univers physique (et que d’au-
tres univers physiques possibles pourraient ne pas possé-
der), mais résulte de principes généraux encore
incomplétement identifiés et que seules les mathématiques
conduiront a formuler entierement... peut-étre.

Jean-Paul DELAHAYE est professeur d'informatique a I'Univ. de Lille.
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