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de fusion : manipulabilité et fusion
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Université d’Artois, rue Jean Souvraz, S.P. 18 F-62307, Lens Cedex France

Secrétariat : Tél.: +33 (0)3 21 79 17 23 – Fax : +33 (0)3 21 79 17 70

http://www.cril.univ-artois.fr



Mis en page avec mr-sia-CRIL (B. Mazure, CRIL) et thloria (D.Roegel, LORIA).



Remerciements

Je voudrais remercier mes deux directeurs de thèse, Pierre Marquis et Sébastien Konieczny. Les
remercier pour la confiance qu’ils m’ont accordée en acceptant de me suivre au cours de ces trois années,
mais surtout pour les qualités humaines et scientifiques dont ils font preuve. Je pense avoir eu beaucoup
de chance d’être entourée par deux personnes aussi intelligentes, intéressantes, disponibles et honnêtes.

Grâce à eux, j’ai beaucoup appris durant ces trois années, sur le plan scientifique, bien sûr, mais aussi
sur le plan personnel. Cette aventure m’a permis de découvrir le monde de la recherche et de relever un
défi. Et finalement, c’est de cela dont je suis la plus fière, et c’est aussi pour cela que je voudrais les
remercier.

Je voudrais également remercier les rapporteurs, Jérôme Lang et Torsten Schaub, d’avoir accepté
de me sacrifier une partie de leur temps si précieux, et de leurs remarques pertinentes et utiles. Merci
également aux membres du jury, Éric Grégoire, Salem Benferhat, Isabelle Bloch et Anthony Hunter pour
leur présence à la soutenance, et d’avoir si spontanément accepté cette responsabilité.

Je voudrais également remercier l’Université d’Artois et l’Université de Lille I de m’avoir permis de
progresser plus rapidement dans mes recherches en m’accordant une décharge de service. Je profite de
cette occasion pour saluer mes anciens collègues de l’IUT deLens, département informatique, où j’ai
rencontré des gens très attachants. Ce sont eux en premier qui m’ont donné envie de me lancer ce défi,
et qui ont eu confiance en mes capacités. En particulier, merci à Assef, Sylvie, Olivier et Gilles pour leur
aide lors de mes premiers pas en latex, leurs encouragementset leur amitié. Merci à Bertrand, Daniel,
Sylvain et Jean-Luc pour leur aide, et merci à tout ceux que jene cite pas...

Enfin, un grand merci à Alain pour son soutien inconditionnel...

1



2



A Alain, Marie et Romane,
avec tout mon amour...

3



4



Table des matières

Introduction 9

1 Contexte et motivation . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .. . . 9

2 Contribution . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .11

3 Plan du mémoire . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 14

Notations 15

4 Logique propositionnelle . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .. . . . . 15

5 Fusion propositionnelle . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .. . . . 15

6 Ordre et pré-ordre . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .. 16

7 Complexité algorithmique . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .. . . . 17

Partie I Généralités sur l’agrégation 19

Chapitre 1 Fusion 21

1.1 Fusion de bases propositionnelles . . . . . . . . . . . . . . . . . .. . . . . . . . . 21

1.1.1 Caractérisation logique des opérateurs de fusion contrainte . . . . . . . . . 22

1.1.2 Opérateurs de fusion à sélection de modèles . . . . . . . . .. . . . . . . . 25

1.1.3 Opérateurs de fusion à sélection de formules . . . . . . . .. . . . . . . . . 29

1.1.4 Opérateurs de fusionDA2 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 35

1.2 Fusion dans d’autre cadre pour l’incertain . . . . . . . . . . .. . . . . . . . . . . . 38

1.2.1 Approches probabilistes . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .. . . . 40

1.2.2 Fusion d’OCFs . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 46

1.2.3 Fusion possibiliste . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .. . . 48

5



Table des matières

Chapitre 2 Théorie du choix social 55

2.1 Notations . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .. 56

2.2 Théorèmes d’impossibilité . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .. . . . . . . 56

2.3 Généralisation du Théorème de Gibbard-Satterthwaite .. . . . . . . . . . . . . . . 59

2.4 Agrégation de jugements . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .. . . . . 61

Partie II Manipulation 65

Chapitre 3 Manipulation des processus de fusion propositionnelle 67

3.1 Définition de la manipulabilité . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .. . . . . . . . 69

3.2 Résultats de manipulabilité . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .. . . . . . . 72

3.2.1 Opérateurs à sélection de modèles . . . . . . . . . . . . . . . . .. . . . . . 73

3.2.2 Opérateurs à sélection de formules . . . . . . . . . . . . . . . .. . . . . . 84

3.3 Empêcher la manipulation : le cas des bases complètes . . .. . . . . . . . . . . . . 93

3.4 Indice de Dalal . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .. . 95

3.5 Stratégies restreintes . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .. . . . . . . 98

Chapitre 4 Travaux connexes 107

4.1 Manipulation pour la fusion . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .. . . . . . 107

4.2 Théorie du choix social . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .. . . . 112

4.3 Discussion . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .. 113

6



Partie III Deux nouvelles familles d’opérateurs de fusion disjonctives 117

Chapitre 5 Opérateurs à quota 123

5.1 Définition . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .. 123

5.2 Propriétés logiques . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .. . . . . 124

5.3 Autres propriétés logiques . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .. . . . . . . 127

5.4 Complexité algorithmique . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .. . . . . . 128

5.5 Manipulabilité . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .. . . 129

5.6 Quotas absolus et relatifs . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .. . . . . . . 132

5.7 Les opérateurs△kmax . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 135

Chapitre 6 Opérateurs Gmin 139

6.1 Définition . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .. 139

6.2 Capacité d’inférence . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .. . . . . 139

6.3 Propriétés logiques . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .. . . . . 141

6.4 Complexité algorithmique . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .. . . . . . 142

6.5 Manipulabilité . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .. . . 143

6.6 Discussion . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .. 150

Conclusion 153

Index 157

Bibliographie 159

7



Table des matières

8



Introduction

1 Contexte et motivation

Nous sommes tous soumis, dans notre vie quotidienne, au problème de la fusion d’informations.
Cela fait même partie de notre façon de fonctionner, de réfléchir, de nous informer, de nous forger une
opinion, et finalement contribue à notre manière de prendre des décisions. Lorsque nous confrontons
différents points de vue sur un événement (télévision, radio, journaux, internet...), nous arrivons souvent
à nous forger une opinion de cet événement, sur son déroulement, ses implications. Rarement l’être
humain se contente d’une seule et unique source d’information, mais au contraire, il s’assure par la
multiplicité des sources et leurs variétés que la vision qu’il a d’une situation est la plus proche possible
de la réalité. Ainsi, lorsque nous cherchons une réponse à une question, nous ne prenons pas toujours
pour argent comptant ce que nous dit un seul livre, un seul site internet ou une seule personne, mais
au contraire, nous cherchons le maximum d’informations surle sujet qui nous intéresse, afin d’en faire
une synthèse. C’est en particulier le cas lorsque l’opinionà se faire fonde une décision délicate (e.g.
dois-je vraiment subir une intervention chirurgicale ?). Cette aptitude humaine, naturelle, est en fait la
capacité de fusionner les informations, c’est-à-dire de seforger, à partir de sources d’information parfois
diverses ou contradictoires, une opinion cohérente sur la réalité. Lorsque nos choix dépendent de l’avis
d’un groupe auquel nous participons, par exemple si un groupe d’amis doit décider du film que le groupe
ira voir, du restaurant où tous iront manger, ou de la destination d’un week-end en commun, se pose le
problème de la fusion de préférences. Chacun a des préférences sur une situation et l’opération de fusion
doit déterminer les préférences du groupe de manière à satisfaire au mieux chacun de ses membres. Dans
ce cas, les buts des agents peuvent être contradictoires.

La fusion d’informations provenant de différentes sourcesest une problématique importante en in-
formatique, en particulier dans le domaine des bases de données, de l’intelligence artificielle, de la déci-
sion multi-critère. Selon le domaine d’application, les informations fournies par les différentes sources
peuvent être de natures différentes, observations ou mesures, connaissances expertes, états épistémiques,
préférences. La qualité des informations peut varier d’unesource à une autre et celles-ci peuvent être
incomplètes, incertaines, imprécises, contradictoires.De plus, le degré de fiabilité des sources peut va-
rier. Dans tous les cas, il s’agit d’extraire le maximum d’informations provenant de chacune des sources
sans pour autant produire des incohérences. Malheureusement, l’aptitude humaine à pouvoir réaliser une
synthèse cohérente de données hétérogènes n’est pas partagée par les machines : comment gérer les
contradictions ? Comment représenter l’information, en particulier lorsqu’elle est issue de sources diffé-
rentes, qui ne partagent pas nécessairement le même formalisme et les mêmes conventions ? Comment
traiter des données incertaines ou incomplètes, qu’une observation ultérieure peut radicalement modi-
fier ? L’esprit humain parvient avec une étonnante facilité àréaliser ce que la machine peine à faire,
même imparfaitement.

La fusion d’informations est devenue un champ de recherchesimportant du traitement de l’informa-
tion, dans des domaines très différents où les informationsà fusionner, les objectifs, les méthodes, et donc
la terminologie, peuvent varier beaucoup, malgré de nombreuses analogies [BE01]. Cette problématique
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Introduction

est au coeur d’une recherche très active en intelligence artificielle, même si la diversité des domaines
d’application, et la diversité des sources d’information,compliquent la vision globale que l’on peut avoir
du problème. De très nombreuses applications nécessitent l’estimation de certaines grandeurs à partir
d’informations, parfois contradictoires et hétérogènes,issues de plusieurs sources. Cette problématique
de fusion d’informations, relativement récente, fait l’objet d’un intérêt croissant du fait de la multiplica-
tion des systèmes informatiques déployés où une partie de l’information disponible est fournie par des
capteurs et de l’augmentation considérable des moyens informatiques. Le but de la fusion d’informations
est en général d’apporter une aide pour la prise de décision,en substituant à une vision parcellaire et hé-
térogène, parfois même contradictoire, de la réalité une vision globale, cohérente et homogène. On peut
notamment distinguer trois principaux types d’applications :

– la fusion multi-capteurs, consistant à combiner des observations issues de différents capteurs (ins-
truments de mesure, images, sons, capteurs virtuels, etc.). Les domaines d’applications où se pose
classiquement ce type de problèmes sont la télédétection, l’imagerie médicale, la robotique, etc.,

– la gestion de bases de données distribuées : une requête soumises à plusieurs bases de données
fournit typiquement des résultats en partie contradictoires, de précision et de pertinence variable,
qu’il s’agit de combiner,

– la combinaison d’avis d’experts.
Concernant la fusion multi-capteurs, un premier problème est celui de la classification des données.

Par exemple, en détection d’images, la classification d’images satellite consiste à affecter chaque pixel
d’une image à une classe particulière (végétation, cultures, rivières ?). Dans un souci d’amélioration de la
classification, il convient d’utiliser toutes les informations disponibles afin de pouvoir, en fusionnant ces
différentes informations, prendre la meilleure décision possible quant à la nature exacte du pixel (on peut
par exemple faire appel aux différentes bandes spectrales d’une image, aux données exogènes relatives
au contexte géographique de la région étudiée telles que la carte des routes, des rivières, des villes, les
altitudes, l’orientation des pentes...). Dans le domaine militaire, la fusion d’informations est également
apparue afin de gérer des quantités très importantes de données multi-sources, et des méthodes de fusion
ont été adaptées et développées pour la classification des données. En effet, on se trouve confronté dans
de nombreuses applications à un grand nombre de données imparfaites, ce qui pose souvent problème
pour les classifier.

Même lorsque le problème de la classification ne se pose pas, la fusion de données reste au centre
de nombreuses applications. Une application de la fusion dedonnées en imagerie médicale est la neuroi-
magerie. Cette technique médicale donne accès à la localisation et à la dynamique des sources d’activité
cérébrale et est aujourd’hui un des outils majeurs d’investigation des processus cognitifs. L’Imagerie
par Résonance Magnétique nucléaire (IRM) d’une part, et l’électroencéphalographie (EEG) d’autre part,
sont deux méthodes de prospections très complémentaires, explorant chacune une échelle spécifique
d’organisation spatiale et temporelle de l’activation cérébrale. La fusion d’informations issues de l’IRM
et de l’EEG consiste à exploiter la complémentarité de ces deux modalités d’imagerie dans le but de ca-
ractériser au mieux les réseaux de populations de neurones impliqués dans un traitement d’information
cérébral.

Dans le domaine des bases de données, le problème de la fusionse pose également : le but est alors de
déterminer une seule base de données cohérente à partir de plusieurs. En fait, deux problèmes se posent à
des niveaux différents dans ce cadre. Il faut d’abord réglerle problème de l’hétérogénéité des différentes
bases de données. De nombreux travaux portent sur cet aspectet cherchent à déterminer un schéma
global à partir des schémas locaux [BL86, Sub94, Kim95]. Uneseconde difficulté peut apparaître, une
fois réglé celui du schéma global, qui est la possible non cohérence des données : il faut alors trouver un
moyen de rétablir la cohérence. [Sub94] suppose l’existence d’un médiateur capable de résoudre de tels
conflits. Cholvy, dans [Cho95], propose par exemple d’utiliser la confiance que l’on peut accorder aux
bases en fonction des sujets, et utilise cette confiance pourobtenir des informations cohérentes.
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2. Contribution

Une autre application de la fusion d’informations apparaîtdans les systèmes multi-agents, lorsque
les agents doivent prendre une décision collective ou déterminer quelles sont les croyances du groupe
d’agents, ou le domaine de la robotique, lorqu’un agent autonome doit prendre une décision à partir de
données contradictoires fournies par plusieurs capteurs.Dans les jeux virtuels se pose également le pro-
blème de l’état des croyances d’agents non humains face à desdonnées diverses sur leur environnement.
Enfin, dans les systèmes experts, on cherche à combiner les connaissances d’un groupe d’experts sur les
différents aspects d’un problème, par exemple pour établirun diagnostic.

On retrouve également la problématique de la fusion dans d’autres domaines que l’informatique. Par
exemple en économie, dans la recherche d’un partage équitable de marchandises, et également en Théorie
du Choix Social, domaine dont le but est d’établir un moyen équitable et sûr d’élaborer les préférences
d’une société à partir des préférences individuelles de sesmembres. Ce dernier cas est certainement celui
qui a été le plus anciennement étudié, puisque la détermination des préférences d’une société humaine
est à la base de la démocratie et existait sans doute bien avant. Ainsi depuis longtemps, on cherche un
moyen de prendre des décisions en se basant sur l’agrégationdes préférences de chaque personne de la
société, en général à l’aide d’un opérateur d’agrégation simple tel que le vote.

La difficulté de la fusion d’informations est liée à l’imperfection (incomplétude, imprécision, in-
certitude) de l’information apportée par chacune des sources, à l’hétérogénéité de ces informations, à la
fiabilité (connue ou inconnue) des différentes sources, ainsi qu’à la nature de leur dépendance éventuelle.
La résolution de ce type de problème nécessite donc le recours à des outils puissants de modélisation et
de gestion des informations incertaines et imprécises. Quatre théories ont notamment été proposées pour
la modélisation et le traitement de telles données : la théorie des probabilités, la théorie des possibilités,
et la théorie des fonctions de croyance, la logique propositionnelle (inférence non monotone).

Dans les formalismes associés à ces théories, les informations peuvent être représentées par des
strates ordinales (ou par des fonctionsκ), par des bases possibilistes, par des diagrammes de causalité
(réseaux bayésiens), par des fonctions de croyance.... De telles représentations complexes permettent de
représenter l’incertitude liée aux informations.

2 Contribution

Parmi les différentes approches de la fusion multi-sources, les approches logiques ont suscité un
intérêt croissant ces dernières années, en particulier celles qui s’inscrivent dans le cadre de la logique
propositionnelle. Les opérateurs de fusion propositionnelle visent à déterminer les croyances, ou les
buts, d’un groupe d’agents à partir des croyances, ou des buts, de chacun d’entre eux, exprimés sous la
forme de formules propositionnelles. Les opérateurs de fusion de croyances et les opérateurs de fusion de
buts sont très semblables, bien que les notions de croyanceset de buts soient très différents. Typiquement,
on peut utiliser des opérateurs de fusion de croyances pour fusionner des buts, et les propriétés qu’on
attend de ces opérateurs sont très proches. Notre travail sesitue dans le cadre propositionnel : nous nous
sommes intéressés au cas où les croyances, les buts, de chaque agent s’expriment par un ensemble de
formules propositionnelles. Pourquoi s’intéresser à ce cadre pour la fusion ? Tout d’abord parce que ce
cadre, le plus simple possible, peut se révéler être suffisant dans de nombreuses applications. Ensuite, la
logique propositionnelle est à la base de la plupart des autres approches possibles ; plus précisément, la
plupart des autres approches sont des généralisations du cadre de la logique propositionnelle et on peut
retrouver ce cadre comme un cas particulier de telles approches. Etudier d’abord la problématique de la
fusion dans le cadre de la logique propositionnelle avant deconsidérer des formalismes plus complexes
semble être une approche raisonnable. Enfin, le cadre de la logique propositionnelle est déjà riche et
complexe et l’étude de la fusion propositionnelle un travail suffisamment ambitieux pour motiver que
l’on s’en préoccupe pour elle-même.
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Introduction

Considérons l’exemple suivant de fusion de buts pour illustrer notre propos. Dans cet exemple, on
peut représenter les buts de chaque personne comme une formule de la logique propositionnelle, puis
déterminer les buts du groupe, à l’aide d’un opérateur de fusion :

Exemple 1. Trois amis, Marie, Alain et Pierre veulent planifier leurs vacances ensemble. Ils ont à déci-
der s’ils préfèrent aller à la montagne, à la mer, ou ne pas partir, et aussi déterminer s’ils partent durant
une longue ou une courte période. Les buts de Marie sont d’aller à la fois à la mer et à la montagne s’ils
partent pour une longue période, sinon elle préfère aller à la montagne seulement ou ne pas partir. Les
buts d’Alain sont d’aller à la mer pour une longue période ou àla montagne pour une courte période.
Enfin, Pierre veut seulement aller à la mer pour une longue période ou ne pas partir. La question est de
savoir ce que doit décider le groupe pour ses vacances : mer, montagne ? longtemps ou pas ?

Lorsque l’on est confronté à un problème de fusion de buts ou de croyances et que ce problème
peut s’exprimer dans un cadre propositionnel, la question essentielle est de déterminer quel opérateur de
fusion propositionnelle choisir parmi tous ceux existants. Habituellement, deux critères principaux sont
utilisés pour faire ce choix :

Rationalité : Une exigence principale pour adhérer à une méthode de fusionest qu’elle possède les
propriétés attendues de ce qu’intuitivement signifie « fusionner». Cette attente conduit à définir des
propriétés souhaitables (des postulats) pour un «bon» opérateur de fusion. On peut par exemple
attendre d’un opérateur qu’il soit équitable (i.e. qu’il nefavorise aucun agent particulier), ou qu’il
détermine un résultat cohérent. Dans le cas de la fusion de buts, on peut espérer que l’opérateur
minimise l’insatisfaction individuelle en cherchant un compromis entre les buts des agents, ou au
contraire qu’il cherche à satisfaire un maximum d’agents. En revanche, dans le cas de la fusion de
croyances, une attente peut être que l’opérateur de fusion sélectionne des croyances parmi celles
des agents, puisqu’il est souvent raisonnable de supposer que l’un d’entre eux a une vision juste
de l’état réel du monde. Une fois déterminé l’ensemble des propriétés souhaitables, il est simple
de choisir le ou les opérateurs les plus rationnels, c’est-à-dire qui satisfont le plus de ces postulats.

Complexité algorithmique : Lorsque l’on est à la recherche un opérateur de fusion pour unsystème
multi-agents autonome, une attente naturelle est l’efficacité algorithmique. En effet, le problème
de la fusion est de ce point de vue difficile et il est donc important pour les applications de choisir
des opérateurs de faible complexité.

La plupart des opérateurs de fusion existants ont été étudiés par rapport à ces deux critères dans
de nombreux travaux. Pour la rationalité, on peut se reporter à [Rev97, LS98, LM99, Kon00, KP02a,
KLM02] et pour la complexité algorithmique, voir [KLM02, Neb98]. Ces travaux ont montré que les
opérateurs à sélection de modèles1 ont souvent une complexité combinatoire plus faible (l’inférence est
typiquementΘp

2-complète ou∆p
2-complète) que les opérateurs à sélection de formules (l’inférence peut

êtreΠp
2-complète) [KLM02, Neb98]. Les opérateurs à sélection de modèles satisfont aussi typiquement

plus de postulats de rationalité que les opérateurs à sélection de formules (voir [KP02a, Kon00]).
Notre thèse est que la comparaison des différents opérateurs de fusion ne peut être conduite en suivant

ces deux seuls critères. En effet, il nous apparaît important de considérer un autre aspect : la manipula-
bilité de l’opérateur. Il est naturellement attendu des agents participant à un processus de fusion qu’ils
fournissent sincèrement leurs croyances/buts. Une question ouverte est de déterminer dans quelle mesure
les opérateurs de fusion propositionnelle permettent de répondre à cette attente, c’est-à-dire, comment
peut-on être sûr en participant à un processus de fusion que l’on n’a pas intérêt à mentir, pour obtenir

1Une distinction entre opérateurs à sélection de modèles, qui sélectionnent certaines interprétations qui sont les «plus
proches» des bases représentant les croyances/buts des agents, et opérateurs à sélection de formules, qui choisissentcertaines
formules dans l’union des bases est souvent faite [KLM02].
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2. Contribution

une base fusionnée résultante qui répond mieux à ce que l’on espère ? Une première contribution de cette
thèse est de tenter de donner des réponses à ces interrogations. Nous avons proposé une définition de la
manipulationdans le cadre de la fusion propositionnelle et évalué la manipulabilité des opérateurs de
fusion existants. Le principal résultat de notre étude est que la non-manipulabilité est difficile à obtenir
pour les opérateurs de fusion propositionnelle. Ce résultat peut sembler relativement attendu puisque,
en théorie du choix social, un théorème (le théorème de Gibbard-Sattertwhaite), établit que dans le cas
général, on ne peut pas agréger des préférences de façon non manipulable [Gib73, Sat75, Mou88]. Ce-
pendant, il existe de nombreuses restrictions permettant de garantir la non-manipulabilité de l’agrégation
de préférences, donc on pourrait s’attendre à ce que la spécificité de le fusion propositionnelle et la pos-
sibilité de considérer des cas restreints, permettent d’atteindre la non-manipulabilité dans le cadre de la
fusion de bases. En fait, nous montrons dans ce travail que, malheureusement, même dans avec des hy-
pothèses très spécifiques, la plupart des opérateurs de fusion de bases de croyances/buts de la littérature
sont manipulables.

Pour certaines applications particulières, certains de ces trois critères (rationalité, complexité, et ma-
nipulabilité) peuvent être plus pertinents que d’autres etcela peut conduire à définir et choisir différents
opérateurs de fusion comme les meilleurs selon le contexte.

Quand on évalue les opérateurs de fusion propositionnelle existants par rapport à ces trois critères
considérés conjointement, il apparaît qu’aucun opérateurde fusion n’est optimal (i.e. totalement rationnel
au sens des postulats(IC) , en temps polynomial et non manipulable). Une deuxième contribution de
cette thèse est de définir des opérateurs de fusion offrant demeilleurs compromis pour les trois critères
que les opérateurs existants. Nous avons ainsi défini deux nouvelles familles d’opérateurs de fusion
propositionnelle, les avons évalués par rapport à ces critères et montré qu’ils constituent des alternatives
intéressantes aux opérateurs existants. Ces deux famillesd’opérateurs de fusion sélectionnent les modèles
de la base fusionnée parmi la disjonction des bases participants au processus de fusion : ce sont des
opérateurs de fusion disjonctive. Cette attente est relativement naturelle dans le cas de la fusion de
croyances, puisqu’elle correspond à l’idée qu’au moins un des agents possède une vision juste de l’état
du monde. En effet, il est souvent raisonnable de penser que le monde réel fait partie des mondes choisis
par au moins un des agents. Par exemple, si plusieurs médecins se penchent sur le cas d’un patient et
que leurs croyances sont contradictoires, on peut penser que l’un d’entre eux a établi le bon diagnostic.
En revanche, si l’on fusionne des buts, cette attente peut sembler moins importante, puisqu’il est assez
naturel que chacun fasse des compromis par rapport à ses désirs. Si un premier agent désirea ∧ b et
qu’un second désire¬a∧ ¬b, il est raisonnable de penser qu’une solution optimale est de choisira ∧ ¬b
ou¬a ∧ b. Les opérateurs à sélection de formules sont des opérateursde fusion disjonctives, puisqu’ils
sélectionnent des ensembles maximaux cohérents dans l’union des bases de croyances. En revanche, les
opérateurs à sélection de modèles ne sont en général pas des opérateurs de fusion disjonctives.

La première famille que nous avons introduite est composée desopérateurs à quota. Les opérateurs
à quota correspondent à une idée simple : tout monde est un modèle du résultat du processus de fusion
s’il satisfait «suffisamment» de bases du profil. «Suffisamment» peut signifier «au moinsk» (un entier
fixé, quota absolu), ou «au moinsk%» (un quota relatif), ou finalement «autant que possible», etchaque
interprétation induit une famille d’opérateurs de fusion spécifique. Nous avons montré que ces opérateurs
ont de bonnes propriétés logiques, ont une complexité combinatoire faible et sont non manipulables.

Les opérateurs à quota peuvent néanmoins souffrir d’un faible pouvoir de discrimination. En effet,
selon la valeur fixée au quota, le résultat de la fusion peut être proche d’une simple disjonction, ce qui
est pauvre du point de vue de la capacité inférentielle. C’est en partie pourquoi nous avons introduit une
seconde famille d’opérateurs de fusion : les opérateursGmin. Chaque opérateurGminest paramétré par
une pseudo-distance et chacun d’entre eux a la propriété de raffiner les opérateurs à quota (c’est-à-dire
qu’ils préservent plus d’information). Ces opérateurs sont, comme les opérateurs à sélection de modèles,
plus rationnels que les opérateurs de fusion à sélection de formules, mais ils choisissent, comme ces
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Introduction

derniers, leurs modèles dans la disjonction des bases de croyances. Nous avons donc montré que les
opérateursGminoffrent une alternative intéressante aux opérateurs à sélection de formules.

3 Plan du mémoire

Cette thèse est organisée en trois parties principales. Après avoir , dans le paragraphe 3, posé les
notations utilisées et précisé quelques conventions formelles suivies tout au long de cet écrit, la première
partie fournit une synthèse des travaux existants centrés sur la fusion et le vote.

La deuxième partie présente la première contribution de cette thèse. Elle consiste en une étude de la
manipulabilité de la plupart des opérateurs de fusion propositionnelle de la littérature, incluant les opéra-
teurs à sélection de modèles et les opérateurs à sélection deformules. Pour chaque opérateur considéré,
nous avons déterminé s’il est manipulable dans le cas général, et si, le cas échéant, la manipulabilité peut
être évitée sous certaines restrictions du processus de fusion (comme le nombre d’agents et la présence
de contraintes d’intégrité) ou des stratégies autorisées pour les agents.

La troisième partie présente la seconde contribution de cette thèse. Cette partie est consacrée à la
présentation et à l’étude de deux familles d’opérateurs de fusion au travers de trois critères d’évaluation
(rationalité, complexité et manipulabilité). Nous y montrons que les opérateurs à quota et les opérateurs
Gmin sont des opérateurs disjonctifs qui représentent de bons compromis pour ces critères par rapport
aux opérateurs existants.

Enfin, en conclusion, nous discutons les résultats obtenus,les mettons en perspective et présentons
les suites envisagées à cette thèse.
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Notations

4 Logique propositionnelle

Un langage propositionnelL est défini inductivement comme le pour petit ensemble (pour l’inclusion
ensembliste) de mots définis à partir d’un ensemble fini (et non vide) de variables propositionnellesP et
d’un ensemble de connecteursC comme suit :

– ∀x ∈ P, x ∈ L,
– si c d’aritén est dansC etx1, . . . , xn sont dansL, alorscx1 . . . xn est dansL.
Tout élément deL est appelé proposition ou formule. Nous considérons ici un langage propositionnel

«classique», c’est-à-dire construit à partir des connecteurs :
– ⊤, la constante booléenne toujours vraie et⊥, la constante booléenne toujours fausse,
– ¬ (négation) d’arité 1,
– ∧ (conjonction),∨ (disjonction),→ (implication matérielle) et⇔ (équivalence) d’arité 2.
On peut associer une sémantique à tout élément deL. Une interprétation (ou monde)ω deL est une

application deP dans{0, 1}. Elle peut être représentée par un vecteur sur{0, 1} en supposant qu’un
ordre strict total est spécifié surP. Pour éviter de manipuler des notations trop lourdes, on identifie
chaque mondeω avec le terme canonique surP dontω est l’unique modèle. Par exemple, siP = {a, b}
etω(a) = 1, ω(b) = 0, ω est identifié au termea ∧ ¬b, ou encore au vecteur10. L’ensemble de toutes
les interprétations est notéW.

La sémantique[|φ|](ω) d’une formuleφ deL dans l’interprétationω est un élément de{0, 1} défini
inductivement par :

– Siφ ∈ P, [|φ|](ω) = ω(φ),
– Si φ = cx1 . . . xn, [|φ|](ω) = cF ([|x1|](ω), . . . , [|xn|](ω)), où cF est l’unique application de

[0, 1] × . . .× [0, 1] dans[0, 1] associée àc.
Une interprétationω est un modèle d’une formuleφ ∈ L si et seulement si elle la rend vraie au sens

fonctionnel usuel, c’est-à-dire si et seulement si[|φ|](ω) = 1. Dans le cas contraire,ω est un contre-
modèle deφ.

[φ] représente l’ensemble de modèles de la formuleφ, i.e. [φ] = {ω ∈ W | ω |= φ}.
Une formuleφ deL est cohérente si et seulement si[φ] 6= ∅. φ est une conséquence logique d’une

formuleψ, notéψ |= φ, si et seulement si[ψ] ⊆ [φ]. Deux formules sont logiquement équivalentes (≡)
si elles partagent les mêmes modèles.

5 Fusion propositionnelle

Une base de croyances/butsK représente l’ensemble de croyances/buts d’un agent. C’estun en-
semble fini de formules propositionnelles, interprétées conjonctivement. LorsqueK = {φ1, . . . , φn} est
une base de croyances/buts,K̂ représente la base singleton contenant la conjonction

∧
K = {φ1 ∧ . . .∧

φn} de toutes les formules deK. On dit qu’une base de croyances/buts est cohérente si
∧
K est cohé-
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rente. Dans ce cas, on noteω |= K pourω |=
∧
K. Une base de croyances/buts est dite complète si elle

a exactement un modèle. Siω est ce modèle, on noteK = Kω. Dans la suite, on utilise le terme «base»
pour une base de croyances ou de buts, indifféremment. On noteK l’ensemble des bases.

Exemple 2. SoitP = {a, b}. AlorsK = {a, a → b} est un exemple de base. Elle est complète car elle
a un seul modèlea ∧ b.

Un profil de croyances/butsE dénote le groupe d’agents impliqués dans le processus de fusion.
C’est un multi-ensemble non vide de bases de croyances/butsE = {K1, . . . ,Kn} (puisque deux agents
peuvent exhiber des bases identiques). Dans la suite, on utilise le terme profil pour profil de croyances
ou de buts, indifféremment. On noteE l’ensemble des profils.∧

E représente la conjonction des bases deE = {K1, . . . ,Kn}, i.e.
∧
E =

∧
K1 ∧ . . . ∧

∧
Kn, et

on note
∨
E la disjonction des bases deE, i.e.

∨
E =

∧
K1 ∨ . . . ∨

∧
Kn.

Un profilE est dit cohérent si et seulement si
∧
E est cohérent. On note alorsω |= E pourω |=

∧
E.

L’union multi-ensembliste est noté⊔ et la relation d’inclusion multi-ensembliste est notée⊑ .

Exemple 3.SoitP = {a, b}. On considère deux bases de croyancesK1 = {a, a→ b} etK2 = {¬a∨b},
et les profilsE1 = {K1,K2} etE2 = {K1,K2,K1}.

On a :
∧
E1 = (a ∧ (a → b)) ∧ (¬a ∨ b) ≡ a ∧ b, doncE1 est cohérent. On a aussi :

∨
E1 =

(a ∧ (a→ b)) ∨ (¬a ∨ b) ≡ ¬a ∨ b.
E1 ⊔ E2 = {K1,K2,K1,K2,K1} etE1 ⊑ E2.

Le cardinal d’un ensemble fini (ou d’un multi-ensemble fini)A est noté#(A). ⊆ représente l’inclu-
sion ensembliste et⊂ l’inclusion ensembliste stricte, i.e.A ⊂ B si et seulement siA ⊆ B etA 6= B.

Une contrainte d’intégrité est une formule cohérente deL que la base fusionnée doit satisfaire (elle
peut représenter des lois physiques, des normes, etc.). Elle est indépendante du profil. On note en général
cette contrainteµ.

Un opérateur de fusion est une application∆ qui associe à tout couple(E,µ) deE × L une baseK
deK. Le résultat de la fusion des bases d’un profilE (ou fusion d’un profilE) avec l’opérateur de fusion
△, sous la contrainte d’intégritéµ, est noté△µ(E) plutôt que∆(E,µ) et est appelé la base fusionnée .

Si E1 et E2 sont deux profils de croyances, on dit queE1 et E2 sont équivalents, notéE1 ≡ E2

si et seulement si il existe une bijectionf deE1 = {K1,K2, . . . ,Kn} dansE2 = {K ′
1,K

′
2, . . . ,K

′
n}

telle quef(Ki) ⇔ K ′
i. Cela signifie qu’à l’équivalence logique près et à la permutation près, on a le

même profil. On peut envisager d’autres définitions de cette équivalence entre profil (voir [Rev97] par
exemple), mais celle-ci semble la plus naturelle.

6 Ordre et pré-ordre

Un pré-ordre≤ surW est une relation réflexive et transitive. Un pré-ordre surW est total si∀ω, ω′ ∈
W, ω ≤ ω′ ouω′ ≤ ω. Un pré-ordre surW est total si∀ω, ω′ ∈ W, ω ≤ ω′ ouω′ ≤ ω. Un ordre strict
< surW est une relation irréflexive, transitive et asymétrique (onne peut avoir en même tempsω < ω′

etω′ < ω).
Soit ≤ un pré-ordre surW. On peut définir un ordre correspondant< sur W par ω < ω′ si et

seulement siω ≤ ω′ et ω′ 6≤ ω, et la relation d’équivalence surW induite par≤ (indifférence)≃ est
donnée parω ≃ ω′ si et seulement siω ≤ ω′ et ω′ ≤ ω. On écritω ∈ min(A,≤) si et seulement si
ω ∈ A et ∄ω′ ∈ A s.t.ω′ < ω.
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7. Complexité algorithmique

7 Complexité algorithmique

On suppose le lecteur familier avec les classesP=∆p
0=Σp

0=Πp
2, NP=Σp

1 etcoNP=Πp
1 et on considère

les classes suivantes situées au premier et deuxième niveaux de la hiérarchie polynomiale (voir [Pap94,
Neb98] pour une introduction à la théorie de la complexité) :

– BH(2) (connu aussi commeDP) est la classe de tous les langagesL tels queL = L1 ∩ L2, oùL1

est dansNP etL2 danscoNP. Un problème complet canonique de la classeBH(2) est le problème
SAT-UNSAT : étant données deux formules propositionnellesϕ etψ, a t’onϕ est cohérent etψ
est incohérent ?

– BH(3) est la classe de tous les langagesL tels queL = L1 ∪ L2, oùL1 est dansBH(2) et L2

dansNP. Un problème complet canonique de la classeBH(3) est : étant données trois formules
propositionnellesϕ, ψ etγ, a t’onϕ est cohérent et (ψ est cohérent ouγ est incohérent) ?

– coBH(3) est la classe de tous les langagesL tels queL ∈ BH(3). Un problème complet canonique
de la classecoBH(3) est : étant données trois formules propositionnellesϕ, ψ et γ, a t’onϕ est
incohérent ou (ψ est incohérent etγ est cohérent) ?

– ∆p
2 = PNP est la classe de tous les langages qui peuvent être reconnus en temps polynomial

par une machine de Turing déterministe munie d’un oracleNP, où un oracleNP résout n’importe
quelle instance d’un problèmeNP en une unité de temps. Un problème canonique complet pour∆p

2

est le problèmeMAX-SAT-ASGodd : étant données une formule propositionnelleϕ sous forme
normale conjonctive (ou un ensemble de clauses) sur les variables propositionnellesp1, p2, . . . , pn,
la fonction de poidsW définie sur les interprétationsα : {p1, . . . , pn} → {0, 1} telle queW (α) =
Σiα(pi)2

i−1, est-ce-que l’interprétation de poids maximal qui satisfait ϕ est paire ?
– Θp

2 = ∆p
2[O(log n)] est la classe de tous les langages qui peuvent être reconnus en temps polyno-

mial par une machine de Turing déterministe utilisant un nombre d’appels à un oracleNP borné
par une fonction logarithmique de la taille de l’entrée.Θp

2 contient les classes de la hiérarchie
booléenneBH et coBH, qui sont les classes de problèmes qu’on peut résoudre avec un nombre
d’appels constants à un oracle. Un problème canonique complet est le problèmePARITY-SAT :
étant donnée une suite de formules propositionnellesϕ1, . . . , ϕn telles queϕi 6∈ SAT implique
ϕi+1 6∈ SAT, l’indice maximali telle queϕi est satisfiable est-il pair ?

– Σp
2 = NPNP est la classe de tous les langages qui peuvent reconnus en temps polynomial par une

machine de Turing non déterministe munie d’un oracleNP, où un oracleNP résout n’importe
quelle instance d’un problèmeNP en une unité de temps. Le problème complet canonique deΣp

2

est le problème2-QBF, c’est-à-dire le problème de décider si la formule booléenne quantifiée
suivante est vraie :

∃p∀q, φ(p, q).

– Πp
2 = coΣp

2 est la classe de tous les langagesL tels queL ∈ Σp
2. Le problème complet canonique

deΠp
2 est le problème2-QBF.

On a évidemment les inclusions suivantes :

BH(2) ⊆ BH(3) ⊆ Θp
2 ⊆ ∆p

2 ⊆ Σp
2.

et
coBH(3) ⊆ Θp

2 ⊆ ∆p
2 ⊆ Πp

2.

Nous présentons ici le seul problème auquel nous nous sommesintéressés du point de vue de la com-
plexité, celui de l’inférence pour les bases fusionnées. Soit △ un opérateur de fusion propositionnelle,
on considère le problème de décision suivantFUSION(△) :

– Entrée : un triplet 〈E,µ, α〉 où E = {K1, . . . ,Kn} est un profil,µ ∈ L est une contrainte
d’intégrité, etα ∈ L est une formule.

17



Notations

– Question :A-t-on △µ(E) |= α?

18



Première partie

Généralités sur l’agrégation
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Chapitre 1

Fusion

La problématique de la fusion propositionnelle est multi-forme à cause de la variété des informations
possibles à fusionner. Si l’on veut fusionner les croyancespropositionnelles de divers agents sur l’état du
monde réel, il peut sembler important que le résultat fasse partie des croyances d’au moins un agent. Si
l’on veut fusionner des buts propositionnels, alors on peutattendre qu’un compromis soit trouvé entre les
désirs de chacun et ne pas nécessairement choisir le résultat parmi les buts des agents. Eventuellement,
on peut être conduit à considérer des relations de plausibilité sur les croyances de chaque agent, lui
permettant de représenter la confiance qu’il a en chaque monde. On attend alors des méthodes de fusion
qu’elles agrègent à la fois les informations et les relations de plausibilité, afin de déterminer comment
le groupe d’agents considérés perçoit le monde réel. On peutencore prendre en compte une relation de
confiance entre les sources, qui indique la fiabilité de chacune, et permet de régler certains conflits.

L’objectif de cette partie est de donner un aperçu des travaux existants dans le domaine de la fusion
d’informations. Elle est organisée en deux principales parties : tout d’abord, nous nous intéressons aux
opérateurs de fusion dans le cadre propositionnel, puis à ceux définis dans des cadres plus complexes,
c’est-à-dire les opérateurs de fusion de bases pondérées. Compte tenu de la diversité des cadres où la
problématique de la fusion est considérée, cette présentation ne se veut nullement exhaustive.

1.1 Fusion de bases propositionnelles

Dans le cadre propositionnel «standard», on considère un ensemble de sources d’informations qui
ont toute la même fiabilité. Chaque source d’information estappelé base, elle définit les croyances ou les
buts d’un agent et est représentée par un ensemble fini de formules propositionnelles cohérentes, ou de
façon équivalente par l’ensembles des modèles de la conjonction de ces formules. L’ensemble des bases
de croyances/buts est appelé profil, c’est un multi-ensemble fini qui représente les croyances ou les buts
du groupe d’agents. L’objectif d’un processus de fusion estde déterminer quelles sont les croyances/buts
du groupe d’agents, à partir de leurs croyances/buts individuels.

Deux approches simples sont possibles pour définir une base fusionnée∆µ(E) d’un profilE sous la
contrainteµ dans le cas propositionnel, selon que l’on considère des pré-ordres entre interprétations ou
non. Dans le cas où aucun pré-ordre n’est utilisé, on peut définir la base fusionnée de deux manières, qui
dépendent de la présence ou de l’absence de conflits entre lessources, précisément :

– par une conjonction :

∆C
µ (E) =

∧
(E) ∧ µ

– par une disjonction :

∆D
µ (E) = (

∨
(E)) ∧ µ

21



Chapitre 1. Fusion

La première approche est appropriée lorsque les bases ne sont pas conflictuelles, c’est-à-dire si∧
(E) ∧ µ est cohérent ; et la seconde approche dans le cas contraire. Cependant, même si la disjonc-

tion permet de garantir la cohérence de la base fusionnée (dès qu’au moins une baseKi est cohérente),
cette approche est souvent trop prudente. C’est pour remédier à ce problème que des alternatives inter-
médiaires (c’est-à-dire «entre la conjonction et la disjonction») ont été proposées. Elles sont en général
basées sur la sélection de certains sous-ensembles cohérents maximaux deE, qui sont maximaux soit
pour l’inclusion, soit pour la cardinalité.

Une autre approche consiste à associer des pré-ordres entreinterprétations aux profilsE. Les modèles
de la base fusionnée sont alors les modèles deµ minimaux pour le pré-ordre, c’est-à-dire ceux qui sont
« les plus proches» deE. Un moyen simple d’associé un pré-ordre entre interprétations à un profil est
d’utiliser une distanced entre interprétations, précisément :

1. on classe l’ensemble des interprétations pour chaque base propositionnelleKi en utilisant une
«distance»d(ω,Ki).

2. on classe l’ensemble des interprétations pour l’ensemble des bases propositionnelles, en calculant
la «distance» globale entre chaque interprétation et le profil : d(ω,E).

3. on sélectionne les interprétations qui sont des élémentsminimaux pour l’ordre induit entre inter-
prétations par cette «distance» globale, ce sont les modèles de la base fusionnée.

Bien sûr, si tous les agents sont d’accord sur certaines croyances/buts, c’est-à-dire si le profil est cohé-
rent, on peut raisonnablement penser que la fusion doit êtresimplement les croyances/buts sur lesquelles
tous les agent s’accordent (la conjonction des bases du profil). Le problème n’est plus si simple si le profil
n’est pas cohérent, autrement dit si certaines croyances/buts sont conjointement contradictoires. Com-
ment sélectionner une méthode particulière ? Pour pouvoir comparer ces méthodes entre elles, il est né-
cessaire de réfléchir aux propriétés souhaitables du processus de fusion. Dans ce but, nous rappelons tout
d’abord brièvement les postulats de rationalité mis en place par Konieczny et Pino-Perez [KP99, KP02a]
parce leurs travaux généralisent les précédentes propositions de Revesz [Rev93, Rev97], Liberatore et
Schaerf [LS98], ou Lin et Mendelzon [LM99]. Les postulats proposés ont pour objectif de «capturer»
les opérateurs de fusion ayant un comportement attendu. Après avoir rappelé ces postulats, nous présen-
tons les deux principales familles d’opérateurs de fusion propositionnelle de la littérature. La première
famille, appelée «opérateurs à sélection de modèles» (en anglaismodel-based operators), est définie par
un processus de sélection de certaines interprétations. Laseconde famille, appelée «opérateurs à sélec-
tion de formules» (en anglaisformula-based operators), est caractérisée par un processus de sélection
de certaines formules. Nous donnons également quelques exemples d’opérateurs de fusion contrainte de
chaque famille. Enfin, la dernière partie de cette section présente des opérateurs de fusion proposition-
nelle définis par deux étapes d’agrégation, les opérateursDA2, qui permettent à la fois de prendre en
compte de façon non triviale les bases de croyances incohérentes (ce qui n’est pas le cas des opérateurs à
sélection de modèles), et la redondance d’information (ce qui n’est pas le cas des opérateurs à sélection
de formules).

1.1.1 Caractérisation logique des opérateurs de fusion contrainte

Les travaux existants sur les propriétés logiques des opérateurs de fusion s’appuient sur le cadre AGM
[AGM85, Gär88], une caractérisation logique des opérateurs de révision. La révision consiste à détermi-
ner l’état de croyances d’un agent après avoir pris connaissance d’une information nouvelle, considérée
comme plus fiable (on parle de primauté de la nouvelle information). Bien que ce problème semble a
priori différent de celui de la fusion de connaissances, Konieczny et Pino-Perez ont montré que les opé-
rateurs de fusion contraintes qu’ils ont proposés permettent de capturer la révision, en considérant que
la nouvelle information par laquelle on veut réviser est unecontrainte d’intégrité. De manière générale,
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les postulats proposés tentent de garantir à l’opérateur defusion considéré un comportement compatible
avec la fusion. Dans ce cadre, on dispose de diverses sourcesd’informations (le profil), d’une contrainte
d’intégrité (une formule cohérente que le résultat de la fusion doit respecter et qui peut représenter des
lois, des normes, ou autre, indépendante du processus de fusion), et on veut déterminer la base fusionnée
correspondante, c’est-à-dire le résultat de la mise en commun des diverses informations sous la contrainte
d’intégrité donnée. Les postulats retenus décrivent des propriétés que doit vérifier la base fusionnée, afin
d’assurer par exemple l’équité entre les sources, qui est importante dans l’idée de la fusion, mais aussi
d’autres propriétés souhaitables :

Définition 1 (opérateurs de fusion contrainte). [KP02a] Soient△ un opérateur de fusion proposition-
nelle,E, E1, E2 des profils,K1,K2 deux bases etµ, µ1, µ2 des formules.△ est unopérateur de fusion
contraintesi et seulement si il satisfait les postulats suivants :

(IC0) △µ(E) |= µ.

(IC1) Si µ est cohérent, alors△µ(E) est cohérent.

(IC2) Si
∧
E ∧ µ est cohérent, alors△µ(E) ≡

∧
E ∧ µ.

(IC3) SiE1 ≡ E2 andµ1 ≡ µ2, alors△µ1(E1) ≡ △µ2(E2).

(IC4) SiK1 |= µ etK2 |= µ, alors△µ({K1,K2})∧K1 est cohérent si et seulement si△µ({K1,K2})∧
K2 est cohérent.

(IC5) △µ(E1) ∧△µ(E2) |= △µ(E1 ⊔ E2).

(IC6) Si △µ(E1) ∧△µ(E2) est cohérent, alors△µ(E1 ⊔ E2) |= △µ(E1) ∧△µ(E2)

(IC7) △µ1(E) ∧ µ2 |= △µ1∧µ2(E).

(IC8) Si △µ1(E) ∧ µ2 est cohérent, alors△µ1∧µ2(E) |= △µ1(E).

Le postulat(IC0) assure que le résultat de la fusion satisfait les contraintes d’intégrité.(IC1) de-
mande que le résultat de la fusion soit cohérent si les contraintes d’intégrité le sont. Le troisième postu-
lat, (IC2), représente une attente assez naturelle pour la fusion : en l’absence de contradiction entre les
croyances des agents, le résultat de la fusion est simplement la conjonction des bases des agents, avec la
contrainte d’intégrité.(IC3) assure « l’indépendance» du processus de fusion par rapportà la syntaxe : si
deux profils sont équivalents, ainsi que les contraintes, onest en droit d’attendre du processus de fusion
que les deux bases fusionnées soient équivalentes également. (IC4) correspond à un principe d’équité :
un opérateur de fusion doit avoir un comportement symétrique entre deux bases lors de leur fusion, il ne
doit en privilégier aucune. Notons que ce postulat peut difficilement être étendu à plus de deux bases,
puisque, à partir de trois bases, des «synergies» peuvent apparaître entre les bases. Le postulat(IC5)
exprime l’idée suivante : si un monde fait partie des alternatives choisies indépendamment par un groupe
E1 et par un groupeE2, alors il doit aussi faire partie des alternatives choisiespar le groupe formé parE1

etE2 conjointement. En ajoutant le postulat(IC6) au postulat(IC5), on obtient que les si elles existent,
les alternatives choisies indépendamment par un groupeE1 et par un groupeE2, sont exactement les
alternatives choisies par le groupe formé parE1 etE2 conjointement.(IC7) garantit qu’un monde fai-
sant partie des alternatives choisies par un groupeE suivant la contrainteµ1 et qui est cohérent avec une
contrainteµ2 fera aussi partie des alternatives choisies par le groupeE suivant les contraintesµ1 ∧ µ2

(cela traduit une notion de proximité : si un monde est suffisamment «proche» deE pour être choisi
et fait partie des modèles deµ2, il doit rester suffisamment proche deE avec la contrainteµ1 ∧ µ2. En
d’autres termes, le choix des mondes ne dépend que de la proximité au profil). En ajoutant le postulat
(IC8) au postulat(IC7), on obtient que les si elles existent, les alternatives choisies par un groupeE
cohérentes avecµ2 sont exactement les alternatives choisies par le groupeE en suivant les contraintes
µ1 ∧ µ2.
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On peut également définir un postulat supplémentaire, le postulat de disjonction(Disj), qui assure
que les modèles de la base fusionnée sont choisis parmi les modèles de la disjonction des bases du profil,
c’est-à-dire parmi les modèles d’au moins une base du profil :

(Disj) Si (
∨
E) ∧ µ est cohérent, alors△µ(E) |= (

∨
E) ∧ µ.

Les opérateurs de fusion vérifiant cette propriété sont desopérateurs de fusion disjonctive.
Parmi les opérateurs de fusion contraintes, deux familles peuvent être distinguées : les opérateurs ma-

joritaires, dont le but est de satisfaire au mieux le groupe dans son ensemble, et les opérateurs d’arbitrage,
qui tente de diminuer l’insatisfaction individuelle de chaque agent du groupe.

Un opérateur de fusion contrainte est unopérateur de fusion contrainte majoritaires’il satisfait
(Maj) :

(Maj) [KP02a] ∃n △µ (E1 ⊔ E2 ⊔ . . . ⊔ E2︸ ︷︷ ︸
n

) |= △µ(E2).

Ce postulat exprime l’idée que si une croyance est partagée par un nombre suffisant de membres du
groupe, alors elle doit faire partie des croyances du groupe.

Un opérateur de fusion contrainte est unopérateur de fusion contrainte d’arbitrages’il satisfait
(Arb) :

(Arb) [KP02a]

△µ1(K1) ≡ △µ2(K2)
△µ1⇔¬µ2({K1,K2}) ≡ (µ1 ⇔ ¬µ2)
µ1 6|= µ2

µ2 6|= µ1





⇒ △µ1∨µ2({K1,K2}) ≡ △µ1(K1).

L’intuition derrière cette propriété est plus simple à appréhender quand elle est exprimée en terme de
conditions sur les mondes. L’idée derrière ce postulat est que si les résultats de la fusion de deux bases
sous deux contraintesµ1 et µ2 sont équivalentes et si, de plus, les alternatives préférées par le groupe
formé des deux bases sous une seule des deux contraintes sontexactement cette contrainte, alors les
alternatives préférées du groupe sous l’union des deux contraintes doivent être les alternatives préférées
d’un groupe sous une seule contrainte.

Ces propriétés logiques peuvent être associées à un théorème de représentation, qui fait correspondre
à chaque opérateur vérifiant ces propriétés logiques une fonction, qui associe à chaque profil un pré-
ordre sur les interprétations. Un tel théorème fournit une caractérisation constructive des opérateurs de
fusion contrainte. Avant de donner ce théorème, nous avons besoin de définir la notion d’assignement
syncrétique:

Définition 2 (assignement syncrétique). [KP02a] Unassignement syncrétiqueest une fonction qui asso-
cie à chaque profilE un pré-ordre≤E sur les interprétations telle que pour tous profilsE,E1, E2 et pour
toutes basesK,K ′ on a :

1. Siω |= E etω′ |= E, alorsω ≃E ω′

2. Siω |= E etω′ 6|= E, alorsω <E ω′

3. SiE1 ≡ E2, alors≤E1=≤E2

4. ∀ω |= K, ∃ω′ |= K ′, ω′ ≤{K,K ′} ω

5. Siω ≤E1 ω
′ etω ≤E2 ω

′, alorsω ≤E1⊔E2 ω
′

6. Siω <E1 ω
′ etω <E2 ω

′, alorsω <E1⊔E2 ω
′

La première condition impose que deux modèles d’un même profil sont équivalents par rapport au
pré-ordre associé à ce profil. La seconde condition dit qu’unmodèle d’un profil est strictement préféré
pour le pré-ordre associé à un contre-modèle. La troisième condition est une forme «d’indépendance par
rapport à la syntaxe» : si deux profils sont équivalents, alors les pré-ordres associés sont identiques.
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La quatrième condition porte sur le pré-ordre associé à un profil constitué de deux bases : pour tout
modèle de l’une des bases, il existe un modèle de l’autre basequi est au moins aussi bon pour le pré-ordre
associé à l’union des deux bases (aucune des deux bases n’estfavorisée).

La cinquième condition est liée à l’idée suivante : si une interprétation est préférée à une autre pour
les pré-ordres associés à deux profilsE1 etE2, alors cette interprétation doit également être préférée pour
le pré-ordre associé àE1⊔E2, et la sixième condition est un renforcement de la cinquièmecondition pour
des préférences strictes. Ces conditions peuvent être considérées comme des traductions de la condition
de Pareto en Théorie du Choix Social.

On peut à présent énoncer le théorème de représentation suivant :

Proposition 1. [KP02a] Un opérateur∆ est un opérateur de fusion contrainte si et seulement si il existe
un assignement syncrétique qui associe à chaque profilE un pré-ordre total≤E tel que :

[∆µ(E)] = min([µ],≤E).

On peut étendre cette représentation aux opérateurs majoritaires et d’arbitrage.

Définition 3 (assignement syncrétique majoritaire). [KP02a] Unassignement syncrétique majoritaire
est un assignement syncrétique qui vérifie la condition suivante :

7. Siω <E2 ω
′, alors∃n tel queω <E1⊔En

2
ω′.

oùEn
2 représente

n︷ ︸︸ ︷
E2 ⊔ . . . ⊔ E2.

Cette condition indique que si l’on répète un profilE2 suffisamment, alors les préférences strictes de
E2 seront respectées.

Définition 4 (assignement syncrétique juste). [KP02a] Unassignement syncrétique justeest un assigne-
ment syncrétique qui vérifie la condition suivante :

8.
ω <E1 ω1

ω <E2 ω2

ω1 ≃E1⊔E2 ω2




 ⇒ ω <E1⊔E2 ω1

Cette condition dit que ce sont les choix médians qui sont préférés pour le groupe.
Ainsi, on a :

Proposition 2. [KP02a] Un opérateur∆ est un opérateur de fusion contrainte majoritaire (resp. d’ar-
bitrage) si et seulement si il existe un assignement syncrétique majoritaire (resp. juste) qui associe à
chaque profilE un pré-ordre total≤E tel que :

[∆µ(E)] = min([µ],≤E).

1.1.2 Opérateurs de fusion à sélection de modèles

Dans cette partie, nous présentons une première grande famille d’opérateurs de fusion existants, les
opérateurs de fusion à sélection de modèles, basés sur la sélection de certaines interprétations de la
contrainte d’intégrité, les plus «proches» du profil. La proximité est définie usuellement grâce à une
notion de distance et une fonction d’agrégation [Rev97, KP98, KP99, LM99, LS98].

Un travail très complet sur une généralisation de ces opérateurs est [KLM04] ; on peut déduire des
résultats fournis dans [KLM04] des résultats de complexitéet les propriétés logiques satisfait par la plu-
part des opérateurs à sélection de modèles (et également de certains opérateurs à sélection de formules).
Nous reviendrons sur ce travail dans la suite (cf paragraphe1.1.4).
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Caractérisation des modèles de la fusion

On définit tout d’abord la notion de proximité entre interprétations à l’aide d’une pseudo-distance :

Définition 5 ((pseudo-)distances).
– Unepseudo-distanceentre interprétations est une fonction totaled : W ×W 7→ R+ t.q. pour tout
ω, ω′, ω′′ ∈ W : d(ω, ω′) = d(ω′, ω), etd(ω, ω′) = 0 si et seulement siω = ω′.

– Unedistanceentre interprétations est une pseudo-distance qui satisfait l’inégalité triangulaire :
∀ω, ω′, ω′′ ∈ W, d(ω, ω′) ≤ d(ω, ω′′) + d(ω′′, ω′).

Deux distances entre interprétations couramment utilisées sont les distances de Dalal [Dal88], notée
dH , qui est la distance de Hamming entre les interprétations (le nombre de variables propositionnelles
de valuations différentes entre les deux interprétations); et la distance drastique, notéedD, qui est sans
doute la plus simple pseudo-distance que l’on peut définir : elle donne0 si les deux interprétations sont
identiques et1 sinon.

Exemple 4. SoientP = {a, b, c}, et trois interprétationsω1 = a ∧ b ∧ c, ω2 = a ∧ b ∧ ¬c et ω3 =
¬a ∧ ¬b ∧ ¬c. Alors :

– dD(ω1, ω2) = dD(ω1, ω3) = dD(ω2, ω3) = 1.
– dH(ω1, ω2) = 1, dH(ω1, ω3) = 3, etdH(ω2, ω3) = 2.

Définition 6 (fonction d’agrégation). [KLM04] Une fonction d’agrégationf est une fonction totale
associant un nombre réel non négatif à tout tuple fini de nombres réels non négatifs et t.q. pour tout
x1, . . . , xn, x, y ∈ R+ :

– six ≤ y, alorsf(x1, . . . , x, . . . , xn) ≤ f(x1, . . . , y, . . . , xn). (croissance)
– f(x1, . . . , xn) = 0 si et seulement six1 = . . . = xn = 0. (minimalité)
– f(x) = x. (identité)

Des fonctions d’agrégation couramment utilisées sont leMax [Rev97, KP02a], la sommeΣ [Rev97,
LM99, KP99], ou le leximaxGMax [KP99, KP02a].

Exemple 5. Considérons les entiersx1 = 0, x2 = 2 etx3 = 1. Alors :
– Max(x1, x2, x3) = 2
– Σ(x1, x2, x3) = 0 + 2 + 1 = 3
– GMax(x1, x2, x3) = (2, 1, 0)

Présentée ainsi, le leximax n’est pas une fonction d’agrégation au sens de la définition 6, puisque le
résultat est un vecteur, pas un réel. En fait, une transformation simple permet de passer de façon unique
de ce vecteur à un réel, et permet donc de considérer le leximax comme une fonction d’agrégation. Cette
transformation est la suivante : on définitM comme un majorant strict desxi (c’est-à-dire que pour
tout vecteur(x1, . . . , xn), xi < M ), et on poseq(i) = Mn−i. Alors, l’ordre induit sur les vecteurs
(x1, . . . , xn) par l’ordre des réelsΣiq(i)xσ(i) (avecσ une permutation de{1, . . . , n} telle quexσ(1) ≥
xσ(2) ≥ . . . xσ(n)) est exactement l’ordre lexicographique (voir le paragraphe 1.1.4).

La distance entre interprétations choisie induit une «distance»2 entre une interprétation et une base,
ce qui donne une «distance» entre une interprétation et un profil, en utilisant une fonction d’agrégation.
Cette dernière distance donne la notion recherchée de proximité au multi-ensembleE, noté≤E (un
pré-ordre surW induit parE).

2Terme abusif puisque ce n’est pas une distance du point de vuemathématique. Nous ferons cet abus dans la suite et
utiliserons le terme distance (sans utiliser de guillemets, pour alléger l’écriture)
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Définition 7 (opérateurs de fusion à sélection de modèles). Soientd une pseudo-distance entre interpré-
tations etf une fonction d’agrégation. L’opérateur à sélection de modèlesnoté△d,f

µ (E) de la fusion du
profil E étant donné la contrainte d’intégritéµ est définie par :

[△d,f
µ (E)] = min([µ],≤E) = {ω ∈ [µ] | ∄ω′ ∈ [µ], ω′ <E ω}

où :
– ω ≤E ω′ si et seulement sid(ω,E) ≤ d(ω′, E), avec
– d(ω,E) = f{K∈E}(d(ω,K)), et
– d(ω,K) = minω′|=Kd(ω, ω

′).

On peut observer quedf (ω,E) serait une notation plus correcte qued(ω,E) ; cependant, pour éviter
l’emploi de notation trop lourde et comme il n’y a pas d’ambiguïté dans le choix def dans la suite, on
préfère la notation plus simpled(ω,E).

Revenons à l’exemple donné en introduction pour illustrer le comportement de certains opérateurs
de fusion à sélection de modèles :

Exemple 6. On considère l’ensembleP avec trois variables propositionnellesl(longue période),p(lage)
etm(ontagne), prises dans cet ordre. Les buts des trois agents sont donnés par les basesK1, K2, K3

telles que :[K1] = {000, 001, 111} (les souhaits de Marie),[K2] = {001, 110} (souhaits d’Alain) et
[K3] = {000, 110} (souhaits de Pierre). Il n’y a pas de contrainte d’intégrité(µ ≡ ⊤).

On a [∆dH ,Σ
µ ({K1,K2,K3})] = {000, 001, 110}. Le tableau 1.1 donne les détails des calculs. La

première colonne donne tous les mondes possibles. La colonne Ki (i = 1 . . . 3) donne pour chaque
mondeω la valeur de la «distance» entreω etKi, dH(ω,Ki). Finalement, la colonne la plus à droite
donne pour chaque mondeω la valeur de la «distance» entreω et le profilE = {K1,K2,K3} avec la
fonction d’agrégation somme,dΣ

H(ω, {K1,K2,K3}). Les mondesω pour lesquelsdΣ
H(ω, {K1,K2,K3})

est minimal (en gras) sont les modèles de la base fusionnée∆dH ,Σ
µ ({K1,K2,K3}).

ω K1 K2 K3 ∆
dH ,Σ
⊤ ({K1, K2, K3})

000 0 1 0 1

001 0 0 1 1

010 1 1 1 3
011 1 1 2 4
100 1 1 1 3
101 1 1 2 4
110 1 0 0 1

111 0 1 1 2

TAB . 1.1 – Fusion avec∆dH ,Σ
µ .

D’autre part, on a[∆dH ,GMax
µ ({K1,K2,K3})] = {000, 001, 110}. Le tableau 1.2 donne les détails

des calculs. On retrouve les mêmes colonnes que dans le tableau 1.1, mais ici la colonne la plus à droite
donne pour chaque mondeω la valeur de la «distance» entreω et le profilE = {K1,K2,K3} avec la
fonction d’agrégationGMax, dGMax

H (ω, {K1,K2,K3}). Les mondesω pour lesquels
dGMax

H (ω, {K1,K2,K3}) est minimal (en gras) sont les modèles de la base fusionnée

∆dH ,GMax
µ ({K1,K2,K3}).

Enfin, on a[∆dH ,Max
µ ({K1,K2,K3})] = {000, 001, 010, 100, 110, 111}. Le tableau 1.3 donne les

détails des calculs. On retrouve les mêmes colonnes que dansle tableau 1.1, mais ici la colonne la plus
à droite donne pour chaque mondeω la valeur de la «distance» entreω et le profilE = {K1,K2,K3}
avec la fonction d’agrégationMax, dMax

H (ω, {K1,K2,K3}). Les mondesω pour lesquels
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ω K1 K2 K3 ∆
dH ,Σ
⊤ ({K1, K2, K3})

000 0 1 0 (1, 0,0)
001 0 0 1 (1, 0,0)
010 1 1 1 (1, 1, 1)
011 1 1 2 (2, 1, 1)
100 1 1 1 (1, 1, 1)
101 1 1 2 (2, 1, 1)
110 1 0 0 (1, 0,0)
111 0 1 1 (1, 1, 0)

TAB . 1.2 – Fusion avec∆dH ,GMax
µ .

ω K1 K2 K3 ∆
dH ,Max

⊤ ({K1, K2, K3})
000 0 1 0 1

001 0 0 1 1

010 1 1 1 1

011 1 1 2 2
100 1 1 1 1

101 1 1 2 2
110 1 0 0 1

111 0 1 1 1

TAB . 1.3 – Fusion avec∆dH ,Max
µ .

dMax
H (ω, {K1,K2,K3}) est minimal (en gras) sont les modèles de la base fusionnée

∆dH ,Max
µ ({K1,K2,K3}).

On peut constater sur cet exemple que l’opérateur de fusion avec la fonction d’agrégationGMax
est un raffinement de l’opérateur de fusion avec la fonction d’agrégationMax.

En considérant la distance drastique, seules deux fonctions d’agrégation sont à considérer, puisque
dΣ

D(ω, {K1,K2,K3}) ≡ dGMax
D (ω, {K1,K2,K3}). Les résultats complets sont groupés dans un unique

tableau 1.4.

ω K1 K2 K3 ∆
dD ,Max
⊤ ({K1, K2, K3}) ∆

dD,GMax
⊤ ({K1, K2, K3})

000 0 1 0 1 (1,0,0)
001 0 0 1 1 (1,0,0)
010 1 1 1 1 (1, 1, 1)
011 1 1 1 1 (1, 1, 1)
100 1 1 1 1 (1, 1, 1)
101 1 1 1 1 (1, 1, 1)
110 1 0 0 1 (1,0,0)
111 0 1 1 1 (1, 1, 0)

TAB . 1.4 – Fusion basée surdD.

On sait (voir le théorème de représentation -proposition 1-) que l’on peut associer à tout opérateur
de fusion contrainte une fonction (un assignement syncrétique), qui associe à chaque profil un pré-ordre
entre interprétations. Une question ouverte est de déterminer si les pré-ordres ainsi construits sont tous
basés sur des distances entre interprétations.

Propriétés logiques et complexité

On peut extraire de [KLM04, KP02a] les propriétés logiques et la complexité algorithmique de la
plupart des opérateurs à sélection de modèles. Nous rappelons ici la les résultats concernant les opérateurs
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à sélection de modèles. Pour les propriétés logiques, on a tout d’abord un résultat général :

Proposition 3. [KLM04] Les opérateurs∆d,f
µ satisfont les propriétés(IC0), (IC1), (IC2), (IC7) et

(IC8). Ils ne satisfont pas en général les autres postulats.

On obtient les résultats suivants en précisant la fonction d’agrégation utilisée :

Proposition 4. [KP02a]
– Les opérateurs∆d,Max

µ satisfont les propriétés(IC0), (IC1), (IC2), (IC3), (IC4), (IC5), (IC7),
(IC8) et (Arb) . Ils ne satisfont pas(IC1), (IC6), (Maj) et (Disj) en général.

– Les opérateurs∆d,Σ
µ sont des opérateurs de fusion contrainte majoritaires. Ilsne satisfont pas

(Disj).
– Les opérateurs∆d,GMax

µ sont des opérateurs de fusion contrainte d’arbitrage. Ils ne satisfont pas
(Disj).

On peut également s’intéresser à la complexité algorithmique de ces opérateurs.

Proposition 5.
– Sid et f sont calculables en temps polynomial,FUSION(∆d,f

µ ) est dans∆p
2.

– Sid etf sont calculables en temps polynomial et sont polynomialement bornés,FUSION(∆d,f
µ ) est

dansΘp
2.

En précisant les fonctions d’agrégation et les distances utilisées, on obtient des résultats plus précis
de complétude :

Proposition 6.
– FUSION(∆dD ,Max

µ ) estBH(2)-complet.
– FUSION(∆dH ,Max

µ ) estΘp
2-complet.

Proposition 7.
– FUSION(∆dD ,GMax

µ ) estΘp
2-complet.

– FUSION(∆dH ,GMax
µ ) est∆p

2-complet.

Proposition 8. FUSION (∆dH ,Σ
µ ) estΘp

2-complet.

Les résultats de ces propositions découlent directement dufait que les opérateurs∆d,f
µ , ∆dD ,Max

µ ,
∆dH ,Max

µ , ∆dD ,GMax
µ , ∆dH ,GMax

µ et∆dH ,Σ
µ coïncident respectivement avec les opérateurs de fusion DA2

△d,⊕,f
µ , △dD,⊕,Max

µ , △dH ,⊕,Max
µ , △dD ,⊕,lex

µ , △dH ,⊕,lex
µ et△dH ,⊕,Σ

µ lorsque chaque base est un singleton
(voir [KLM04]), et de la proposition 14 de [KLM04], voir la section suivante (paragraphe 1.1.4).

1.1.3 Opérateurs de fusion à sélection de formules

Une autre famille importante d’opérateurs de fusion est composée des opérateurs appelé usuellement
«opérateurs de fusion à sélection de formules» ou «opérateurs de fusion syntaxiques». Pour ces opéra-
teurs, la forme syntaxique des bases en jeu peut influencer lerésultat du processus de fusion : remplacer
une baseK = {ϕ1, . . . , ϕn} par une base (logiquement équivalente)K̂ = {ϕ1∧ . . .∧ϕn} peut conduire
à changer la base fusionnée correspondante (alors que ce n’est pas le cas des opérateurs à sélection de
modèles).
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Premiers opérateurs

Les premiers opérateurs que nous présentons sont des opérateurs opérant sur les formules de façon
assez simple. Le premier de ces opérateurs de fusion est appelé opérateur de fusion par intersection totale.
Pour cet opérateur, le résultat de la fusion est simplement équivalent à la conjonction des bases du profil
et de la contrainte si cohérent et à la contrainte sinon :

Définition 8. [Kon99] SoientE = {K1, . . . ,Kn} un profil,µ une contrainte. L’opérateur defusion par
intersection totale, noté∆fm, est défini par :

∆fm
µ (E) ≡

{ ∧
E ∧ µ si cohérent,

µ sinon.

Cet opérateur correspond avec l’opérateur de révisionfull meet base revision[Neb98]. Le second
opérateur, appelé opérateur de fusion basique, fournit comme résultat la conjonction des bases du profil
et de la contrainte si cohérent, sinon, la conjonction de la disjonction des bases et de la contrainte si
cohérent, sinon, la contrainte :

Définition 9. [Kon99] SoientE = {K1, . . . ,Kn} un profil, µ une contrainte. L’opérateur defusion
basique, noté∆b, est défini par :

∆b
µ(E) ≡






∧
Ki ∧ µ si cohérent, sinon,∨
Ki ∧ µ si cohérent,

µ sinon.

Opérateurs de combinaison

Baral, Kraus, Minker et Subrahmanian dans [BKM91, BKMS92] ont proposé d’autres opérateurs
à sélection de formules, appelésopérateurs de combinaison. Ces opérateurs sont basés sur la sélection
de sous-ensembles cohérents de formules dans l’union des bases du profilE. Différents opérateurs sont
obtenus en faisant varier les critères de sélection. Le résultat du processus de fusion est l’ensemble des
conséquences qui peuvent être inférées de tous les sous-ensembles sélectionnés.

Définition 10 (sous-ensemble maximal cohérent). SoientK une base etµ une contrainte d’intégrité.
MAXCONS(K,µ) est l’ensemble de tous les sous-ensembles maximaux (par rapport à l’inclusion) cohé-
rents (notésMAXCONS) deK ∪ {µ} qui contiennentµ, i.e.MAXCONS(K,µ) est l’ensemble de tous les
ensemblesM cohérents qui satisfont :

– M ⊆ K ∪ {µ}, et
– µ ∈M , et
– siM ⊂M ′ ⊆ K ∪ {µ}, alorsM ′ n’est pas cohérent.

Exemple 7. Considérons l’ensemble (incohérent) de formulesK = {a∧ b∧ c, a∨ b∨ c, a∧¬b, a∧¬c}
et la contrainteµ = ⊤. Il y a deux éléments dans l’ensembleMAXCONS(K,⊤) (autrement dit deux
ensembles maximaux cohérents) :{a ∧ b ∧ c, a ∨ b ∨ c,⊤} et{a ∨ b ∨ c, a ∧ ¬b, a ∧ ¬c,⊤}.

Si à présent, on considère la contrainteµ = c, le résultat est modifié.MAXCONS(K, c) contient :
{a ∧ b ∧ c, a ∨ b ∨ c, c} et{a ∨ b ∨ c, a ∧ ¬b, c}.

Lorsque la maximisation doit être considérée par rapport à la cardinalité (au lieu de l’inclusion), on
utilise la notationMAXCONScard(K,µ), c’est-à-dire :

Définition 11. SoientK une base etµ une contrainte d’intégrité.MAXCONScard(K,µ) est l’ensemble
de tous les ensemblesM cohérents qui satisfont :
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– M ⊆ K ∪ {µ}, et
– µ ∈M , et
– si#(M ′) > #(M) etM ′ ⊆ K ∪ {µ}, alorsM ′ n’est pas cohérent.

Exemple 8. Considérons le même ensemble de formulesK = {a∧ b∧ c, a ∨ b∨ c, a ∧ ¬b, a∧ ¬c} que
précédemment et la contrainteµ = ⊤. Il y a un seul élément dans l’ensembleMAXCONScard(K,⊤) :
{a ∨ b ∨ c, a ∧ ¬b, a ∧ ¬c,⊤}.

Si à présent, on considère la contrainteµ = c, le résultat est modifié.MAXCONS(K, c) contient :
{a ∧ b ∧ c, a ∨ b ∨ c, c} et{a ∨ b ∨ c, a ∧ ¬b, c}.

Pour tout profilE et contrainte d’intégritéµ, on pose

MAXCONS(E,µ) = MAXCONS(
⋃

Ki∈E
Ki, µ)

L’union classique entre ensembles (et non l’union multi-ensembliste) est utilisée ici.

Exemple 9. Considérons les basesK1 = {a∧ b∧ c, a ∨ b∨ c},K2 = {a ∧¬b, a∧ ¬c} et la contrainte
µ = ⊤. Alors pourE = {K1,K2}, il y a deux éléments dans l’ensembleMAXCONS(E,⊤) : {a ∧ b ∧
c, a ∨ b ∨ c,⊤} et{a ∨ b ∨ c, a ∧ ¬b, a ∧ ¬c,⊤}.

Si à présent, on considère la contrainteµ = c, on obtient deux autres maximaux cohérents :{a∧ b∧
c, a ∨ b ∨ c, c} et{a ∨ b ∨ c, a ∧ ¬b, c}.

Concernant les maximaux cohérents pour la cardinalité, on aMAXCONScard(E,⊤) = {a∨b∨c, a∧
¬b, a ∧ ¬c,⊤} ; et MAXCONScard(E, c) = {{a ∧ b ∧ c, a ∨ b ∨ c, c}, {a ∨ b ∨ c, a ∧ ¬b, c}}.

Lesopérateurs à sélection de formulessuivants ont été définis dans [BKM91, BKMS92] et reformu-
lés dans [Kon00] :

Définition 12 (opérateurs de combinaison). SoientE un profil etµ une contrainte d’intégrité :
– △C1

µ (E) ≡
∨
{M ∈ MAXCONS(E,µ)}.

– △C3
µ (E) ≡

∨
{M |M ∈ MAXCONS(E,⊤) etM ∪ {µ} cohérent}.

– △C4
µ (E) ≡

∨
{M ∈ MAXCONScard(E,µ)}.

– △C5
µ (E) ≡

∨
{M ∪ {µ} | M ∈ MAXCONS(E,⊤) etM ∪ {µ} cohérent} si {M ∪ {µ} | M ∈

MAXCONS(E,⊤) etM ∪ {µ} cohérent} est non vide et△C5
µ (E) ≡ µ sinon.

L’opérateur△C1
µ considère l’ensemble des ensembles maximaux cohérents contenant la contrainte.

△C3
µ considère l’ensemble des ensembles maximaux cohérents et conserve ceux qui sont cohérents avec

la contrainte.△C4
µ considère l’ensemble des ensembles maximaux cohérents pour la cardinalité qui

contiennent la contrainte.△C5
µ est une variante de△C3

µ , mais vérifie plus de propriétés logiques (voir
la proposition 9). En particulier,△C3

µ peut générer des bases fusionnés incohérentes, ce qui n’estpas le
cas des autres opérateurs listés ici. On ne trouve pas dans cette liste d’opérateur△C2

µ puisque l’opérateur
△C2

µ initialement proposé par Baral, Kraus et Minker est identique à△C1
µ .

Revenons à l’exemple donné dans l’introduction :

Exemple 10. Les buts de Marie, Alain et Pierre peuvent être encodés par les bases suivantes (respecti-
vement) :{(¬l∧¬p)∨ (l∧p∧m)}, {(¬l∧¬p∧m)∨ (l∧p∧¬m)} et{(¬l∧¬p∧¬m)∨ (l∧p∧¬m)}.
Comme il n’y a pas de contrainte d’intégrité (µ ≡ ⊤), les sous-ensembles maximaux (par rapport
à l’inclusion ensembliste) cohérents de l’union de ces bases sont :{(¬l ∧ ¬p) ∨ (l ∧ p ∧ m), (¬l ∧
¬p ∧ m) ∨ (l ∧ p ∧ ¬m),⊤}, {(¬l ∧ ¬p) ∨ (l ∧ p ∧ m), (¬l ∧ ¬p ∧ ¬m) ∨ (l ∧ p ∧ ¬m),⊤} et
{(¬l ∧ ¬p ∧m) ∨ (l ∧ p ∧ ¬m), (¬l ∧ ¬p ∧ ¬m) ∨ (l ∧ p ∧ ¬m),⊤}.
Alors, pour cet exemple, on obtient△C1

µ (E) ≡ △C3
µ (E) ≡ △C4

µ (E) ≡ △C5
µ (E) ≡ (¬l∧¬p)∨ (l ∧ p∧
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¬m).
Ainsi, les buts du groupe sont : pour une courte période, aller à la montagne seulement ou ne pas partir ;
pour une longue période, aller à la plage seulement.

Cet exemple n’est pas très illustratif, puisqu’il n’y a pas de contrainte d’intégrité, et qu’en ce cas, les
opérateurs de combinaison△C1,△C3 et△C5 se comportent de la même manière (plus précisément ils
sont égaux). L’exemple ci-dessous est plus révélateur des différences entre ces opérateurs :

Exemple 11. Considérons à nouveau les basesK1 = {a ∧ b ∧ c, a ∨ b ∨ c}, K2 = {a ∧ ¬b, a ∧ ¬c}
et la contrainteµ = ⊤. On a vu que pourE = {K1,K2}, il y a deux éléments dans l’ensemble
MAXCONS(E,⊤) : {a ∧ b ∧ c, a ∨ b ∨ c,⊤} et {a ∨ b ∨ c, a ∧ ¬b, a ∧ ¬c,⊤}. Avec la contrainte
µ = c, on obtient les maximaux cohérents suivants :{a∧ b∧ c, a∨ b∨ c, c} et{a∨ b∨ c, a∧¬b, c}. On
a enfinMAXCONScard(E, c) = {{a ∧ b ∧ c, a ∨ b ∨ c, c}, {a ∨ b ∨ c, a ∧ ¬b, c}}

On obtient donc :
– △C1

µ (E) ≡ (a ∧ b ∧ c) ∨ (a ∧ ¬b ∧ c) ≡ a ∧ c

– △C3
µ (E) ≡ a ∧ b ∧ c

– △C4
µ (E) ≡ (a ∧ b ∧ c) ∨ (a ∧ ¬b ∧ c) ≡ a ∧ c

– △C5
µ (E) ≡ a ∧ b ∧ c

D’autres opérateurs à sélection de formules intéressants peuvent être définis, par exemple en rem-
plaçant chaque baseK par K̂, la base singleton contenant la conjonction de ses éléments, avant d’en
réaliser l’union. Comme la virgule - qui est un connecteur spécifique [KLM05], même s’il n’est pas
véri fonctionnel - n’est habituellement pas équivalente à la conjonction standard, de tels opérateurs dans
le cadre de la sélection de formules conduisent à des bases fusionnées différentes. Par exemple, avec
µ ≡ ⊤,K1 = {a ∧ b},K2 = {¬(a ∧ b)} etK ′

1 = {a, b}, le fait queK ′
1 ≡ K1 n’implique pas que

△C1
µ ({K1,K2}) ≡ △C1

µ ({K ′
1,K2}), puisque△C1

µ ({K1,K2}) ≡ ⊤ et△C1
µ ({K ′

1,K2}) ≡ a ∨ b.

Évidemment, les opérateurs résultants, notés△
bC
µ , ne sont plus sensibles à la forme syntaxique des

bases (remplacer chaque base par une base logiquement équivalente ne change pas le résultat de la
fusion). Formellement, on a :

Définition 13 (autres opérateurs de combinaison). SoientE = {K1, . . . ,Kn} un profil etµ une contrainte
d’intégrité, et△C un opérateur de combinaison. On définit :

△
bC
µ (E) = △C

µ ({K̂1, . . . , K̂n}).

Exemple 12. Considérons à nouveau les bases de connaissancesK1 = {a ∧ b ∧ c, a ∨ b ∨ c}, K2 =

{a∧¬b, a∧¬c} et la contrainteµ = ⊤. On aK̂1 ≡ {a∧b∧c} etK̂2 ≡ {a∧¬b∧¬c}. On a deux éléments
dans l’ensembleMAXCONS(E,⊤) : {a∧b∧c,⊤} et{a∧¬b∧¬c,⊤}. Avec la contrainteµ = c, on obtient
un seul maximal cohérent :MAXCONS(E, c) = {{a ∧ b ∧ c, c}}. Enfin, on aMAXCONScard(E, c) =
{{a ∧ b ∧ c, c}}.

On obtient donc :

△
cC1
µ (E) ≡ △

cC3
µ (E) ≡ △

cC4
µ (E) ≡ △

cC5
µ (E) ≡ a ∧ b ∧ c.

Autres opérateurs à sélection de formules

D’autres opérateurs syntaxiques ont été définis dans [Kon00]. L’objectif de ces opérateurs est de
pallier un défaut des opérateurs de combinaison, qui est de ne pas prendre en compte les sources d’in-
formation lors de la fusion. En effet, les opérateurs de combinaison mettent en commun les informations
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issues de chaque source et sélectionnent ensuite des ensembles maximaux cohérents, sans se «souvenir»
de l’origine de chaque information. Il n’est donc pas possible pour ces opérateurs de prendre en consi-
dération la fréquence d’apparition d’une formule : qu’elleapparaisse dans une base ou dansn ne change
pas la façon dont elle est traitée. En conséquence, il n’est pas possible de sélectionner seulement les
ensembles maximaux cohérents qui satisfont par exemple la majorité des bases. De la même manière, il
n’est pas non plus possible de définir un arbitrage, c’est-à-dire de sélectionner des maximaux cohérents
afin de satisfaire au mieux chacune des sources.

L’idée qui sous-tend les opérateurs définis par Konieczny est d’utiliser une fonction de sélection per-
mettant de choisir parmi les ensembles maximaux cohérents ceux qui sont les plus proches des bases. Les
différences entre les opérateurs viennent de définition de la «distance» entre les ensembles maximaux
cohérents et les bases, et ensuite de la méthode d’agrégation choisie pour déterminer la «distance» entre
les ensembles maximaux cohérents et un profil. Les opérateurs proposés sont définis à partir de l’opéra-
teur∆C1, mais on peut facilement étendre ces définitions à tous les autres opérateurs de combinaison.

– Opérateur majoritaire drastique
La «distance» entre bases que l’on considère ici est drastique. Cette distance vaut 0 si la conjonc-
tion des deux bases est cohérente et 1 sinon.

Définition 14. Soient un profilE = {K1, . . . ,Kn} et un ensemble maximal cohérentM de⋃
i=1..nKi.

La distance drastique entreM et une baseKi pour1 ≤ i ≤ n est :

distD(M,Ki) =

{
0 siM ∧Ki cohérent
1 sinon

La «distance» entreM etE est alors :

distD(M,E) = ΣKi∈EdistD(M,Ki).

L’ opérateur majoritaire drastique, noté∆D, est défini par :

∆D
µ (E) ≡ {M ∈ △C1

µ (E) | distD(M,E) = min
Mi∈△C1

µ (E)
(distD(Mi, E))}.

Donc cette fonction de sélection choisit parmi les maximauxcohérents ceux qui sont cohérents
avec le maximum de bases du profil.

– Opérateur différence symétrique
L’opérateur suivant est défini à partir d’une «distance» quireprésente la cardinalité de la diffé-
rence symétrique entre les bases. Il permet de sélectionnerles ensembles maximaux cohérents de
façon moins manichéenne que l’opérateur précédent.

Définition 15. Soient un profilE = {K1, . . . ,Kn} et un ensemble maximal cohérentM de⋃
i=1..nKi.

La «distance» différence symétrique entreM et une baseKi pour1 ≤ i ≤ n est :

distS(M,Ki) = #(Ki \M) + #(M \Ki).
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La «distance» entreM etE est alors :

distS(M,E) = ΣKi∈EdistS(M,Ki).

L’ opérateur différence symétrique, noté∆S,Σ, est défini comme :

∆S,Σ
µ (E) ≡ {M ∈ △C1

µ (E) | distS(M,E) = min
Mi∈△C1

µ (E)
(distS(Mi, E))}.

– Opérateur intersection
Cet opérateur est défini à partir d’une «distance» qui représente la cardinalité de l’intersection
entre les bases.

Définition 16. Soient un profilE = {K1, . . . ,Kn} et un ensemble maximal cohérentM de⋃
i=1..nKi.

La «distance» entreM et une baseKi pour1 ≤ i ≤ n est :

dist∩(M,Ki) = #(Ki ∩M).

La «distance» entreM etE est alors :

dist∩(M,E) = ΣKi∈Edist∩(M,Ki).

L’ opérateur intersection, noté∆∩,Σ, est défini par :

∆∩,Σ
µ (E) ≡ {M ∈ △C

µ (E) | dist∩(M,E) = max
Mi∈△C1

µ (E)
(dist∩(Mi, E))}.

Propriétés logiques et complexité

On peut trouver dans [BKMS92, Kon00, Neb98] une présentation des propriétés logiques et la com-
plexité algorithmique de la plupart des opérateurs à sélection de formules. D’autres résultats peuvent être
également déduits de [KLM04]. Nous rappelons ici les résultats concernants la plupart des opérateurs à
sélection de formules.

Pour les propriétés logiques, on a les résultats suivants :

Proposition 9. – L’opérateur de fusion par intersection totale∆fm
µ satisfait les postulats(IC0),

(IC1), (IC2), (IC3), (IC4), (IC5), (IC7), (IC8) et (Disj). Il ne satisfait pas(IC6) et (Maj) .
– L’opérateur de fusion basique∆b

µ satisfait les postulats(IC0), (IC1), (IC2), (IC3), (IC4), (IC5),
(IC7), (IC8) et (Disj). Il ne satisfait pas(IC6) et (Maj) .

– L’opérateur△C1 satisfait les postulats(IC0), (IC1), (IC2), (IC4), (IC5), (IC7) et (Disj). Il ne
satisfait pas(IC6), (IC8) et (Maj) .

– L’opérateur△C3 satisfait les postulats(IC4), (IC5), (IC7), (IC8) et (Disj). Il ne satisfait pas
(IC0), (IC1), (IC2), (IC6), et (Maj) .

– L’opérateur△C4 satisfait les postulats(IC0), (IC1), (IC2), (IC7), (IC8) et (Disj). Il ne satisfait
pas(IC4), (IC5), (IC6), et (Maj) .

– L’opérateur△C5 satisfait les postulats(IC0), (IC1), (IC2), (IC4), (IC5), (IC7), (IC8) et (Disj).
Il ne satisfait pas(IC6) et (Maj) .

– L’opérateur majoritaire drastique∆D
µ vérifie (IC0), (IC1), (IC2), (IC4), (IC5), (IC7), (Maj) et

(Disj). Il ne vérifie pas(IC6) et (IC8).
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– L’opérateur différence symétrique∆S,Σ
µ satisfait(IC0), (IC1), (IC2), (IC4), (IC7), (IC8), (Maj)

et (Disj). Il ne satisfait pas(IC5) et (IC6).
– L’opérateur intersection∆∩,Σ

µ vérifie (IC0), (IC1), (IC2), (IC5), (IC6), (IC7), (IC8), (Maj) et
(Disj). Il ne vérifie pas(IC4).

On peut à présent s’intéresser à la complexité algorithmique de ces opérateurs.
Dans [Neb98], Nebel étudie la complexité des opérateurs de révision syntaxiques, en particulier, celle

des opérateurs de révision par intersection partielle. Cesopérateurs sont basés sur la sélection de sous-
ensembles maximaux pour l’inclusion (ou pour la cardinalité) cohérents avec la formule par laquelle on
révise. Il y a donc une correspondance entre les opérateurs de combinaison (la contrainte jouant le rôle
de la formule par laquelle on révise) et les opérateurs de révision par intersection partielle. On peut en
déduire la complexité des opérateurs de combinaison :

Proposition 10. [Neb98]
– FUSION(△C1) estΠp

2-complet.
– FUSION(△C3) estΠp

2-complet.
– FUSION(△C4) estΘp

2-complet.
– FUSION(△C5) estΠp

2-complet.

D’autre part, comme l’opérateur de fusion par intersectiontotale(∆fm) correspond à l’opérateurfull
meet base revision, on a :

Proposition 11. [Neb98]
FUSION(∆fm

µ ) estcoBH(3)-complet.

D’autres résultats dérivent des résultats pour les opérateurs de fusionDA2 :

Proposition 12.
– FUSION(∆D

µ ) estΘp
2-complet.

– FUSION(∆∩,Σ
µ ) estΘp

2-complet.

Les résultats découlent directement du fait que l’opérateur de fusionDA2 ∆dD ,Max,Σ est l’opéra-
teur drastique majoritaire∆D

µ et ∆dD ,Σ,Σ est l’opérateur intersection∆∩,Σ
µ et de la proposition 14 de

[KLM04].

1.1.4 Opérateurs de fusionDA
2

Konieczny, Lang et Marquis ont proposé dans [KLM02, KLM04] un nouveau modèle pour la fusion
propositionnelle, pour pallier les imperfections des définitions préalables. Un problème de la fusion
propositionnelle à sélection de modèles est qu’elle ne tient pas compte des bases non cohérentes. Ce
problème peut être évité dans le cadre de la fusion propositionnelle à sélection de formules, si l’on
utilise un connecteur additionnel, la virgule, qui n’est pas véri fonctionnel. Cependant, un autre problème
apparaît alors. Comme la fusion à sélection de formules est basée sur la sélection d’ensembles maximaux
cohérents de l’union

⋃
Ki des bases du profil, on n’a aucun moyen de prendre en considération la

distribution d’une information dans les bases (qu’une formule φ apparaisse dans une base ou dansn,
cela ne change pas la prise en compte deφ, ce qui n’est pas intuitif).

Koniecnzy et al. définissent une nouvelle famille d’opérateurs de fusion propositionnelle, paramétrés
par une pseudo-distanced entre interprétations et deux fonctions d’agrégation⊕ et⊙. La première étape
d’agrégation est utilisée à l’intérieur de chaque baseKi, elle permet de calculer la «distance» de chaque
interprétationω àKi comme l’agrégation des «distances» deω à chaque formule deKi. La seconde
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étape d’agrégation permet de calculer la «distance» de chaque interprétationω àE, en agrégeant les
«distances» deω à chaque base. Cette approche permet de prendre en compte l’aspect syntaxique des
bases impliquées dans le processus de fusion, en particulier, elle permet de ne pas «oublier» les bases
incohérentes. De plus, Konieczny, Lang et Marquis montrentque cette définition recouvre de nombreux
opérateurs existants, à la fois à sélection de modèles et de formules, mais permet également de définir
des opérateurs de fusion propositionnelle originaux.

Définition 17 (opérateurs de fusionDA2). [KLM04] Soientd une distance entre interprétations, et⊕ et
⊙ deux fonctions d’agrégation. On définit l’opérateur de fusionDA2 ∆d,⊕,⊙ de la façon suivante : pour
tout profilE = {K1, . . . ,Kn} et toute contrainte d’intégritéµ :

[∆d,⊕,⊙
µ (E)] = min([µ],≤d,⊕,⊙

µ )

où≤d,⊕,⊙
µ est défini parω ≤d,⊕,⊙

µ ω′ si et seulement sid(ω,E) ≤ d(ω′, E), avec :

d(ω,E) = ⊙(d(ω,K1), . . . , d(ω,Kn))

et pour toutKi = {φi,1, . . . , φi,ni
} :

d(ω,Ki) = ⊕(d(ω, φi,1), . . . , d(ω, φi,ni
)).

Koniecnzy et al. argumentent dans leur travaux l’intérêt deconsidérer a priori deux fonctions d’agré-
gation distinctes. Le point essentiel est que la nature des agrégations est différente : la première étape
est une agrégation interne à chaque source, ce qui n’est pas le cas de le deuxième phase d’agrégation.
L’exemple suivant illustre la capacité des opérateurs de fusionDA2 à prendre en compte de façon non
triviale des bases de croyances incohérentes :

Exemple 13. [KLM04] On considère le profil suivantE = {K1,K2,K3,K4} sous la contrainte d’inté-
grité µ = ⊤, avec :

– K1 = {a, b, c, a |= ¬b}
– K2 = {a, b}
– K3 = {¬a,¬b}
– K4 = {a, a |= b}
Dans cet exemple,K1 pense quec est vrai, et cette partie d’information n’est impliquée dans aucune

contradiction, donc on peut penser qu’il faut faire confiance àK1 par rapport à la vérité dec. Les
opérateurs à sélection de modèles ne prennent pas en compte cette situation : les bases de croyances
incohérentes ne sont pas considérées. Par exemple, en utilisant la distance de HammingdH , l’opérateur
∆dH ,Σ donne une base fusionnée dont les modèles sonta∧ b∧ ¬c eta∧ b∧ c et l’opérateur∆dH ,GMax

donne une base fusionnée dont les modèles sont¬a ∧ b ∧ ¬c, ¬a ∧ b ∧ c, a ∧ ¬b ∧ ¬c, eta ∧ ¬b ∧ ¬c.
Dans ces deux cas, rien n’est dit sur la vérité dec, ce qui n’est pas intuitif puisqu’aucun argument ne
peut aller à l’encontre de cette information dans les données d’entrée.

Les opérateurs à sélection de formules prennent en compte labase incohérente, mais pas la distri-
bution de l’information. Par exemple, les opérateurs∆C1 et ∆C4 donnent respectivement comme base
fusionnéec et c ∧ ¬a. a ne fait donc pas partie de ces bases fusionnées, alors quea fait partie de trois
des quatre bases fournies au départ.

Les opérateurs de fusionDA2 proposent un compromis entre les opérateurs de fusion à sélection
de modèles et ceux à sélection de formules, en tenant compte de la distribution de l’information et de
l’information issue des bases incohérentes. Par exemple, l’opérateur∆dD ,Σ,Σ donne une base fusionnée
dont l’unique modèle esta ∧ b ∧ c, et ∆dD,Σ,GMax donne une base fusionnée dont les modèles sont
¬a ∧ b ∧ c eta ∧ ¬b ∧ c. Ainsi, on peut en déduire quec est vrai pour le groupe.
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Différents choix possibles sont possibles pour la distanceentre interprétations et les fonctions d’agré-
gation, donnant lieu à chaque instanciation à un nouvel opérateur de fusion propositionnelle. Konieczny
et al. proposent la distance drastiquedD et la distance de HammingdH , mais aussi une autre distance, la
distance de Hamming pondéréedHq , qui est défini par :

Définition 18 (distance de Hamming pondérée). [KLM04] Soient q une fonction deP dansIN∗, ω1 et
ω2 deux interprétations. On définit la distance de Hamming pondérée par :

dHq(ω1, ω2) = Σ{x∈P|ω1(x)6=ω2(x)}q(x)

Cette distance permet de prendre en compte la différence d’importance éventuelle entre les symboles
de la logique propositionnelle.

Konieczny, Lang et Marquis considèrent également deux fonctions d’agrégation :

Définition 19 (somme pondérée). [KLM04] Soit une fonctionq de {1, 2, . . . , n} dansIN∗ telle que
q(1) = 1 si n = 1. On définit lasomme pondéréenotéeWSq par :

WSq(e1, . . . , en) = Σq(i)ei.

Définition 20 (somme ordonnée pondérée). [KLM04] Soit une fonctionq de{1, 2, . . . , n} dansIN∗ telle
queq(1) = 1 si n = 1 et q(1) 6= 0 dans tous les cas. On définit lasomme ordonnée pondéréenotée
OWSq par :

OWSq(e1, . . . , en) = Σq(i)eσ(i),

oùσ est une permutation de{1, 2, . . . , n} telle queeσ(1) ≥ eσ(2) ≥ . . . ≥ eσ(n).

La fonction de pondérationq permet d’associer à chaque formule d’une base ou à chaque base du
profil un poids correspondant à la confiance que l’on accorde àcette formule ou base. Ces définitions
permettent de généraliser les fonctions d’agrégation usuelles, puisque lorsqueq(i) = 1 pour touti, on
retrouve pourWSq etOWSq la fonctionΣ usuelle ; lorsqueq(1) = 1 et q(i) = 0 pour touti 6= 1, on
retrouve pourOWSq la fonctionMax ; enfin pourq(i) = Mn−i oùM est un majorant strict des poids,
on retrouve pourOWSq la fonctionGMax.

Comme le montre [KLM02], les opérateurs de fusionDA2 sont effectivement une généralisation des
opérateurs de fusion propositionnelle à sélection de modèles et à sélection de formules. Plus précisément,
∆dD,Max,Max est l’opérateur de fusion par intersection totale,∆dD ,Max,Σ est l’opérateur drastique ma-
joritaire et∆dD,Σ,Σ est l’opérateur intersection. Lorsque toutes les bases sont des singletons (ou de façon
équivalente lorsqu’on fait la conjonction des formules de chaque base avant la fusion), chaque opéra-
teur∆d,⊕,Max est un opérateurMax, chaque opérateur∆d,⊕,Σ est un opérateurΣ et chaque opérateur
∆d,⊕,GMax est un opérateurGMax. De plus, en considérant toujours des bases singletons, l’opérateur
∆dD,⊕,WMAXq , oùWMAXq(x1, . . . , xn) = maxi=1...nmin(q(i), xi), est un opérateur de fusion pos-
sibiliste (voir la section suivante).

Konieczny, Lang et Marquis ont également donné de nombreux résultats de complexité algorithmique
et identifié les propriétés logiques des opérateursDA2. Le premier résultat est un résultat général :

Proposition 13. [KLM04] Soit ∆d,⊕,⊙
µ un opérateur de fusionDA2. Etant donnés un profilE et deux

formulesµ etα, on a :
– Sid,⊕ et⊙ sont calculables en temps polynomial, alors déterminer si∆d,⊕,⊙

µ |= α est dans∆p
2.

– Sid,⊕ et⊙ sont calculables en temps polynomial et sont polynomialement bornés, alors détermi-
ner si∆d,⊕,⊙

µ |= α est dansΘp
2.

Instancier les fonctions d’agrégation et les distances permet d’obtenir des résultats plus précis de
complétude :
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Proposition 14. [KLM04] Etant donnés un profilE et deux formulesµ etα construites surP, la com-
plexité du problème d’inférence de∆d,⊕,⊙

µ |= α est donnée dans les tableaux 1.1.4, 1.1.4 et 1.1.4 (siX
est une classe de complexité,X-c signifieX-complet).

⊕/⊙ Max Σ GMax WSq OWSq

Max BH(2)-c Θp
2-c Θp

2-c ∆p
2-c Θp

2-c
Σ Θp

2-c Θp
2-c ∆p

2-c ∆p
2-c ∆p

2-c
WSq ∆p

2-c ∆p
2-c ∆p

2-c ∆p
2-c ∆p

2-c
OWSq Θp

2-c ∆p
2-c ∆p

2-c ∆p
2-c ∆p

2-c

TAB . 1.5 – Résultats de complexité pourd = dD

⊕/⊙ Max Σ GMax WSq OWSq

Max Θp
2-c Θp

2-c ∆p
2-c ∆p

2-c ∆p
2-c

Σ Θp
2-c Θp

2-c ∆p
2-c ∆p

2-c ∆p
2-c

WSq ∆p
2-c ∆p

2-c ∆p
2-c ∆p

2-c ∆p
2-c

OWSq ∆p
2-c ∆p

2-c ∆p
2-c ∆p

2-c ∆p
2-c

TAB . 1.6 – Résultats de complexité pourd = dH

⊕/⊙ Max Σ GMax WSq OWSq

Max ∆p
2-c ∆p

2-c ∆p
2-c ∆p

2-c ∆p
2-c

Σ ∆p
2-c ∆p

2-c ∆p
2-c ∆p

2-c ∆p
2-c

WSq ∆p
2-c ∆p

2-c ∆p
2-c ∆p

2-c ∆p
2-c

OWSq ∆p
2-c ∆p

2-c ∆p
2-c ∆p

2-c ∆p
2-c

TAB . 1.7 – Résultats de complexité pourd = dHq

Pour les propriétés logiques, on trouve dans [KLM04] les résultats suivants :

Proposition 15. ∆d,⊕,⊙ satisfait les postulats(IC0), (IC1), (IC2), (IC7) et (IC8). Il ne satisfait pas en
général les autres postulats. Les tableaux 1.1.4 et 1.1.4 donnent les résultats complets en instanciant les
distances et les fonctions d’agrégation (le postulat(ICi) est noté i, etM (resp.A) représenteMaj (resp.
Arb)).

1.2 Fusion dans d’autre cadre pour l’incertain

Nous venons de voir des opérations de fusion dans lesquellesaucune distinction entre les bases n’est
supposée : on considère que toute les bases ont la même importance. Pour les opérateurs de fusion propo-
sitionnelle à sélection de formules précédents, aucune distinction n’est faite entre les formules des bases,
elles ont également toutes la même importance et aucune priorité n’est donnée entre les interprétations.
Pour les opérateurs de fusion propositionnelle à sélectionde modèles présentés, aucune distinction n’est
faite entre les formules des bases, mais un pré-ordre est donnée entre les interprétations, en général dérivé
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⊕/⊙ Max Σ GMax WSq OWSq

Max 3, 4, 5, A 3, 4, 5, 6,M,A 3, 4, 5, 6,M,A 5, 6,M 3, 4

Σ 5, A 5, 6,M 5, 6, A 5, 6,M

WSq −OWSq 5, A 5, 6,M 5, 6, A 5, 6,M

TAB . 1.8 – Propriétés logiques pourd = dD

⊕/⊙ Max Σ GMax WSq OWSq

Max 5, A 5, 6,M 5, 6, A 5, 6,M

Σ 5, A 5, 6,M 5, 6, A 5, 6,M

WSq −OWSq 5, A 5, 6,M 5, 6, A 5, 6,M

TAB . 1.9 – Propriétés logiques pourd = dH oud = dHq

d’une distance entre interprétations. L’absence de priorités explicites sur la logique propositionnelle ne
permet pas d’exprimer finement des notions d’incertitude sur les données. Lorsqu’un agent fournit une
baseK, il exprime une bipartition sur les mondes :{[K], [¬K]}, ordonnée de façon à ce que tout modèle
deK soit strictement préféré à tout contre-modèle. Il n’est paspossible d’exprimer qu’un modèle deK
est strictement préféré à un autre (ou plus plausible, ou plus désirable). Lorsqu’une information supplé-
mentaire permettant d’évaluer la plausibilité de chaque monde pour chaque agent de façon moins fruste
que dans le cadre propositionnel «pur» est présente, il est important de l’exploiter dans le processus de
fusion. Il existe différents formalismes possibles pour représenter ces informations supplémentaires.

Une première approche pour le traitement de l’incertain repose sur l’utilisation des probabilités pour
pondérer les données, afin de modéliser l’imprécision (par exemple liée à l’utilisation de capteurs) ou
l’incertitude (cette notion concerne plus particulièrement la méconnaissance de l’état réel du monde).
La distinction entre imprécision et incertitude est clairement définie par Dubois et Prade [DP88b] :
«L’imprécis concerne le contenu de l’information tandis quel’incertain est relatif à sa vérité, entendu
au sens de sa conformité à une réalité.»
La théorie des probabilités s’applique particulièrement bien aux problèmes de fusion liés à de l’observa-
tion, mais moins bien à des situations de connaissances incomplètes (les probabilités ne permettent pas
de modéliser l’ignorance). Nous nous intéressons ensuite particulièrement aux fonctions de croyances
issues de la Théorie de Dempster et Shafer (ou théorie de l’évidence), qui offre une méthode numérique
de raisonnement, et qui permet de combiner les croyances issues de différentes sources.

Cette théorie peut être mise en relation avec la théorie des possibilités, qui est très utilisée pour mo-
déliser des données incertaines pour lesquelles l’incertitude est de nature ordinale. La logique possibliste
est une extension de la logique classique, dans laquelle lespriorités entre mondes sont encodées par des
distributions de nécessité : la logique possibiliste associe à chaque monde un réel, qui représente à quel
point ce monde est nécessaire. Une autre voie possible passel’association des fonctions ordinales condi-
tionnelles (en abrégé OCF) aux sources, ce qui permet d’assigner une valeur à chaque interprétation de
la logique considérée : plus la valeur associée est faible, plus l’interprétation est crédible. Cette approche
est très proche de la logique possibiliste.

Le formalisme le plus général est la théorie de l’évidence, qui est une généralisation des deux princi-
paux autres formalismes utilisés, les probabilités et la logique possibiliste (qui est elle-même une généra-
lisation de la logique propositionnelle). Si l’on cherche àcomparer ces approches entre elles, on peut voir
qu’elles associent toutes des réels aux données des sources, mais nous verrons que l’interprétation de ces
valeurs est très différente d’une théorie à l’autre. En particulier, si l’on cherche à classer ces approches,
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de la plus quantitative à la plus qualitative, on peut avoir :les probabilités, la théorie de l’évidence, les
OCFs, la logique possibiliste et la logique propositionnelle.

1.2.1 Approches probabilistes

L’approche probabiliste est très utilisée parce qu’elle met à la disposition de l’utilisateur des outils
mathématiques qui permettent de modéliser rigoureusementde nombreuses situations. La validité des
solutions obtenues ne peut pas être mise en question du pointde vue mathématique. En revanche, la
validité du modèle probabiliste n’est pas évidente quand onne dispose pas d’une approche statistique du
problème à traiter.

Parmi les outils probabilistes, on peut citer l’utilisation des variables gaussiennes, permettant de re-
présenter l’imprécision des mesures d’un capteur, par exemple. Mais surtout, l’utilisation des probabilités
fait appel au Théorème de Bayes, qui permet de déterminer la cause la plus probable d’une observation.

Théorème de Bayes

Le théorème de Bayes est la méthode de combinaison principale de la théorie des probabilités. Il
permet d’évaluer la plausibilité de toute proposition en calculant la probabilité qu’elle soit vraie, condi-
tionnée par toute l’information disponible. Cette règle est en pratique très utilisée, par exemple dans le
traitement de l’image satellitaire (pour la classificationdes pixels), dans le diagnostic médical, et dans le
domaine militaire (problèmes de localisation de cibles en particulier).

Le conditionnement bayésien peut être appliquée dans le casdiscret et dans le cas continu. Nous ne
donnons ici que la définition dans le cas discret, qui est plussimple à appréhender mathématiquement, et
qui permet de comprendre le mécanisme d’application du théorème de Bayes.

Supposons que l’on dispose den observationssi pour estimer dans quelle mesure les hypothèses
Hj de Ω sont vraies. Pour chaque source d’information, on dispose des probabilités conditionnelles
P (si|Hj) modélisant l’incertitude sur les mesures, c’est-à-dire laprobabilité d’avoirsi sachant que l’hy-
pothèseHj est vraie. On suppose aussi que l’on disposea priori de la probabilité de chaque hypothèse
P (Hj). Alors, lethéorème de Bayess’exprime de la façon suivante :

P (Hj |si, i = 1, . . . , n) =
P (Hj).ΠiP (si|Hj)

ΣHk
[P (Hk).ΠiP (si|Hk)]

si les sources d’information sont indépendantes.
Les limites de l’utilisation des probabilités sont que cette modélisation ne permet pas de modéliser

l’ignorance : comment affecter une probabilité à un événement dont je ne sais rien ? Une réponse est
donnée par la théorie de l’évidence, qui est une généralisation de la théorie des probabilités permettant
de prendre en compte l’ignorance lors de la modélisation.

Théorie de Dempster-Shafer

La théorie de Dempster-Shafer est une théorie mathématiquede l’évidence ([Dem68, Sha76]) basée
sur les fonctions de croyance. Cette théorie est relativement récente par rapport à la théorie des probabi-
lités. Elle a été développée tout d’abord par Dempster [Dem68], puis reprise et approfondie par Shafer
[Sha76]. Il y a un lien étroit entre la théorie des fonctions de croyance et la théorie des possibilités : à
chaque fonction de croyances est associée une fonction de plausibilité, et une mesure de possibilité est
une fonction de plausibilité particulière.

Exemple 14. Considérons deux événements aléatoires (c’est-à-dire dont l’issue n’est pas connue). Le
premier est le jeu du pile ou face : on parie sur pile en lançantune pièce non truquée. Le second est de
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parier sur l’issue d’un combat entre le meilleur boxeur du monde et le meilleur lutteur du monde. En
supposant que l’on ait aucune connaissance sur les sports decombat, le deuxième pari peut sembler plus
délicat à faire que le premier. La plupart des gens se sentiraient plus hésitants à propos du deuxième pari
que du premier, dans lequel les probabilités sont connues (1

2 pour chaque issue). La théorie de Dempster-
Shafer permet de prendre en compte la confiance dans les probabilités assignées aux différentes issues.

Cette théorie est utilisée dans la fusion de données incertaines pour deux raisons principales :
– elle offre une représentation agréable et flexible de l’incertitude, qu’il s’agisse d’une ignorance

totale ou de connaissance partielle ou totale.
– elle inclut une règle permettant de combiner les données incertaines, appelée la règle de combi-

naison de Demspter, qui est un outil simple pour l’agrégation de données.
Nous allons à présent donner quelques définitions formellespermettant de préciser ce cadre de travail.
Soit Ω un ensemble fini. On peut voirΩ comme l’ensemble des mondes possibles, et on sait (ou on

croit) qu’exactement un élément deΩ est le monde réel. On peut définir sur2Ω une fonction, permettant
de représenter notre degré de confiance que le monde réel est dans un sous-ensemble donné :

Définition 21 (mesure de Sugeno). [Sha87] Unemesure de Sugenosur2Ω est une fonction réelle notée
bel qui satisfait :

1. bel(∅) = 0

2. bel(Ω) = 1

3. bel(A) ≤ bel(B) siA ⊆ B ⊆ Ω

SiA est un sous-ensemble deΩ, la valeurbel(A) peut être interprétée comme notre degré de croyance
queA contient le monde réel. Les conditions 1 et 2 peuvent être considérées comme des conventions,
elles indiquent que 0 signifie aucune croyance, alors que 1 signifie une croyance totale. La condition 3
indique que siA ⊆ B, alors le monde réel est dansA si et seulement si il est aussi dansB. Une question
importante est le sens donné au fait qu’un ensembleA soit tel quebel(A) > 0. Pour Shafer [Sha87], on
peut interpréter une telle situation par le fait que l’on a une raison positive de croire que le monde réel
appartient àA. Shafer distingue cependant le manque de croyance et l’incrédulité : un degré de croyance
0 associé àA indique un manque de croyance dansA, résultant d’un manque d’évidence en faveur deA,
mais pas nécessairement d’une incrédulité enA, qui résulterait d’une croyance enA = Ω \ A.

Définition 22 (mesure de probabilité). Unemesure de probabilitéest une mesure de Sugeno qui vérifie
la condition supplémentaire suivante :

4. bel(A ∪B) = bel(A) + bel(B) pour tous les sous-ensembles disjointsA etB deΩ.

Définition 23 (fonction de croyance). [Sha87] Unefonction de croyanceest une mesure de Sugeno qui
vérifie la condition supplémentaire suivante :

5. bel(B1∪ . . .∪Bn) ≥ Σibel(Bi)−Σi,jbel(Bi∩Bj)+Σi,j,kbel(Bi∩Bj ∩Bk)− . . .−(−1)nbel(B1∩
B2 ∩ . . . ∩Bn) pour toute collection finieB1, . . . , Bn de sous-ensembles deΩ.

Tout mesure de probabilité est donc une fonction de croyance.
Une fonction de croyance représente une croyance quantifiéeà propos de l’état actuel du monde,

c’est-à-dire la force de l’opinion d’un agent sur la valeur du monde réel.
Etant donné une fonction de croyancebel sur 2Ω, on peut définir une autre fonction sur2Ω, qui

mesure à quel point le fait qu’un sous-ensemble deΩ contient le monde réel est plausible.

Définition 24 (fonction de plausibilité). [Sha87] Soit une fonction de croyancebel sur2Ω. On appelle
fonction de plausibilitéla fonctionpl définie sur2Ω par :

pl(A) = 1 − bel(A).
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On a toujoursbel(A) ≤ pl(A), etbel etpl sont égaux seulement sibel est une mesure de probabilité.
La valeurpl(A) représente à quel pointA est plausible, compte tenu de la croyance que l’on a enA. Si
l’on juge qu’aucune évidence ne permet de supporter ou de réfuterA, on abel(A) = 0 etpl(A) = 1.

Exemple 15. Supposons par exemple qu’on ait une croyance de0, 5 et une plausibilité de0, 8 en une
proposition « le chat dans la boîte est mort». Cela signifie qu’on a une raison positive de croire que la
proposition est vraie avec une confiance de0, 5. Cependant, on a une raison positive de croire le contraire
(« le chat est vivant») avec une confiance de0, 2. La masse restante de0, 3 (la différence entre les0, 5
qui supporte l’évidence d’un côté et les0, 2 qui supporte le contraire d’un autre) est « indéterminée»,
signifiant que le chat pourrait être vivant ou mort. Cet intervalle représente le degré d’incertitude basé
sur l’évidence du système.

Hypothèse Probabilité Croyance Plausibilité
Ni vivant ni mort 0, 3 0 0

Vivant 0, 2 0, 2 0, 5

Mort 0, 5 0, 5 0, 8

Vivant ou mort 0, 7 1 1

Une fonction de croyance peut également être définie à partird’une autre fonction entre ensembles,
appelée masse de croyance, définie par :

Définition 25 (masse de croyance). [Sha87] Unemasse de croyanceest une application définie sur2Ω à
valeurs dans[0, 1], notéem et telle que :

m(∅) = 0 etΣA∈2Ωm(A) = 1.

La massem(A) d’un élémentA de2Ω représente la proportion d’évidence qui supporte l’idée que le
monde réel appartient àA, mais pas à un sous-ensemble particulier deA. La valeur dem(A) concerne
seulement l’ensembleA et ne fait aucune hypothèse supplémentaire sur les sous-ensembles, qui ont
eux-aussi, par définition, leur propre masse.

A partir d’une masse de croyancesm, on peut définir une fonction de croyancebel et une fonction
de plausibilitépl de la façon suivante :

bel(A) = ΣB⊆Am(B) etpl(A) = ΣA∩B 6=∅m(B).

Il y a une correspondance exacte entre une masse de croyanceset une fonction de croyances, grâce à
la formule de Möbius :

m(A) = ΣX⊆A(−1)#(A)−#(X)bel(X).

Exemple 16. Dans l’exemple précédent, on aurait :
– L’événementA :« le chat est vivant» a pour massem(A) = 0, 2 car cet ensemble ne contient

aucun sous-ensemble strict, doncbel(A) = m(A).
– L’événementB : « le chat est mort» a pour massem(B) = 0, 5 car cet ensemble ne contient

aucun sous-ensemble strict, doncbel(B) = m(B).
– SiC est l’événement « le chat est vivant ou mort», on am(C) = 0, 3 car cet ensemble contientA

etB, doncbel(C) = m(A) +m(B) +m(C).
– On retrouvepl(A) = m(A) + m(C) car seulsA et C ont une intersection non vide avecA et
pl(B) = m(B) +m(C).
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Dempster introduit également une règle permettant de combiner deux fonctions de croyances, ap-
peléerègle de combinaison de Dempster. Cette règle est une opération associative et commutative qui
associe à un couple de fonctions de croyance définies sur le même espaceΩ une nouvelle fonction de
croyance surS. Soientbel1 etbel2 deux fonctions de croyance sur un ensembleΩ, etm1,m2 les masses
de croyance associées. Alorsbel1 ⊕ bel2 est définie à travers la masse de croyancem1⊕2 avec :

m1⊕2(A) = ΣB∩C=Am1(B)m2(C).

Cette règle de combinaison, donnée ici sous sa forme non normalisée, permet de combiner les fonc-
tions de croyance de deux sources distinctes.

Un cas particulier important de cette règle, appelérègle de conditionnement de Dempster, apparaît
lorsqu’une masse de croyancemA est telle quemA(A) = 1 et toutes les autres valeurs demA sont
nulles. Le résultat de la combinaison dem avecmA produit une nouvelle fonction de croyance, notée
belA avec :

belA(B) = bel(B ∪A) − bel(A)

Cette règle de conditionnement est le moyen approprié de conditionner une fonction de croyance à une
nouvelle évidence, qui établit que le monde actuel n’appartient pas à certains sous-ensembles deΩ. On
peut voir l’analogie entre cette règle de conditionnement et les probabilités conditionnelles.

Shafer ne considère que des fonctions de croyance normalisées, c’est-à-dire quem(∅) = 0. Toutefois
la particularité de la théorie de l’évidence est qu’elle permet de quantifier le conflit entre des sources. Par
exemple, pour deux sources1 et2, la valeur quantifiant le conflit peut être évaluée comme :

K = m(∅) = ΣB∩C=∅m1(B).m2(C).

Les causes du conflit peuvent être multiples (mauvais fonctionnement du capteur, mauvaise définition
de l’ensemble des mondes possibles, mauvaise définition desfonctions de croyance...), mais le conflit
ne peut être ignoré. Dans la théorie de l’évidence, Dempsterpréconise de renormaliser, comme suit, la
distribution de masse obtenue après combinaison :

m1⊕2(A) =
1

1 −K
ΣB∩C=Am1(B)m2(C).

Cette solution n’est en général pas satisfaisante car elle consiste à ignorer le conflit et conduit, si le conflit
est important, à prendre des décisions sur peu d’informations, celles qui sont concordantes entre les
sources. D’autres auteurs ont proposé des solutions différentes. Par exemple, Smets [Sme00] considère
que les sources sont fiables et que la source du conflit vient dufait que l’ensemble des mondes possibles
n’est pas exhaustif. Pour cette raison, il propose d’affecter effectivement la masse à l’ensemble vide, qui
correspond en fait à l’hypothèse manquante. Yager [Yag87] et Dubois et Prade [DP88a] proposent de
répartir cette masse sur les événements, respectivement à l’ensemble des événements et à l’union des
événements à l’origine du conflit.

L’application de la règle de combinaison de Dempster a été critiquée à de nombreuses reprises. Pour
illustration, considérons l’exemple suivant proposé par Zadeh [Zad84], qui démontre selon lui les limites
d’application de ce principe :

Exemple 17. On suppose qu’un patient, P, est examiné par deux médecins, Aet B. A pense que P a
soit une méningite avec une probabilité de 0,99, ou une tumeur du cerveau avec une probabilité 0,01. B
est d’accord avec A sur le fait que P est atteint d’une tumeur au cerveau avec une probabilité 0,01. En
revanche, il estime que la probabilité qu’il soit victime d’un choc plutôt que d’une méningite vaut 0,99. Si
l’on applique la règle de Dempster-Shafer à cette situation, on obtient que la probabilité de l’événement
"P est atteint d’une tumeur au cerveau" vaut 1, ce qui est clairement contre-intuitif, puisque les deux
médecins s’accordent sur le fait que cette pathologie est peu probable.
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Shafer oppose à cet exemple deux observations :
– tout d’abord, le fait que le patient soit atteint d’une tumeur est la seule chose sur laquelle les deux

médecins s’accordent.
– ensuite, le fait que les croyances des deux médecins ne sontpas indépendantes.
Il apparaît donc clairement que la règle de combinaison de Dempster ne peut s’appliquer dans tous

les cas. En général, il faut s’assurer que les croyances que l’on combine sont dans une large mesure
indépendantes, pour que cette règle offre de bons résultats. On peut reprocher également à cette combi-
naison une difficulté à gérer les conflits, à cause du principede normalisation, qui conduit à des difficultés
lorsque les croyances sont contradictoires et que la masse de croyance par laquelle on normalise est de
ce fait très proche de 0.

Les concepts de fonction de croyance et de la règle de combinaison forment ce que l’on appelle
communément la théorie de Dempster-Shafer. Il existe troiscadres principaux d’application des fonctions
de croyance, où la règle de combinaison de Dempster est appropriée :

– les probabilités supérieures et inférieures,
– le modèle de Dempster et le modèle de conseil de Kohlas et Monney,
– le modèle de croyance transférable de Smets.

Probabilités supérieures et inférieures Les probabilités supérieures et inférieures sont des représen-
tations de probabilités imprécises. Lorsque la théorie desprobabilités associe un nombre unique à
la réalisation d’un événement, cette méthode lui associe unintervalle de probabilités. Le contexte
des probabilités inférieures et supérieures peut apparaître dans deux cas :

– quand il existe une mesure de probabilité qui représente les croyances des agents, mais dont les
valeurs ne sont pas précisément connues, et la seule chose que l’on peut établir à propos de la
mesure de probabilité est qu’elle appartient à une familleΠ de mesures de probabilité.

– quand l’état des croyances d’un agent est défini par une famille de mesures de probabilité.

En général, on note respectivementP ∗ etP∗ les probabilités supérieures et inférieures définies par
Π, plus précisément :

P ∗(A) = supP∈ΠP (A) etP∗(A) = infP∈ΠP (A).

A l’origine, Dempster a élaboré la théorie de l’évidence en étudiant ces probabilités inférieures et
supérieures. Il y a de nombreuses correspondances formelles entre les probabilités supérieures et
inférieures et la théorie de l’évidence. Par exemple, on peut voir une fonction de croyance comme
une probabilité inférieure, et une fonction de plausibilité comme une probabilité supérieure.

Le modèle de conseilInitialement, Dempster [Dem68] a étudié les fonctions de croyance pour essayer
de résoudre le problème de l’inférence fiduciaire. Il a introduit un modèle caractérisé par trois
données :
– deux espaces finisX etY ,
– une mesure de probabilitéP définie surX,
– une applicationΛ : X → 2Y .

L’inférence fiduciaire a pour objet de déterminer la distribution de probabilité d’une variable non
observable, à partir de données connues, lorsque l’on ne dispose pas de distribution de probabilité
a priori. Imaginons que l’on cherche à déterminer la position d’une étoile dans le ciel (à une cer-
taine heure d’une certaine date) en tenant compte des données disponibles, cette estimation est de
l’inférence fiduciaire. Le problème étudié par Dempster estde calculer une mesure de probabilité
surY , à partir de la probabilité surX. Si l’on connaît toutes les probabilités conditionnelles sur
Y étant donné chaquex ∈ X, le problème est simple. En revanche, si l’on ne connaît pas ces
probabilités, la seule chose certaine est qu’elle est égaleà 0 lorsquey 6∈ Λ(x). En considérant

44



1.2. Fusion dans d’autre cadre pour l’incertain

toutes les probabilités conditionnelles possibles, on peut déduire la famille de mesures de proba-
bilité surY , dont l’enveloppe inférieure (l’ensemble des valeurs minimales) est une fonction de
croyance. En tant que tel, le modèle de Dempster est un cas particulier du modèle de probabilités
supérieures et inférieures. Mais cela peut également donner lieu à une autre interprétation, comme
le montre le modèle de conseil développé par Monney et Kohlas[KM93]. Ces auteurs conservent
la structure originale(X,P,Λ, Y ) de Dempster. Ils supposent qu’une question est posée et queY
est l’ensemble des réponses possibles. Le but est de déterminer au mieux la réponse en fonction des
informations disponibles, dépendantes de différentes interprétations. Les interprétations possibles
sont groupées dans l’ensembleX et il y a exactement une interprétation exacte. Toutes les interpré-
tations ne sont pas identiquement crues et la mesure de probabilité P surX reflète l’information
en tenant compte de cet aspect. De plus, si l’interprétationx ∈ X est correcte, alors la réponse
est connue pour être dans le sous-ensembleΛ(x) ⊆ Y . Une telle structureH = (X,P,Λ, Y ) est
appelée un conseil. Une interprétationx ∈ X supporte l’hypothèseH ⊆ Y si Λ(x) ⊆ H, parce
que dans ce cas la réponse est nécessairement dansH. Le degré de support deH est défini comme
la probabilité de l’ensemble des interprétations supportant H [KM93]. Le modèle de conseil et le
modèle original de Dempster sont identiques, plus précisément, il y a identité mathématique entre
le degré de support et la croyance et leurs concepts sont trèsproches ; une différence tient au fait
que dans la théorie du conseil, les concepts primitifs sont les conseils, à partir desquels les degrés
de support sont déduits, alors que dans la théorie initiale de Shafer, les degrés de croyance sont des
données primitives.

Le modèle transférable de croyanceLe modèle transférable de croyanceest un modèle pour la repré-
sentation de croyances quantifiées [Sme00]. Smets propose une approche plus générale que celle
proposée initialement dans la théorie de Dempster-Shafer.En particulier, dans l’approche proposée
par Smets, la masse de croyance associée à l’ensemble∅ n’est pas nécessairement égale à 0, ou de
façon équivalente, la croyance associée àΩ n’est pas nécessairement égale à 1. La signification de
la valeur positive associée àm(∅) est la quantité de croyances contradictoires entre les différentes
sources de fonction de croyance.

Dans le modèle transférable de croyance, on suppose qu’il existe différents mondes possibles, l’un
d’entre eux correspond au monde actuel, mais l’agent ne saitpas lequel des mondes est le monde
actuel. La valeurbel(A) représente la croyance de l’agent que le monde actuel appartient àA.
Smets propose une axiomatique que doit satisfaire toute fonction représentant les croyances d’un
agent. Les décisions sont prises en utilisant la mesure de probabilitéBetP , appelée probabilité
pignistique et définie surΩ de la façon suivante :

BetP (A) = ΣX⊆Ω
#(A ∩X)

#(X)

m(X)

1 −m(∅)
.

Smets se sert de cette probabilité pour prendre les décisions. On peut remarquer que contrairement
au calcul de la croyance et de la plausibilité, cette opération n’est pas réversible, c’est-à-dire que
l’on ne peut pas retrouver la masse de croyance en connaissant la probabilité pignistique.

Cholvy [Cho00] a, quant à elle, donné une interprétation logique de la théorie de l’évidence, et fait
le lien entre ce formalisme et la fusion de croyances propositionnelle.

La théorie de l’évidence est très intéressante à plusieurs niveaux. D’abord, elle constitue un sur-
ensemble de la théorie des probabilités. Ensuite, elle a pour particularité de pouvoir s’associer aisément
avec d’autres formalismes et de traiter les données hétérogènes. De plus, elle permet de quantifier ex-
plicitement la méconnaissance. Elle est donc particulièrement adaptée aux situations où l’expert humain
prend la décision finale. Elle a cependant deux inconvénients : elle est définie dans un espace fini et le
fait de travailler sur l’ensemble des parties d’un ensembleentraîne un risque d’explosion combinatoire.
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1.2.2 Fusion d’OCFs

Spohn [Spo87] propose de modéliser l’état épistémique d’unagent par unefonction ordinale condi-
tionnelle (Ordinal Conditional Functionou OCF), qui fournit un classement des interprétations selon
leur crédibilité.

Fonctions ordinales conditionnelles (OCF)

Définition 26. Une fonction ordinale conditionnelleκ est une fonction de l’ensemble des mondes pos-
siblesW vers la classe des ordinaux telle que au moins un monde est associé à 0.

On nommeC la classe des OCF. L’ordinalκ(ω) associé à un monde possibleω peut être vu comme
le degré d’incrédulité(degree of disbelief) de ce monde dans l’état épistémique représenté par l’OCF.

Exemple 18. On considèreP = {a, b}. La fonctionκ définie surW par :
– κ(a ∧ b) = 0
– κ(a ∧ ¬b) = κ(¬a ∧ ¬b) = 1
– κ(¬a ∧ b) = 2

est une fonction ordinale conditionnelle.
L’interprétationa ∧ b est la plus crédible, puisque l’ordinal associé est 0, et l’interprétation¬a ∧ b

est la moins crédible.

Cette fonction sur les mondes possibles peut être directement étendue aux formules de la façon
suivante :

κ(φ) = minω|=φκ(ω).

Une formuleφ est crue pour un état épistémique représenté parκ si κ(φ) = 0. Sinon le degré d’in-
crédulité deφ estκ(φ). Cette notion permet donc de différencier les formules qui ne sont pas crues dans
l’état épistémique courant. En effet, on peut dire que la formule ayant le plus petit degré d’incrédulité est
la plus vraisemblable dans l’état actuel.

Exemple 19. On considère de nouveau l’exemple précédent, avecP = {a, b} et la fonctionκ définie
surW par :

– κ(a ∧ b) = 0
– κ(a ∧ ¬b) = κ(¬a ∧ ¬b) = 1
– κ(¬a ∧ b) = 2

Alorsκ(a) = 0 etκ(¬b) = 1. La formulea est crue, alors que le degré d’incrédulité de la formule
¬b est 1.

Cette notion permet également d’établir une distinction entre les formules crues. On définit ledegré
de confiance(degree of firmness) d’une formule de la façon suivante :

Définition 27. Soit φ une formule deL. φ est crue avec une confianceα relativement à l’OCFκ si et
seulement si :

- soitκ(φ) = 0 etα = κ(¬φ),
- ouκ(φ) > 0 etα = −κ(φ).

Exemple 20. Dans l’exemple précédent,κ(a) = 0 etκ(¬a) = 1. La formulea est crue avec un degré
de confiance égal à 1. Le degré de confiance de la formule¬b est -1.
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Fusion d’OCFs

La fusion de fonctions ordinales conditionnelles a été considérée par Meyer, Ghose et Chopra [Mey01,
MGC01, CGM06]. Dans ces articles, Meyer et al. proposent unecaractérisation logique des opéra-
teurs de fusion d’OCF et étudient la manipulabilité de tels opérateurs, en proposant une définition
de la manipulation dans ce cadre (nous y reviendrons dans le paragraphe 4 de ce mémoire). Dans
[Mey01, MGC01, CGM06], on utilise unefonction de rang(ranking function) Φ, qui est une fonction
totale deW dansIN (appelée état épistémique par les auteurs). On voit donc immédiatement que Meyer
et al. utilisent des OCFs (puisqu’un entier naturel est un ordinal) non normalisées (une fonction de rang
n’associe pas nécessairement la valeur0 à au moins un monde).

Avant de définir la notion de fusion de fonctions de rang, commençons par donner quelques défi-
nitions et notations. Dans la suite de ce paragraphe, on noteΦ une fonction de rang, etE une liste de
rang, c’est-à-dire une liste finie de fonctions de rang. La tailledeE est notée#(E), c’est le nombre de
fonctions de rang qu’elle contient. On dit qu’une fonction de rang estP -borné si∀ω ∈ W,Φ(ω) ≤ P ,
et qu’une liste de rangE estP -bornée si toutes les fonctions de rang deE sontP -bornés. L’ensemble
des listes de rangP -bornées est notéeEP , et l’ensemble de toutes les listes de rang est notéeE∞.

On peut définir lafusion de fonctions de rangpar :

Définition 28. [MGC01]
– Un opérateur de fusionP -bornée∆ est une fonction deEP dansE∞.
– Pour un entierk ≥ 1, on dit qu’un opérateur de fusionP -bornée∆ estQ-bornée pourk ssi

pour toute liste épistémiqueP -bornéeE de taillek, la liste épistémique obtenue en fusionnantE,
∆(E), estQ-bornée, et qu’il existe une liste épistémiqueP -bornéeF de taillek et un mondeω
tels que∆(F )(ω) = Q.

Meyer, Ghose et Chopra ont également proposé un ensemble de postulats permettant d’exprimer les
propriétés souhaitables pour ce type d’opérateur.

Définition 29. [MGC01] SoientE = {Φ1, . . . ,Φn} etF = {Ψ1, . . . ,Ψm} deux listes de rang et∆ un
opérateur de fusion.

(∆1) ∀E,F ∈ EP t.q. #(E) = #(F ) = n, si Φi(ω) = Ψi(ω) pour tout i = 1, . . . , n, alors
∆(E)(ω) = ∆(F )(ω).

(∆2) ∀k ≥ 1, si ∆ estQ-borné pourk, alors∀q = 0, . . . , Q il existeE ∈ EP et ω ∈ W tels que
∆(E)(ω) = q.

(∆3) S’il existe une bijectionπ : {1, . . . , n} → {1, . . . ,m} telle queΦi = Ψπ(i)∀i ∈ {1, . . . , n}, alors
∆(E) = ∆(F ).

(∆4) Si Φi(ω) ≤ Φi(ω
′)∀i ∈ {1, . . . , n}, alors∆(E)(ω) ≤ ∆(E)(ω′).

(∆5) Si ∆(E)(ω) ≤ ∆(E)(ω′), alorsΦi(ω) ≤ Φi(ω
′) pour uni ∈ {1, . . . , n}.

(∆6) Si ∀i, j ∈ {1, . . . , n},Φi(ω) = Φj(ω) et ∀i ∈ {1, . . . , n},Φi(ω) ≤ Φi(ω
′) et Φj(ω) < Φj(ω

′)
pour unj de{1, . . . , n} alors∆(E)(ω) < ∆(E)(ω′).

Le postulat(∆1) assure que le rang assigné par∆ à un mondeω est indépendant du rang assigné aux
autres interprétations. Cette propriété est dans l’espritde la propriété d’indépendance des alternatives
disponiblesen Théorie du Choix Social (voir le paragraphe 2 du chapitre suivant sur la théorie du vote).
(∆2) est une propriété de convexité, elle garantit que pour un opérateur de fusion borné parQ pour
k, aucun rang de0 à Q ne reste inutilisé pour une liste de rang de taillek. (∆3) assure que l’ordre
dans lequel les fonctions de rang sont classés dans une listeépistémique ne modifie pas le résultat de
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la fusion. Cette propriété est proche de la notion d’anonymaten Choix Social, elle cherche à établir un
résultat équitable pour tous les agents participant à la fusion, sans priorités liée à leur classement dans la
liste de rang. L’adoption de cette propriété permet de représenter les listes de rang sous forme de multi-
ensembles, comme c’est le cas dans la fusion propositionnelle. (∆4), (∆5) et (∆6) sont des propriétés
très naturelles, qui garantissent un classement des interprétations cohérent avec les classements de chaque
fonction de rang.

Dans [Mey01], Meyer a également proposé des opérateurs de fusion adaptés à la fusion d’OCFs :
– κ∆max(E)(ω) = maxκi∈E(κi(ω),≤),

– κ∆min1
(E)(ω) =

{
κ1(ω) si κi(ω) = κj(ω) pour toutκi, κj ∈ E
minκi∈Eκi(ω) + 1 sinon,

– κ∆min2
(E)(ω) =

{
2κ1(ω) si κi(ω) = κj(ω) pour toutκi, κj ∈ E
2minκi∈E κi(ω) + 1 sinon,

– κ∆Σ
(E)(ω) =

∑
κi∈E κi(ω).

Exemple 21. On considèreP = {a, b}, et deux fonctions de rangκ1 etκ2 définies surW par :
– κ1(a ∧ b) = 0
– κ1(a ∧ ¬b) = κ1(¬a ∧ ¬b) = 1
– κ1(¬a ∧ b) = 2

et
– κ2(a ∧ ¬b) = 0
– κ2(a ∧ b) = κ2(¬a ∧ b) = κ2(¬a ∧ ¬b) = 1

Alors on a pourE = {κ1, κ2} :
– κ∆max(E)(a ∧ b) = κ∆max(E)(a ∧ ¬b) = κ∆max(E)(¬a ∧ ¬b) = 1, etκ∆max(E)(¬a ∧ b) = 2.
– κ∆min1

(E)(a∧ b) = κ∆min1
(E)(a∧¬b) = κ∆min1

(E)(¬a∧¬b)=1 et κ∆min1
(E)(¬a∧ b) = 2.

– κ∆min2
(E)(a∧ b) = κ∆min2

(E)(a∧¬b) = κ∆min2
(E)(¬a∧¬b) = 2 etκ∆min2

(E)(¬a∧ b) = 3.
– κ∆Σ

(E)(a ∧ b) = κ∆Σ
(E)(a ∧ ¬b) = 1, κ∆Σ

(E)(¬a ∧ ¬b) = 2 etκ∆Σ
(E)(¬a ∧ b) = 3

De plus, on a la propriété suivante :

Proposition 16. [MGC01] ∆max, ∆min1, ∆min2 et∆Σ vérifient les postulats(∆1) − (∆6).

Nous reviendrons sur ces travaux dans le paragraphe 4, puisque Meyer et al. proposent également une
définition de la manipulation pour la fusion d’OCF et que nousavons cherché à comparer leur approche
à la nôtre.

On peut citer également les travaux antérieurs de L. Cholvy [Cho95], qui cherche à déterminer une
base de donnée cohérente à partir d’une logique basée sur uneclassification des bases de données à
fusionner grâce à un ordre. Dans cet article, Cholvy proposede définir cet ordre entre bases grâce à la
confiance qu’on peut accorder à chaque expert par rapport à undomaine précis. Cette représentation,
quoique proche des OCF, est cependant distincte puisque l’aspect ordinal des strates n’est pas ici utilisé.
Dans ces travaux, Cholvy propose une logique capable de raisonner sur chaque domaine, en déduisant
des bases les informations cohérentes sur le domaine considéré, grâce à l’ordre défini sur les bases dans
ce domaine.

1.2.3 Fusion possibiliste

Dans cette section, nous rappelons des notions simples de logique possibiliste (voir par exemple
[DP88b, DLP94]).
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Logique possibiliste

La logique possibiliste [DP88b, DLP94, Zad78] permet de modéliser de manière assez naturelle les
informations imprécises et/ou incertaines. Cette distinction entre imprécision et incertitude, importante
lorsque l’on tente de modéliser la connaissance d’un agent,est impossible à faire dans un cadre probabi-
liste quand une seule distribution de probabilité est considérée.

Au niveau sémantique, la logique possibiliste est basée surla notion dedistribution de possibilité,
notéeπ, qui est typiquement une fonction de l’ensemble des interprétationsW dans l’intervalle[0, 1].
En fait, avoir un ensemble totalement ordonné suffit (il n’y apas d’obligation d’être dans[0, 1]). π(ω)
représente ledegré de compatibilitéde l’interprétationω avec l’état des croyances sur le monde réel. Par
convention,π(ω) = 1 signifie qu’il est totalement possible que le mondeω soit le monde réel, alors que
π(ω) = 0 signifie qu’il est certain queω n’est pas le monde réel. Une distribution de possibilité estdite
normalisée s’il existe un mondeω tel queπ(ω) = 1.
Associée à une distribution de possibilitéπ, le degré de possibilitéd’une formuleφ est la valeurΠ(φ) =
maxω|=φπ(ω) de la mesure de possibilitéΠ en φ. Elle évalue le degré de cohérence deφ avec les
croyances disponibles.
Une autre mesure associée àπ est ledegré de nécessité. Pour une formuleφ, c’est la valeurN(φ) =
1 − Π(¬φ) de la mesure de nécessitéN enφ. Elle évalue à quel pointφ est impliqué par les croyances
disponibles et est définie par dualité à partir du degré de possibilité d’une formuleφ. On peut remar-
quer que la fonctionN renverse l’échelle de classement deπ et queN(φ) = 1 signifie queφ est une
connaissance totalement certaine, alors queN(φ) = 0 exprime un manque de connaissance surφ, mais
ne signifie pas queφ est fausse.

On peut également définir une distribution de possibilitéπ grâce à une mesure de possibilitéΠ, qui
est une fonction définie sur2W et à valeur dans[0, 1], vérifiant :

– Π(∅) = 0,
– Π(W) = 1,
– Π(A1 ∪A2) = sup(Π(A1),Π(A2)).
On a clairement,Π(A) = supx∈Aπ(x) etπ(x) = Π({x}).

Bases possibilistes

Une base possibilisteest un ensemble de formules valuéesB = {(φi, αi), i = 1, ..., n}, oùφi est
une formule propositionnelle etαi appartient à un ensemble totalement ordonné, comme[0, 1] (notons
toutefois qu’il n’est pas nécessaire que cet ensemble soit numérique).(φi, αi) signifie que le degré de
nécessité ou de certitude deφi est au moins égal àαi (N(φi) ≥ αi). On noteB∗ la base propositionnelle
associée àB, c’est-à-dire la base obtenue à partir deB en ne considérant pas les degrés des formules.

Etant donnéB, on peut générer une distribution de possibilité uniqueπB, telle que toutes les in-
terprétations qui satisfont toutes les formules deB ont le plus haut degré de possibilité1, et les autres
interprétations sont classées en fonction du niveau de la plus haute formule qu’elles contredisent. On a
[DLP94] :

Définition 30. Pour toute interprétationω :
– πB(ω) = 1 si ∀(φi, αi) ∈ B,ω |= φi

– πB(ω) = 1 −maxω|=¬φi
αi sinon.

Exemple 22. SoitB = {(a ∨ b, 0.6), (¬a, 0.4)}.
AlorsπB(a ∧ b) = 0.6, πB(¬a ∧ b) = 1, πB(a ∧ ¬b) = 0.6 etπB(¬a ∧ ¬b) = 0.4.
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Parmi les interprétations,¬a ∧ b est la plus plausible car elle satisfait toutes les formulesdeB,
a ∧ ¬b eta ∧ b sont plus plausibles que¬a ∧ ¬b car la plus haute formule falsifiée para ∧ ¬b eta ∧ b,
(¬a, 0.4), est moins possible que la plus haute formule falsifiée par¬a ∧ ¬b, (a ∨ b, 0.6).

Deux bases possibilistesB etB′ sont équivalentes, notéB ≡ B′, si les distributions de possibilités
associées sont égales :πB = πB′ .

Une question importante est de définir la notion d’inférencepossibiliste : quand peut-on dire qu’une
formule est conséquence d’une base possibiliste ? On définitdeux notions d’inférence, basées sur le degré
d’incohérence d’une base possibiliste :

Définition 31. [DLP94] SoitB une base possibiliste.
– Soitα ∈ [0, 1]. Uneα−coupedeB, notéeB≥α, est l’ensemble des formules propositionnelles de
B dont le degré de nécessité est au moins égal àα. Uneα−coupe strictedeB, notéeB>α, est
l’ensemble des formules propositionnelles deB dont le degré de nécessité est strictement supérieur
àα.

– Ledegré d’incohérencedeB estInc(B) = max{B≥αi
est incohérent}αi.

– Une formuleφ est uneconséquence plausibledeB, notéB |=P φ, siB>Inc(B) |= φ.
– Soit(φ, α) une information telle queα > Inc(B). (φ, α) est uneconséquence possibilistedeB,

notéB |=π (φ, α), siB≥α est cohérent,B≥α |= φ, et∀β > α,B≥β 6|= φ.

Uneα-coupe deB est constituée des formules dont le degré de nécessité est aumoins égal àα. Le
degré d’incohérence représente le niveau à partir duquelB est incohérente. SiInc(B) = 0, cela signifie
que la base propositionnelleB∗ associée àB est cohérente. On définit laclôture plausibledeB, notée
CnP (B), par :CnP (B) = {φi, B |=P φi}.

Fusion possibiliste

De nombreux travaux ont porté sur le problème de la fusion de bases possibilistes (voir par exemple
[BDKP02, BK02, BK03]). Deux définitions ont été considérées, selon que l’on se place au niveau des
mondes, et on doit alors agréger les distributions de possibilité pour connaître à quel point un monde est
possible pour le groupe (approche sémantique) ; ou que l’on se place au niveau des formules, et on doit
alors agréger les degrés de nécessité associés à chaque formule pour connaître le degré de nécessité d’une
formule pour le groupe (approche syntaxique). Nous commençons par détailler la première approche,
avant d’aborder la seconde.

1. Définition sémantique de la fusion possibilistePour définir la base possibiliste résultante de
la fusion den bases possibilistes de façon sémantique, on utilise un opérateur d’agrégation de
distributions de possibilité, noté⊕d, vérifiant deux conditions :

– ⊕d(1, 1, . . . , 1) = 1,
– Si∀i = 1, . . . , n, πi(ω) ≥ πi(ω

′), alors :

⊕d(π1(ω), . . . , πn(ω)) ≥ ⊕d(π1(ω
′), . . . , πn(ω′)).

(monotonie)

La première condition impose que si les sources considèrentun mondeω comme totalement pos-
sible, alors l’agrégation doit en faire de même (elle assuredonc que si les bases sont cohérentes,
alors le résultat doit l’être aussi). La seconde condition exprime le fait que si toutes les sources pré-
fèrent une interprétation à une autre, alors l’agrégation doit en faire de même (condition de Pareto).
La proposition suivante permet de définir la fusion des basespossibilistes à partir de l’opérateur
d’agrégation de distributions de possibilités⊕d :
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Proposition 17. [BDKP02] SoitB = (B1, . . . , Bn) un vecteur de bases possibilistes, et(π1, . . . , πn)
les distributions de possibilités associées. SoitπB⊕d

le résultat de la combinaison de(π1, . . . , πn)
avec⊕d. Alors la base possibiliste associé àπB⊕d

est :

B⊕d
= {(Dj , 1 −⊕d(x1, . . . , xn)), j = 1, . . . , n}

où lesDj sont équivalentes aux disjonctions de taillej entre les formulesφi de différentesBi

(i = 1, . . . , n) etxi est égal soit à1 − αi soit à1 selon queφi appartient àDj ou non.

Différents opérateurs⊕d sont envisageables pour agréger des distributions de possibilités. Entre
autres, on peut caractériser plusieurs familles d’opérateurs d’agrégation [BDKP02] :

– ⊕d est unopérateur conjonctifsi :

∀a ∈ [0, 1], a ⊕d 1 = 1 ⊕d a = a.

– ⊕d est unopérateur disjonctifsi :

∀a ∈ [0, 1], a ⊕d 1 = 1 ⊕d a = 1.

Plus précisément,⊕d est unopérateur disjonctif réguliersi :
– ∀a ∈ [0, 1], a⊕d 1 = 1 ⊕d a = 1, et
– ∀a 6= 1,∀ 6= 1, a⊕d b 6= 1.

– ⊕d est unopérateur idempotentsi :

∀a ∈ [0, 1], a ⊕d a = a.

Parmi les opérateurs conjonctifs on trouve l’opérateurmin, le produit a ⊕d b = a × b, et la
conjonction linéairemax(0, a + b − 1). Un exemple trivial d’opérateur disjonctif est l’opérateur
«vide» défini par∀a,∀b, a⊕db = 1 sauf pour0⊕d0 = 0. D’autres opérateurs disjonctifs, réguliers
cette fois, sont lemax, la «somme probabiliste» définie para ⊕d b = a + b − ab, et le dual de
la distance géométrique définie para ⊕d b = 1 −

√
(1 − a)(1 − b). L’exemple suivant illustre le

fonctionnement de certaines de ces combinaisons :

Exemple 23. SoientB1 = {(a ∨ b, 0.6), (¬a, 0.4)} etB2 = {(a ∨ ¬b, 0.7), (a, 0.3)}. AlorsB⊕d

est égal à :
– Bmin = {(a ∨ b, 0.6), (¬a, 0.4), (a ∨ ¬b, 0.7), (a, 0.7), (¬b, 0.7)},
– Bmax = {(a ∨ b, 0.6), (¬a, 0.4), (a ∨ ¬b, 0.7), (a, 0.6), (¬b, 0.4)}.

Les opérateurs conjonctifs doivent être utilisés lorsqu’il y a peu de conflits entre les bases. A
l’inverse, les opérateurs disjonctifs ne sont pas appropriés lorsque les sources sont cohérentes
entre elles, mais permettent au contraire de gérer les conflits entre les bases. Cette distinction
entre opérateurs disjonctifs et conjonctifs est très importante pour choisir un opérateur, mais elle
nécessite de pouvoir évaluer à quel point les bases sont conflictuelles. Le degré de cohérence den
sources peut être évalué en calculant la valeurCoh = maxω∈W ⊕d (π1(ω), . . . , πn(ω)). Même
si les bases sont peu conflictuelles, la fusion conjonctive conduit en général à une distribution de
possibilités sous-normalisée (c’est-à-dire que la valeur1 n’est jamais atteinte). On peut alors, si
l’on considère que les sources sont toutes fiables, normaliser la distribution obtenue parCoh (cette
opération est numériquement instable si le degré de cohérence est trop faible).

Parmi les opérateurs conjonctifs, certains ont un comportement de renforcement, c’est-à-dire qu’ils
ont pour effet de rendre les informations jugées peu plausibles par les sources encore moins plau-
sibles. On peut citer le produit, qui est utilisé surtout lorsque l’on suppose les bases indépendantes
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et la conjonction linéaire, dont l’effet de renforcement est encore plus fort puisqu’il élimine les
informations jugées très peu fiables mais non impossibles par toutes les sources.

Enfin, les opérateurs idempotents commemin ou max peuvent être utilisés pour éliminer les
redondances entre les sources. Ils permettent également, si toutes les sources fournissent la même
distribution de possibilité, d’obtenir cette distribution comme résultat (principe d’unanimité).

La fusion de bases possibilistes est une généralisation de la fusion de bases propositionnelles. En
particulier, on peut voir que [BDKP02] :

– Si⊕d est un opérateur conjonctif et siB1 etB2 sont telles queB∗
1 etB∗

2 sont cohérentes, alors :

B⊕d
≡ B∗

1 ∪B∗
2

– Si⊕d est un opérateur disjonctif régulier, alors :

B⊕d
≡ B∗

1

∨
B∗

2

oùB∗
1

∨
B∗

2 représente l’ensemble des disjonctions formées d’une formule deB∗
1 et d’une for-

mule deB∗
2 .

2. Définition syntaxique de la fusion possibiliste
On peut également définir la base possibiliste résultante dela fusion den bases possibilistes cohé-
rentes de façon syntaxique, en utilisant un opérateur d’agrégation des degrés de certitude associés
à φi dans chaque base deB = {B1, . . . , Bn} noté⊕c. La base possibilisteB⊕c, résultat de la
fusion den bases possibilistes cohérentes{B1, B2, . . . , Bn}, est définie par [BK02] :

B⊕c = {(φ,⊕c(α1, . . . , αn)), φ ∈ L, Bi ⊢π (φ, αi)}.

Dans ce cas, on suppose pour l’opérateur d’agrégation⊕c les conditions suivantes :
– ⊕c(0, 0, . . . , 0) = 0,
– Si∀i = 1, . . . , n, αi ≥ α′

i, alors :

⊕c(α1, . . . , αn) ≥ ⊕c(α
′
1, . . . , α

′
n)

(monotonie).
La première propriété dit que si une information n’est une conclusion explicite d’aucune des bases,
alors elle ne doit pas être une conclusion explicite de la base fusionnée. La seconde condition est
simplement une condition d’unanimité, qui exprime que si toutes les sources considèrent qu’une
formule est plus crédible qu’une autre, alors l’agrégationdoit en faire de même.

Un opérateur de fusion possibiliste⊕c eststrictement monotonesi l’on a :

Si ∀i = 1, . . . , n, αi ≥ α′
i, et∃j, αj > α′

j alors :

⊕c(α1, . . . , αn) > ⊕c(α
′
1, . . . , α

′
n).

Différents opérateurs⊕c sont envisageables pour agréger des degrés de nécessité. Entre autres, on
a [BK02] :

– ⊕c est unopérateur conjonctifsi :

⊕c(α1, . . . , αn) > 0 si ∃i, ai > 0.

– ⊕c est unopérateur disjonctifsi :

⊕c(α1, . . . , αn) = 0 si ∃i, ai = 0.
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Un exemple d’opérateur conjonctif est l’opérateurmax (il faut rappeler que la définition de⊕c

se situe au niveau syntaxique des bases, il n’est donc pas surprenant de trouvermax comme un
opérateur conjonctif, alors qu’en général, c’est plutôt l’opérateurmin qui est conjonctif), ou la
somme probabiliste. Un exemple d’opérateur disjonctif estl’opérateurmin, ou le produit.

Exemple 24. SoientB1 = {(a ∨ b, 0.6), (¬a, 0.4)} etB2 = {(a ∨ ¬b, 0.7), (a, 0.3)}. AlorsB⊕c

est égal à :
– Bmax = {(a ∨ b, 0.6), (¬a, 0.4), (a ∨ ¬b, 0.7), (a, 0.3)}.
– Bmin = {(a ∨ b, 0.3)}.

Benferhat et Kaci ont proposé dans [BK02] des postulats pources opérateurs de fusion de bases
possibilistes, inspirés de ceux existants dans le cas de la fusion propositionnelle [KP02a].

P1 Cohérence :CnP (B⊕c) 6= L.

P2 Complémentarité de l’information :si B∗
1 ∪ . . . ∪ B∗

n est cohérent, alorsCnP (B⊕c) =
CnP (B1 ∪ . . . ∪Bn).

P3 Indépendance syntaxique :Si B ≡ B′, alorsCnP (B⊕c) = CnP (B′
⊕c).

P4 Si B∗
1 ∪ B∗

2 sont incohérents et siB1 etB2 sont également prioritaires, alorsCnP (B1) 6⊆
CnP (B⊕c) etCnP (B2) 6⊆ CnP (B⊕c).

P5 SoitB = B′ ⊔ B′′. AlorsCnP (B⊕c) ⊆ CnP (CnP (B′
⊕c) ∪ CnP (B′′

⊕c)).

P6 SoitB = B′⊔B′′. SiCnP (CnP (B′
⊕c)∪CnP (B′′

⊕c)) 6= L, alorsCnP (B′
⊕c)∪CnP (B′′

⊕c) ⊆
CnP (B⊕c).

Dans le postulat(P4), deux basesB1 et B2 sont dites également prioritaires si et seulement si
on a : pour tout conflitC deB1 ∪ B2 (c’est-à-dire tout ensemble propositionnel minimalement
incohérent deB∗

1 ∪ B∗
2), il existe au moins une formule parmi les moins prioritaires deC qui

appartient àB1 et une formule parmi les moins prioritaires deC qui appartient àB2 (une formule
φ est dite moins prioritaire dans un ensemble si son degré de priorité est minimal parmi ceux des
formules de l’ensemble).

Benferhat et Kaci ont montré que, en supposant l’opérateur⊕c associatif et commutatif, on a :

Proposition 18. [BK02]
– Tous les opérateurs de fusion possibilistes vérifient(P1), (P3), (P4)et (P5).
– Un opérateur de fusion⊕c vérifie (P2)si et seulement si c’est un opérateur conjonctif.
– Un opérateur de fusion⊕c vérifie (P6) si et seulement si c’est un opérateur strictement mono-

tone.

Benferhat et Kaci ont également proposé des adaptations despostulats(Maj) et (Arb) de la
logique propositionnelle :

(PMaj) : ∀B′,∃n,CnP ((B ⊔B′n)⊕c) |= CnP (B′).

(PArb) : ∀B′,∀n,CnP ((B ⊔B′n)⊕c) ≡ CnP ((B ⊔B′)⊕c).

Et ils ont montré :

Proposition 19. [BK02] Un opérateur de fusion⊕c vérifie (PMaj) si et seulement si c’est un
opérateur strictement monotone et un opérateur de renforcement (i.e. tel que⊕c(α1, . . . , αn) >
max(α1, . . . , αn) quand∀i, ai 6= 1 et⊕c(α1, . . . , αn) = 1 si ∃i, αi = 1).

Proposition 20. [BK02] Si ⊕c un opérateur est idempotent (i.e. tel que∀α,⊕c(α, . . . , α) = α),
alors il vérifie(PArb).
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Il est intéressant de faire un parallèle entre la fusion en appliquant le principe de Bayes et la fusion
possibiliste : il existe une forte similarité entre ces deuxopérations de fusion, en particulier si l’on pose
πi(x) = P (Hi|x) (par exemple, il y a proportionnalité entre les deux fusionssi l’on choisit une distri-
bution de probabilitéa priori uniforme). Cependant, ces résultats numériques proches nechangent pas
la différence profonde d’interprétation entre ces deux approches. Dans le cadre probabiliste, on suppose
que l’on parvient à calculer la probabilité précise de chaque valeur possible dex. Dans le cadre pos-
sibiliste, la fusion ne fournit qu’un degré de vraisemblance pour chaque valeur dex, information plus
pauvre qu’un degré de probabilité, mais peut être plus crédible quand la distribution de probabilitéa
priori initiale a été posée par défaut.
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Chapitre 2

Théorie du choix social

Introduction

Qu’est-ce que la démocratie ? On peut trouver dans un dictionnaire une définition proche de : «système
politique, forme de gouvernement dans lequel la souveraineté appartient au peuple». Pour Périclès, re-
pris par Abraham Lincoln : «La démocratie c’est le gouvernement du peuple par le peuple et pour le
peuple.»

Si c’est le «peuple» qui dirige dans une démocratie, les choix de la société doivent être réalisés
collectivement. Or, ces choix collectifs ne peuvent être réalisés qu’en agrégeant les choix indivuels en
un (ou plusieurs) choix collectifs. En fait, de nombreuses décisions publiques (comme les taxes et les
dépenses publiques, le choix d’une politique, d’un gouvernement ou d’un maire, l’appartenance à l’Eu-
rope) sont prises par vote, qui est une manière naturelle d’agréger des préférences individuelles. Le choix
de la règle de vote est une question éthique majeure, qui n’est pas sans implication sur le comportement
des institutions politiques.

Le débat autour du choix d’une règle de vote garantissant l’équité du vote existe depuis les travaux
de Borda [1781] et Condorcet [1785]. En 1952, Arrow a proposéun cadre formel permettant l’étude de
nombreuses règles de vote d’un point de vue axiomatique, initiant une forte recherche autours de ces
questions. Ce domaine de recherche est habituellement appelé Théorie du Choix Social.

Une règle de vote permet de choisir un candidat (appelé aussialternative) parmi plusieurs, à partir des
choix individuels des agents (aussi appelés votants). Lorsque deux candidats seulement sont possibles,
le vote majoritaire est sans conteste le moyen le plus juste d’agréger les préférences. Les problèmes
sur le choix de la méthode de vote se posent lorsqu’il y trois candidats ou plus. La première idée est
d’étendre le vote majoritaire à plus de deux candidats par levote par pluralité : chaque votant écrit le nom
d’exactement un candidat, et le candidat recevant le plus devotes gagne l’élection (en cas d’égalité, on
départage ensuite les candidats retenus). Cette méthode devote, très utilisée aujourd’hui, a été critiquée
par Borda et Condorcet à la fois, et ces critiques sont à l’origine des recherches actuelles sur les méthodes
de vote. Le reproche fait au vote par pluralité est que cette méthode de vote peut élire un candidat
« faible», c’est-à-dire un candidat qui perdrait en duel contre tous les autres candidats (appelé «perdant
de Condorcet»), comme le montre l’exemple suivant :

Exemple 25. Le tableau 2.1 se lit ainsi : 3 votants ont les préférences suivantesa > b > c > d, 5 ont
a > c > b > d, et ainsi de suite. Pour le vote par pluralité,a gagne avec 8 votes, mais pour Borda et
Condorcet, c’est le pire candidat dans la mesure où une stricte majorité de 13 votants préfère n’importe
quel candidat àa.

Condorcet et Borda ont proposé des méthodes de vote différentes pour résoudre ce problème. Pour
Borda, une solution est de classer chaque candidat du pire aumeilleur, en affectant 0 point au pire, 1
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3 5 7 6
a a b c
b c d b
c b c d
d d a a

TAB . 2.1 – Exemple de profil de vote

point au suivant, et ainsi de suite jusqu’au meilleur. Le gagnant de l’élection est celui qui a le plus haut
score, on parle alors de «gagnant de Borda». Pour Condorcet,un vainqueur est celui qui bat tous les
autres candidats dans des comparaisons deux à deux (a batb si strictement plus de votants préfèrenta à
b). On parle alors d’un «gagnant de Condorcet».

Dans l’exemple précédent, le gagnant de Condorcet est le candidat c car 13 votants préfèrentc à a,
14 préfèrentc à d, et 11 préfèrentc à b. En revanche, le vainqueur de Borda est le candidatb, puisqu’il
est classé premier par 7 votants, second par 9 votants, et troisième par 5 votants, ce qui est mieux que
n’importe quel candidat. Ces deux propositions ont donné lieu à de nombreux travaux, et de nombreuses
méthodes de vote sont inspirées par ces deux familles. On peut trouver un travail remarquable et complet
sur ce sujet dans le chapitre 9 du livre de Moulin [Mou88].

Néanmoins, ce simple exemple illustre l’importance du choix de la méthode de vote, puisqu’elle peut
influencer l’issue de l’élection. La question des propriétés attendues pour une méthode d’agrégation de
préférences semble alors essentielle pour choisir une méthode particulière.

2.1 Notations

On noteA l’ensemble des alternatives (l’ensemble des candidats pour une élection présidentielle,
«oui» et «non» pour un référendum...). On suppose souvent dans ce cadre de travail que les préfé-
rences individuelles des agents sont des ordres linéaires stricts (ou ordres complets) surA : les votants
fournissent donc un classement complet des alternatives possibles les unes par rapport aux autres, sans
ex-aequo. On noteL(A) l’ensemble des ordres linéaires surA. L(A) représente tous les classements
possibles. Si on veut établir les préférences collectives den agents{1, . . . , n}, on dispose d’unprofil de
préférence, c’est-à-dire desn relations de préférence individuelles{P1, . . . , Pn}, où chaquePi ∈ L(A)
représente les préférences du votanti. i étant fixé,Pj 6=i représente le profil de préférence constitué des
n− 1 relations de préférencePj , avecj 6= i.

Enfin, unefonction de choix socialest une fonctionF : L(A)n → L(A) qui associe à tout profil
de préférence un ordre complet surA. Une fonction de choix social agrège donc les préférences indivi-
duelles en une préférence collective.

Le gagnant de l’élection est alors l’unique candidat classépremier dans la préférence collective.

2.2 Théorèmes d’impossibilité

Comme le choix d’une méthode de vote peut modifier le résultatdu vote, il est nécessaire de réfléchir
objectivement aux qualités que doit posséder une telle méthode pour être choisie afin de définir les choix
collectifs. Les propriétés suivantes semblent nécessaires :

– Principe d’universalité
Ce principe énonce qu’une fonction de choix social doit déterminer une préférence sociale com-
plète à partir de n’importe quel ensemble de préférences individuelles. Le vote doit avoir comme
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résultat un classement de toutes les alternatives les unes par rapport aux autres (homogénéité par
rapport aux données), le processus de vote doit être capablede déterminer ce résultat pour tous les
profils possibles et il doit toujours donner le même résultatà partir du même profil (le hasard ne
doit jouer aucun rôle).

– Principe de Pareto ou unanimité
Si tous les votants préfèrent une alternative à une autre, alors il doit en être de même dans le
classement obtenu.

– Principe de non-dictature
Ce principe énonce que la préférence d’un seul votant ne peutêtre érigée en préférence collective,
sans tenir compte des préférences des autres votants. Plus précisément, il existe un dictateuri si :

∃i,∀(P1, . . . , Pn), f(P1, . . . , Pn) = Pi

– Indépendance des alternatives non disponibles
Si l’on restreint le domaine d’application d’une fonction de choix social à un sous-ensemble d’al-
ternatives, alors le résultat doit être compatible avec le résultat obtenu avec le profil complet.
Changer les choix individuels des votants sur les alternatives non disponibles (celles qui ne sont
pas dans le sous-ensemble) ne doit pas modifier le classemententre les alternatives disponibles
(celles du sous-ensemble). Formellement, si deux profils depréférenceP1, . . . , Pn etR1, . . . , Rn

sont tels que tous les votantsi classent dans le même ordre deux alternativesa et b, alorsa et b
sont classés dans le même ordre dansf(P1, . . . , Pn) etf(R1, . . . , Rn).

Le théorème d’Arrow peut s’énoncer ainsi :

Proposition 21(Théorème d’impossibilité d’Arrow). [Arr63]
En présence d’au moins trois alternatives, il n’existe pas de fonction de choix social qui vérifie les

principes d’universalité, de Pareto, de non-dictature et d’indépendance des alternatives non disponibles.

Ce théorème est surprenant, dans la mesure où les principes retenus pour caractériser les méthodes
de vote acceptables semblent naturels. La conséquence de cethéorème est qu’il n’existe pas de méthode
de vote «parfaite» et le mieux à faire est de déterminer des méthodes de vote offrant de bons compromis.
De nombreuses recherches ont permis d’échapper à ce théorème d’impossibilité, en relaxant certaines
hypothèses.

Un autre théorème, celui de Gibbard et Satterthwaite, est également très important dans le domaine
du vote. Pour ce th’orème, on considère des méthodes de vote qui désignent un unique vainqueur parmi
toutes les alternatives (ce qui est raisonnable si l’on considère que tous les votants ont des préférences
strictes) et on suppose que tout candidat peut être élu. De plus, on cherche à caractériser les méthodes de
vote non manipulables, ce qui signifie qu’aucun votant n’a d’intérêt à mentir sur ses préférences (il ne
peut pas faire élire un candidat mieux classé pour lui en donnant une relation de préférence différente de
la réalité). Cette attente semble très naturelle quand on cherche à déterminer les préférences collectives
d’un groupe, il est en effet préférable que les participantsau vote soient sincères.

Un théorème d’impossibilité analogue au théorème d’Arrow existe dans ce cas :

Proposition 22(Théorème de Gibbard-Satterthwaite). [Gib73, Sat75]
En présence d’au moins trois alternatives, une méthode de vote surjective est non manipulable si et

seulement si elle est dictatoriale.

Ce théorème montre que le principe de non-manipulabilité est impossible à garantir pour une mé-
thode de vote non dictatoriale.

La mise en évidence de ces résultats, très négatifs, a été suivie de nombreux travaux dont le but est
d’étudier comment échapper à ces théorèmes tout en conservant des méthodes de vote raisonnables. La
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question qui nous intéresse ici est le lien entre l’agrégation de préférences et l’agrégation de croyances et
plus particulièrement, de déterminer si les deux théorèmesprécédents sont également vrais dans le cadre
de la fusion : y-a-t-il de bonnes méthodes de fusion ? La fusion échappe-t-elle au théorème d’Arrow ?
Qu’en est-il de la manipulabilité pour la fusion ?

Pour répondre à ces questions, on peut s’intéresser aux points communs et aux différences entre les
deux cadres de travail. Tout d’abord, dans le cadre de la fusion, une alternative est un monde et un votant
est un des agents participant au processus de fusion. Le but de la fusion est de déterminer l’ensemble
des mondes acceptables pour le groupe (autrement dit d’élire un ensemble de mondes). La différence
fondamentale entre le cadre de la fusion et le cadre du vote est la représentation des croyances. En
effet, dans la théorie du vote, on dispose pour chaque agent d’un ordre strict total sur l’ensemble des
alternatives (c’est-à-dire que les alternatives sont classées de la meilleure à la pire) ; dans le cadre de
la fusion, on dispose uniquement de pré-ordres à deux niveaux entre les mondes (on sait simplement
quels sont les mondes auxquels l’agent croit -ses modèles- qui sont tous sur le même plan et quels
mondes l’agent ne croit pas). Quant au résultat du processusde fusion, c’est également un pré-ordre à
deux niveaux (on dispose des modèles et des contre-modèles du groupe), alors qu’en théorie du vote, le
résultat est soit un ordre total strict sur les alternatives, soit une alternative particulière.

Passons à présent aux principes attendus pour une méthode devote. Sont-t-ils vérifiés par les opéra-
teurs de fusion contraintes ?

– De façon évidente, le principe d’universalité n’est pas vérifié puisque les mondes ne sont pas
ordonnés totalement, bien que les opérateurs de fusion contraintes opèrent sur n’importe quel
profil de croyances et que les principe de non-dictature soitvérifié.

– Le principe d’unanimité est vérifié grâce au postulat(IC2), qui pose que si tous les agents sont
d’accord sur un monde, celui-ci fait partie des mondes retenus dans la fusion.

– Enfin, le principe d’indépendance vis-à-vis des états non disponibles n’est pas vérifié en général
par les opérateurs de fusion contrainte. On peut vérifier surl’exemple suivant que les opérateurs
de fusion contraintes∆Σ ne vérifient pas ce principe.
Exemple 26. On considère trois agentsK1, K2 etK3 dont les croyances sont représentées res-
pectivement par les ensembles de modèles{000, 111}, {001, 010, 100} et {011, 101, 110}. Alors
[∆dH ,Σ

⊤ ({K1,K2,K3})] = {001, 010, 011, 100, 101, 110} (voir tableau 2.2).

ω K1 K2 K3 ∆
dH ,Σ
⊤ ({K1, K2, K3})

000 0 1 2 3
001 1 0 1 2

010 1 0 1 2

011 1 1 0 2

100 1 0 1 2

101 1 1 0 2

110 1 1 0 2

111 0 2 1 3

TAB . 2.2 – Fusion avec∆dH ,Σ
µ .

Si l’on restreint l’ensemble des alternatives (l’ensembledes mondes) en retirant le monde111,
alors l’intensité avec lequel l’agent 1 croit aux autres alternatives est modifiée, puisque cette in-
tensité dépend de ses modèles, et que111 ne fait plus partie de ses modèles. Or, cette intensité
influe sur le résultat de la fusion. Le résultat est différent, on a dans ce cas
[∆dH ,Σ

⊤ ({K1,K2,K3})] = {001, 010, 100} (voir tableau 2.3). Cela montre que la préférence
du groupe est modifiée par rapport aux mondes011, 101, 110, alors que les préférences indivi-
duelles ne sont pas modifiées (pour l’agent 1, l’alternative000 est toujours préférée strictement
aux autres, comme au départ).
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ω K1 K2 K3 ∆
dH ,Σ
⊤ ({K1, K2, K3})

000 0 1 2 3
001 1 0 1 2

010 1 0 1 2

011 2 1 0 3
100 1 0 1 2

101 2 1 0 3
110 2 1 0 3

TAB . 2.3 – Fusion avec∆dH ,Σ
µ .

Le principe d’indépendance vis-à-vis des états non disponibles vise surtout à éviter la comparaison
des utilités individuelles en économie. L’utilité peut être vue, en simplifiant, comme un score re-
présentant l’intensité avec laquelle un individu préfère une alternative. La comparaison des utilités
est très souvent vue comme gênante, dans la mesure où si un individu A affirme qu’il préfère 2
fois plus l’alternativex à l’alternativey, qu’un individuB affirme qu’il préfère 8 fois plus l’alter-
nativex à l’alternativey, rien ne permet de savoir si l’individuB n’est pas 4 fois plus sensible que
A. Comme il n’y a pas d’échelle objective derrière ces notionsd’utilité, il est sage de s’interdire
des comparaisons numériques, et de se limiter à des pré-ordres qui ne donnent pas d’information
quantitative sur l’utilité des alternatives. Arrow cite Bentham dans [Arr63] pour illustrer ce point :
"This is vain to talk of adding quantities which after the addition will continue distinct as they
were before, one man’s happines will never be another man’s happiness : a gain to one man is no
gain to another : you might as well pretend to add 20 apples to 20 pears..."
Dans le cas de la fusion, la chose est différente puisque l’intensité des préférences n’est pas décidée
a priori par les agents, mais dépend de l’opérateur utilisé.Il y a donc une réelle indépendance entre
les préférences des agents et l’utilité que l’opérateur affecte à chaque monde. On peut considérer
ici, pour la fusion, que l’opérateur permet la comparaison des utilités puisqu’il établit lui-même
une échelle d’intensité de préférences commune à tous les agents, qui est de ce fait objective. En
fusion propositionnelle «pure», on a de fait une hypothèse de commensurabilité liée à l’existence
de deux strates : pour chaque agent, un monde est retenu (resp. rejeté) pour exactement la même
raison (être un modèle -resp. un contre-modèle- des croyances de l’agent).
Un autre point intéressant est soulevé par le théorème de Gibbard-Satterthwaite. Pour ce théorème,
le principe d’indépendance vis-à-vis des états non pertinents n’est pas nécessaire, donc il semble
que les hypothèses de ce théorème soient remplies. Cependant, la question est la signification
même de la manipulabilité, qui pose problème dans le cadre dela fusion. En effet, dans le cadre
du théorème de Gibbard-Satterthwaite, le résultat du vote est une alternative et on dispose des
préférences complètes de chaque agent sur l’ensemble des alternatives. Il est donc simple de définir
la manipulation : un votant a intérêt à mentir si cela lui permet de faire élire une alternative qu’il
préfère à celle qui serait élue s’il était sincère. Dans le cadre de la fusion, on ne dispose pas d’un
classement complet entre chaque alternative pour les agents d’une part, et d’autre part le résultat
de la fusion n’est en général pas un monde unique. Il est donc plus délicat ici de définir quel intérêt
un agent a à mentir sur ses croyances ou ses buts.

2.3 Généralisation du Théorème de Gibbard-Satterthwaite

Des travaux récents (voir [DS00, CZ02, BDS01]) ont porté surl’extention du théorème de Gibbard
et Satterthwaite à des procédures de vote qui sélectionnentnon plus une alternative unique, mais
un ensemble d’alternatives. Ces procédures ne sont plus desfonctions de choix social, mais sont
appelées descorrespondances de choix social. La question qui se pose dans ce cadre, de même
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que dans la fusion, est de pouvoir déterminer les préférences des agents sur les issues possibles du
vote (c’est-à-dire sur des ensembles d’alternatives) à partir de leurs préférences individuelles sur
les alternatives.
Formellement, unecorrespondance de choix socialest une fonctionC : L(A)n → 2A, qui associe
à tout profil de préférenceP = (P1, . . . , Pn) un ensemble d’alternativesC(P ).
En général, la définition de la non-manipulabilité dans ce cadre fait appel à la notion d’utilité. Une
utilité pour l’agenti est une fonctionu qui associe un réel à chaque alternative, de façon à respecter
les préférences dei : u(x) > u(y) si et seulement six est une alternative strictement préférée à y
pour i. u(x) représente en quelque sorte l’utilité pouri de l’alternativex.
Pour Duggan et Schwartz [DS00], une manipulation est possible s’il existe un votanti tel que pour
toute probabilitéλ sur l’ensemble des alternativesC(P ), pour toute probabilitéλ′ sur l’ensemble
des alternativesC(P ′) choisi par la correspondance de choix social lorsque l’agent iment, il existe
une utilitéu pour l’agenti surC(P ) ∪ C(P ′) tels queΣx∈C(P ′)λ

′(x)u(x) > Σx∈C(P )λ(x)u(x).
En quelque sorte, l’utilité globale est plus élevée pour l’individu i s’il ment que s’il est sincère.
Ces auteurs ont alors montré que le résultat de Gibbard-Satterthwaite pouvait s’étendre dans ce
cas. Plus précisément, s’il y a plus de trois alternatives possibles, il n’existe pas de correspondance
de choix social non manipulable qui vérifie à la fois les conditions suivantes :

(CS) Pour toute alternativex, il existe un profilP tel quex ∈ C(P ) (Souveraineté Citoyenne
-ou surjectivité- deC).

(ND) Il n’existe pasi tel que pour tout profilP et alternativex, {x} = C(P ) si x est l’alternative
préférée dei (Non-Dictature).

(RR) Pour i donné, si toutes les préférencesPj 6=i sont les mêmes, avecx classé premier ety
deuxième, et que la préférence dei, Pi, est soit la même, soit contienty classé premier etx
deuxième, alorsC(P ) est un singleton (Résistance Résiduelle).

Interprétées dans le cadre de la fusion propositionnelle, on voit immédiatement que les deux pre-
mières propriétés souhaitées,(CS) et (ND), sont vérifiées. La troisième, en revanche, n’est pas
vraie en général, comme le montre l’exemple suivant :
Exemple 27. On considère trois agentsK1, K2 et K3 dont les croyances sont représentées
respectivement par les ensembles de modèles{001}, {001} et {111}. Alors la fusion du profil
E = {K1,K2,K3} basée sur la distance de HammingdH et l’une des fonctions d’agrégation
Max ouGMax est[∆dH ,f

⊤ ({K1,K2,K3})] = {011, 101} (voir tableau 2.4).

ω K1 K2 K3 ∆
dH ,Max
⊤ ({K1, K2, K3}) ∆

dH ,GMax
⊤ ({K1, K2, K3})

000 1 1 3 3 (3, 1, 1)
001 0 0 2 2 (2, 0, 0)
010 2 2 2 2 (2, 2, 2)
011 1 1 1 1 (1, 1,1)
100 2 2 2 2 (2, 2, 2)
101 1 1 1 1 (1, 1,1)
110 3 3 1 3 (3, 3, 1)
111 2 2 0 2 (2, 2, 0)

TAB . 2.4 – Fusion avec∆dH ,f
µ .

Dans cet exemple, on peut voir que001 est l’alternative préférée pour deux agents, et111 est
seconde, alors que111 est préférée pour le troisième agent et001 est seconde. Cependant, le
résultat de la fusion n’est pas une alternative unique.
Ainsi, la condition(RR) n’est pas vérifiée en général dans le cadre de la fusion, et Duggan et
Schwartz montrent dans l’article [DS00] que cette condition ne peut être relaxée.
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Dans [BDS01], S. Barberà, B. Dutta et A. Sen proposent une autre voie pour définir la notion
de manipulabilité lorsqu’un ensemble d’alternatives est sélectionné. Ces auteurs utilisent non plus
des ordres sur les alternatives, mais sur les ensembles d’alternatives, ce qui rend la définition de la
manipulabilité aussi simple que si l’alternative est unique. Pour déterminer cet ordre à partir des
préférences sur les alternatives, ils supposent l’existence de fonctions d’utilité sur l’ensemble des
alternatives pour chaque agent, qui affectent des utilitésdifférentes à chaque alternative. Ils sup-
posent également fixé un assignementλ sur l’ensemble des alternatives (qui peut être vu comme
une distribution de probabilité), tel que pour toute alternative ai, λ(ai) > 0 et Σiλ(ai) = 1.
Alors, ils peuvent définir une relation de préférence entre sous-ensembles d’alternatives pour un
agent. Ils associent à chaque sous-ensemble un réel correspondant à la somme des utilités des
alternatives du sous-ensemble pondérées par l’assignement normalisé. Cette idée est finalement
très proche de la proposition de Duggan et Schwartz, qui calculent également l’utilité globale de
deux sous-ensembles d’alternatives à l’aide d’une utilitéet d’une probabilité. La différence prin-
cipale entre ces travaux est que pour qu’il y ait manipulation, Duggan et Schwartz imposent que
pour toute probabilité, il existe une utilité pour laquellementir est plus profitable qu’être sincère.
En revanche, Barberà, Dutta et Sen utilisent une seule probabilité sur l’ensemble des alternatives
pour définir un ordre entre ensembles d’alternatives, et donc la notion de manipulabilité. Barberà,
Dutta et Sen établissent dans [BDS01] un théorème comparable à celui de Duggan et Schwartz.
Un intérêt supplémentaire de cette approche est qu’elle permet de définir de nouvelles correspon-
dances de choix social, par exemple en choisissant comme résultat du vote l’union des ensembles
d’alternatives préférées. L’approche de Ching et Zhou [CZ02] est très proche de celle que nous
venons d’évoquer du point de vue de la définition de la non-manipulabilité. Ils utilisent eux-aussi
des préférences sur les ensembles définies grâce à une utilité et un assignement.

2.4 Agrégation de jugements

L’agrégation de jugements individuels sur des propositions interdépendantes est un domaine récent
en théorie du choix social. Alors que le domaine principal dela théorie du choix social concerne l’agréga-
tion de préférences, c’est-à-dire l’agrégation de relations de préférences sur un ensemble d’alternatives,
l’agrégation de jugement a pour but d’agréger les jugements(oui-non) individuels sur un ensemble de
propositions interdépendantes (exprimées en logique propositionnelle).

L’exemple [KS93] suivant illustre parfaitement les difficultés particulières que l’on peut rencontrer
en agrégeant des jugements individuels.

Exemple 28. On considère un tribunal constitué de trois juges, chargé destatuer sur la responsabilité
d’un employé accusé de rupture de contrat. Légalement, la cour est habilité à considérer l’accusé res-
ponsable légalement (r) si et seulement si un contrat valide était en place (v) et si le comportement de
l’employé a eu pour conséquence la rupture de contrat (c), formellement (r ⇔ v ∧ c). On peut représen-
ter les jugements des trois juges dans le tableau 28, dans lequel oui etnon indique respectivement que
le juge accepte ou rejette la proposition correspondante.

contrat validev rupture du contratc responsabler
juge1 oui oui oui
juge2 oui non non
juge3 non oui non

TAB . 2.5 – Dilemme discursif

On peut vérifier que les jugements de chacun des juges formentun ensemble cohérent, et qu’ils
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respectent la conditionr ⇔ v ∧ c. Néanmoins, une majorité stricte supporte la propositionv (« le
contrat est valide»), une majorité stricte supporte la propositionc (« le comportement de l’employé a eu
pour conséquence la rupture de contrat»), et une majorité stricte rejette la propositionr (« l’accusé est
responsable légalement de la rupture de contrat»). Cela montre que le vote majoritaire peut engendrer
un ensemble incohérent de jugements, même si chaque ensemble individuel de jugement est cohérent.

Le paradoxe illustré par cet exemple est appelé paradoxe doctrinal (doctrinal paradox) ou dilemme
discursif (discursive dilemna). Ce paradoxe est présent lorsquen ≥ 2 agents ont des jugements cohérents
sur un ensemble de propositions, et que l’agrégation de ces jugements par un vote majoritaire conduit
à un ensemble propositionnel incohérent. De nombreux travaux [LP04, Die06] ont cherché à établir les
conditions d’apparition de ce paradoxe.

SoitF l’ensemble des propositions sur lesquelles des jugements doivent être fait. On note, pour un
individu i, φi l’ensemble des formules quei accepte. En général, dans ce cadre de travail, on suppose
que l’ensemble des jugements individuelsφi est cohérent, clôt déductivement, et complet.φi est clôt
déductivement signifie que siφi entraîne une propositionq de F, alorsq est dansφi («un individu accepte
les conséquences logiques de ce qu’il accepte»).φi est complet signifie que pour toute propositionp de
F , φi contientp ou¬p. On appelle profil de jugements personnels l’ensembleφ1, . . . , φn. Une fonction
d’agrégation de jugementsf associe à tout profil de jugements personnels un sous-ensemble φ deF
cohérent, clôt déductivement et complet. On peut attendre de la fonctionf des conditions minimales :

– Domaine universel (U) :f doit accepter n’importe quel profil de jugement comme entrée.
– Anonanymité (A) :Pour tout profil de jugement{φi}1 ≤ i ≤ n et toute permutationσ de
{1, . . . , n}, f({φi}1≤i≤n) = f({φσ(i)}1≤i≤n).

– Systématicité (S) :Il existe une fonctiong : {0, 1}n → {0, 1} telle que pour tout profil de jugement
{φi}1≤i≤n dans le domaine def ,
f({φi}1≤i≤n) = {φ ∈ F | g(γ1(φ), γ2(φ), . . . , γn(φ)) = 1}, où pour touti ∈ {1, . . . , n} et
φ ∈ F , γi(φ) = 1 si φ ∈ φi etγi(φ) = 0 si φ 6∈ φi.

La condition(U) exige quef considère tout profil de jugement comme admissible. La condition(A)
exige quef traite de façon équivalente tout ensemble de jugement individuel, quel que soit son rang
dans le profil. La condition(S) impose que le jugement collectif sur une proposition ne dépende que de
l’assignement individuel sur cette proposition, et que le même assignement soit valable pour toutes les
propositions.

Alors, List et Pettit [LP04] ont montré un théorème d’impossibilité pour l’agrégation de jugement,
comparable au théorème d’Arrow pour l’agrégation de préférences :

Proposition 23. [LP04] Il n’existe pas de fonction d’agrégation de jugementsatisfaisant les conditions
(U), (A) et (S).

Dans l’article [LP04], List et Pettit compare l’agrégationde jugement et l’agrégation de préférences,
dans le but de savoir si le théorème d’Arrow et la proposition23 sont indépendants. Il apparaît que les
deux théorèmes ne sont pas des corollaires l’un de l’autre. De plus, leurs travaux montrent que les moyens
d’échapper aux conséquences du théorème d’Arrow et à cellesde la proposition 23 sont les mêmes. Pour
eux, c’est la démonstration que ces deux théorèmes ne peuvent pas être seulement interprétés comme
la preuve de l’impossibilité de deux méthodes d’agrégationparticulières, mais qu’ils doivent également
permettre de guider la recherche de solutions pour prendre des décisions collectives et de connaître les
limites de l’agrégation «automatique».

Parallèlement à ce travail pour rechercher une méthode «correcte» d’agrégation de jugement (équi-
valent du théorème d’Arrow), Dietrich [Die06] c’est lui intéressé à un autre aspect important en théorie
du choix social, la manipulation. Dietrich n’autorise pas n’importe quel type d’ensemble pour la mani-
pulation. En effet, pour queφ′i soit proposé à la place du véritable ensemble de jugementφi de l’agent
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i, il faut queφi et φ′i ait la même clôture. La clôture d’un ensemble de formulesφ est l’ensemble des
propositionsp deF telles queA |= p ouA |= ¬p, pour tout sous-ensembleA deφ. On considère qu’il
y a une manipulation si une décision concernant une proposition p est inversée, c’est-à-dire que le profil
initial conduit à un ensemble cohérent qui entraînep, alors que le profil modifié conduit à un ensemble
cohérent qui entraîne¬p. Dietrich explique dans [Die06] que la condition de systématicité entraîne la
non-manipulabilité des fonction d’agrégation de jugement.

Il donne un autre théorème d’impossibilité, proche de celuide List et Pettit, dans lequel il définit
également des propriétés souhaitables pour une fonction d’agrégation de jugement, qui sont les condi-
tions d’universalité(U) et de systématicité(S), plus la condition de non constance(C), qui est la suivante :

Non constance (C): Il existe deux profils de jugements individuels{φi}1≤i≤n et {φ′i}1≤i≤n surF
tels quef({φi}1≤i≤n) 6= f({φ′i}1≤i≤n).

Une fonction d’agrégation de jugement est dictatoriale s’il existed (le dictateur) tel que pour tout
profil {φi}1≤i≤n surF , f({φi}1≤i≤n) = φd.

Le théorème d’impossibilité s’énonce ainsi :

Proposition 24. SiF contient au moins deux propositions (qui ne sont pas équivalentes entre elles, ou
équivalentes entre elles à une négation près, ou tautologiques ou contradictoires), alors une fonction
d’agrégation de jugementsf satisfait(U), (S)et (C) si et seulement si elle est dictatoriale.

Ce domaine de recherche est très récent en théorie du choix social. Quelques pistes pour échapper
à ces théorèmes sont, comme pour le théorème d’Arrow, de relaxer certaines hypothèses du théorème.
Une autre piste est de travailler seulement sur des prémisses indépendantes, afin d’obtenir un ensemble
collectif de jugements cohérent (supprimer les dépendances entre propositions).
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Chapitre 3

Manipulation des processus de fusion
propositionnelle

Introduction

Les opérateurs de fusion propositionnelle ont pour objet dedéterminer les croyances/buts d’un
groupe d’agents à partir des croyances/buts de chaque membre du groupe exprimés en logique proposi-
tionnelle. Bien que croyances et buts soient des notions distinctes, les opérateurs de fusion peuvent être
utilisés typiquement pour fusionner des croyances ou des buts. Ainsi, la plupart des propriétés logiques
proposées par Revesz [Rev93, Rev97] et également par Konieczny et Pino Pérez [KP98, KP02a] pour
caractériser des opérateurs de fusion de croyances rationnels peuvent être utilisées aussi bien bien pour
caractériser les opérateurs de fusion de buts rationnels.

Qu’il s’agisse de buts ou de croyances, dans de nombreuses situations, les agents ont des préférences
sur les résultats possibles du processus de fusion (c’est-à-dire les bases fusionnées). Lorsque l’on s’in-
téresse à des buts, un agent est sûrement satisfait lorsque ses buts individuels sont choisis comme buts
du groupe. Dans le cas de la fusion de croyances, un agent peutêtre désireux d’imposer ses croyances
au groupe (c’est-à-dire «convaincre» les autres agents), en particulier parce que les décisions du groupe
peuvent être prises en fonction des croyances du groupe, et peuvent donc concerner l’agent en question.

Si un des agents a une préférence sur le résultat de la fusion entre tous les résultats possibles (i.e.
entre les différentes bases fusionnées possibles), il peutêtre tenté de modifier le processus de fusion en
mentant sur ses vraies croyances, ou buts, si cela conduit à une meilleure base fusionnée de son point de
vue. Evidemment, les opérateurs de fusion non manipulables, et donc capables de garantir l’équité entre
les agents lors du processus de fusion, sont préférables auxautres.

Considérons à nouveau l’exemple de fusion de buts des trois amis qui veulent programmer leurs
vacances (cet exemple sera utilisé comme exemple récurrentdans toute la suite de cette partie).

Exemple 29. On a vu que les buts du groupe obtenus en utilisant l’opérateur △dH ,Σ
µ sont soit d’aller à

la mer pour une longue période, soit d’aller à la montagne, soit de rester à la maison pour une courte
période. Ainsi, le groupe peut choisir d’aller à la mer seulement pour une longue période, ce qui ne
fait pas partie des choix de Marie. Cependant, si Marie ment et prétend que, pour une courte période,
elle veut aller à la montagne seulement, ou rester à la maison, alors le résultat du processus de fusion
sera différent. En effet, dans ce cas, et pour le même opérateur, les buts du groupe seront d’aller à la
montagne pour une courte période, ou de rester à la maison, cequi correspond aux buts de Marie. Dans
ce cas, elle a tout intérêt à mentir.

De façon similaire, le problème de la manipulation doit êtreconsidéré dans de nombreuses situations
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de fusion de croyances, simplement parce que des décisions rationnelles sont typiquement prises en
fonction de l’état « réel» du monde. Lorsque les agents ont des croyances contradictoires à ce propos,
la fusion des croyances du groupe permet de déterminer l’état « réel» du monde pour le groupe, et
manipuler le processus de fusion est un moyen de modifier les croyances résultantes du groupe afin de
les rendre plus proches de ses propres croyances. En conséquence, les futures décisions prises par le
groupe seront plus conformes aux décisions que l’agent aurait prises seul. Par exemple, supposons que
les trois amis soient d’accord pour abandonner l’idée de se rendre en montagne si le temps est mauvais.
Si Pierre croit que le temps va être mauvais, alors il est susceptible de tenter de manipuler les croyances
du groupe de manière à faire croire au groupe que le temps va être mauvais et ainsi de faire abandonner
au groupe la décision d’aller en montagne, ce qui est conforme à la décision qu’il aurait prise seul.

Il existe de nombreux cadres multi-agents dans lesquels lesagents échangent des informations et
doivent prendre des décisions individuelles basées sur leurs croyances. Dans ce cas, la connaissance
est un moyen de tirer avantage de la situation et ainsi les agents ont intérêt à cacher ce qu’ils savent
et à apprendre le plus possible des autres : être mieux informés que les autres permet de prendre de
meilleures décisionsindividuellesqu’eux. Par exemple, Shoham et Tennenholtz [ST05] ont étudié le
calcul de fonction non coopératif : chaque agent communiquede l’information (honnêtement ou non)
qui est ensuite utilisée pour calculer la valeur d’une fonction (connue de tous) qui est ensuite retournée à
chaque agent ; le but de chaque agent est d’obtenir la véritable valeur de la fonction, et si possible d’être
le seul à l’obtenir. Dans ce travail, l’information est considérée à un niveau abstrait. En supposant que
les informations sont des croyances et que la fonction est unopérateur de fusion, chaque agent voudrait
connaître la base fusionnée et si possible être le seul à la connaître. En revanche, dans d’autres cas,
lorsque les décisions sont prises collectivement et sont basées sur les croyances du groupe, les agents
sont sûrement satisfaits si les croyances du groupe sont proches de leurs propres croyances. Notre travail
s’est intéressé à ce type de cas, qui est présent dans de nombreuses situations de la vie courante. On peut
illustrer de tels scénarios par un nouvel exemple :

Exemple 30. Un poste est disponible à l’université. La commission chargée du recrutement doit déter-
miner le bon profil pour ce poste. Quatre critères sont considérés : le niveau de la recherche, la qualité
des enseignements, les qualités humaines, et les anciens postes du candidat. En supposant qu’un des
membres de la commission pense que les critères importants sont le niveau de la recherche et les quali-
tés humaines et qu’il est mieux de recruter un candidat qui a eu un bon poste dans le passé, il sera plus
heureux du recrutement si le groupe partage ses convictionsà propos du bon profil. Il peut être tenté de
manipuler le processus de fusion pour atteindre cette situation.

Déterminer si un opérateur de fusion de croyances/buts est manipulable, et si oui, sous quelles res-
trictions on peut éviter toute manipulation est donc une importante question. En effet, les opérateurs de
fusion ont pour fonction de caractériser les croyances/buts du groupe d’agents à partir des croyances/buts
de chaque agent du groupe ; évidemment cet objectif ne peut pas être atteint si les agents ne fournissent
pas leurs «véritables» croyances/buts, ce qui peut être facilement le cas lorsque l’opérateur de fusion
utilisé est manipulable (les agents peuvent être tentés de manipuler le processus dans un tel cas).

Comme les opérateurs de fusion sont typiquement utilisés dans des systèmes artificiels, on peut se
demander si le problème de la manipulation est pertinent dans ce contexte. La réponse dépend principa-
lement du degré de sophistication des agents considérés. Ainsi, dans le contexte d’une base de données
distribuée, les agents (c’est-à-dire les bases de données)n’ont aucune préférence ni évaluation de la base
fusionnée et le problème de la manipulation n’a pas de sens. En revanche, si les agents ont des buts et des
capacités de raisonnement, on ne peut pas exclure la possibilité que les agents soient capables de déceler
des faiblesses au sein du processus de fusion et de les exploiter à leur profit. Lorsque des agents artificiels
avec de grandes capacités de raisonnement sont considérés,le problème de la manipulation peut même
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être plus préoccupant que dans le cas d’agents humains, à cause des capacités de calcul supérieures des
agents artificiels.

Le problème de la manipulabilité est étudié depuis des années en Théorie du Choix Social. Un objec-
tif important est de déterminer les procédures d’agrégation de préférences (et en particulier les méthodes
de vote) qui sont non manipulables. Un résultat célèbre, le théorème de Gibbard-Satterthwaite, énonce
que cet objectif ne peut être atteint : sous certaines hypothèses raisonnables, il n’existe pas de procédure
de vote non manipulable [Gib73, Sat75], voir le paragraphe 2. La seule solution pour échapper à ce ré-
sultat est de relâcher certaines hypothèses. Nous reviendrons plus en détail aux liens entre la fusion de
croyances et l’agrégation de préférence section 4.

La première contribution de cette thèse est de proposer une définition de la manipulation dans le cadre
de la fusion, et d’étudier la manipulabilité des opérateursde fusion propositionnelle de la littérature, à la
fois dans le cas général et sous certaines restrictions. Nous nous sommes focalisés sur les opérateurs dans
le cadre propositionnel parce que ce cadre est suffisamment expressif pour de nombreuses applications
en intelligence artificielle et aussi parce qu’il semble naturel de s’intéresser en premier au cadre le plus
simple possible, pour ensuite pouvoir généraliser l’étudeà des langages plus expressifs. Ce travail a
donné lieu aux publications [EKM04, EKMre].

3.1 Définition de la manipulabilité

Le problème de la manipulation dans le cadre de la fusion peutse poser ainsi : un des agents peut-il,
en supposant qu’il connaisse les croyances/buts de chaque agent et la méthode de fusion, modifier le
résultat de la fusion en mentant sur ses vraies croyances/buts ?

Si l’on peut répondre positivement à cette question, alors l’opérateur de fusion utilisé est manipulable
(un agent peut avoir intérêt à mentir). Ainsi, un opérateur de fusion est manipulable si l’on peut trouver
un profil E = {K1, . . . ,Kn} représentant les bases de croyances des autres agents, une contrainte
d’intégritéµ, et deux basesK etK ′ telles que le résultat de la fusion deE etK ′ est «meilleure» pour
l’agent que le résultat de la fusion deE avec sa base de croyance véritableK (appelée la base initiale).

Définir formellement ce que signifie «meilleur» passe dans notre thèse par l’introduction d’un indice
de satisfaction :

Définition 32 (indice de satisfaction ).
Un indice de satisfactioni est une application deL × L dansIR.

On peut alors définir la notion de manipulabilité pour un indice de satisfaction :

Définition 33 (manipulabilité).
Soit i un indice de satisfaction. Un opérateur de fusion∆ estmanipulablepour i si et seulement si il
existe une contrainte d’intégritéµ, un profilE = {K1, . . . ,Kn}, une baseK et une baseK ′ telle que :

i(K,∆µ(E ⊔ {K ′})) > i(K,∆µ(E ⊔ {K})).

En conséquence : un profilE estmanipulable par une baseK pour un indicei étant donné un opérateur
de fusion∆ et une contrainte d’intégritéµ si et seulement s’il existe une baseK ′ telle que :

i(K,∆µ(E ⊔ {K ′})) > i(K,∆µ(E ⊔ {K})).

Il y a évidemment de nombreuses façons de définir la satisfaction d’un agent étant donné le résultat
d’une fusion, c’est-à-dire une base. Bien que de nombreusesdéfinitionsad hocpuissent être considé-
rées, les trois indices suivants semblent être pertinents,lorsqu’aucune information supplémentaire n’est
disponible.
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Les deux premiers indices sont drastiques : ils prennent la valeur 1 si l’agent est complétement
satisfait,0 s’il ne l’est pas du tout.

Définition 34 (indice drastique faible). On définit l’indice drastique faiblenotéidw
par :

idw
(K,K∆) =

{
1 siK ∧K∆ est cohérent,
0 sinon.

Cet indice prend la valeur 1 si le résultat de la fusion (la base fusionnée, notéeK∆ dans la défini-
tion) est cohérent avec la base de l’agent (K), et 0 sinon. Cela signifie que pour cet indice, l’agent est
entièrement satisfait si et seulement si ses croyances/buts sont cohérents avec la base fusionnée.

Exemple 31.Soit un agent dont les croyances sonta∧ b. Il peut sembler raisonnable de penser qu’il est
plus satisfait par une base fusionnée équivalente àa que par une base fusionnée équivalente à¬b, parce
la première est compatible avec ses croyances (elles ont un modèle en commun), et pas la seconde (elles
n’ont aucun modèle en commun). Pour l’indice drastique faible, l’agent est entièrement satisfait par la
première base et pas du tout par la seconde :

– idw
(a ∧ b, a) = 1,

– idw
(a ∧ b,¬b) = 0.

Définition 35 (indice drastique fort). On définit l’indice drastique fortnotéids
par :

ids
(K,K∆) =

{
1 siK∆ |= K,
0 sinon.

Cet indice prend la valeur 1 si la base de l’agent est une conséquence logique du résultat de la
fusion, et 0 sinon. Pour être totalement satisfait, un agentdoit imposer ses croyances/buts à l’ensemble
du groupe.

Exemple 32. Si l’on considère de nouveau l’exemple précédent (a ∧ b, a et ¬b), on peut penser qu’il
n’y a pas de raison d’être plus satisfait par la première basefusionnée que par la seconde, puisqu’il y a
encore une chance dans le premier cas que la décision prise par le groupe repose sur un contre-modèle
des croyances de l’agent, et soit donc différente de celle qu’il aurait prise seul. On a pour l’indice
drastique fort dans ce cas :

– ids
(a ∧ b, a) = 0,

– ids
(a ∧ b,¬b) = 0.

L’agent n’est pas plus satisfait par la première base que parla seconde.
En revanche, un agent dont les croyances sonta sera à coup sûr plus satisfait par une base fusionnée

équivalente àa∧ b (qui constitue un renforcement de ses croyances) que par unebase fusionnée équiva-
lente àa∨ b. Pour l’indice drastique fort, l’agent est entièrement satisfait par la première base et pas du
tout par la seconde :

– ids
(a, a ∧ b) = 1,

– ids
(a, a ∨ b) = 0.

Il est intéressant de constater que l’indice drastique faible ne fait aucune distinction entre ces deux
bases, pour cet indice en effet l’agent est entièrement satisfait dans les deux cas :

– idw
(a, a ∧ b) = 1,

– idw
(a, a ∨ b) = 1.

Cet exemple illustre le fait qu’il est nécessaire dans certains cas de pouvoir mesurer la satisfaction
d’un agent plus finement que par les indices drastiques, qui ne sont pas aptes à distinguer certaines
nuances (ils ne prennent que deux valeurs). Ainsi, le dernier indice proposé n’est pas booléen, conduisant
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à une notion de satisfaction plus graduelle. Plus la base fusionnée est compatible avec la base de l’agent,
plus l’agent est satisfait. Le degré de compatibilité deK avecK∆ est la proportion de modèles deK
dansK∆ :

Définition 36 (indice probabiliste). On définit l’indice probabilistenotéip par :

ip(K,K∆) =
#([K] ∩ [K∆])

#([K∆])
.

Quand#([K∆]) = 0, on poseip(K,K∆) = 0.

ip(K,K∆) est la probabilité d’obtenir un modèle deK à partir d’un tirage uniforme d’un modèle
deK∆. Cet indice est minimal et vaut 0 quand la base fusionnée ne contient aucun modèle deK, est
maximal et vaut 1 quand tous les modèles de la base fusionnée sont des modèles deK.

Exemple 33. Considérons les exemples précédents pour illustrer le comportement de l’indice probabi-
liste :

idw
(a ∧ b, a) = 1, ids

(a ∧ b, a) = 0, ip(a ∧ b, a) = 1
2 .

idw
(a ∧ b,¬b) = 0, ids

(a ∧ b,¬b) = 0, ip(a ∧ b,¬b) = 0.
idw

(a, a ∧ b) = 1, ids
(a, a ∧ b) = 1, ip(a, a ∧ b) = 1.

idw
(a, a ∨ b) = 1, ids

(a, a ∨ b) = 0, ip(a, a ∨ b) = 2
3 .

On peut se figurer sur cet exemple que ces trois indices ne sontpas indépendants. C’est effectivement
le cas :

Proposition 25.

1. Si un opérateur de fusion est manipulable pouridw
, alors il est manipulable pourip.

2. Soit∆ un opérateur de fusion qui génère uniquement des bases cohérentes3. Si∆ est manipulable
pour ids

, il est manipulable pourip.

Preuve:

1. Supposons que∆µ est manipulable pouridw
. Alors il existe un profilE, une baseK, une baseK ′

et une contrainte d’intégritéµ telles que :

idw
(K,∆µ(E ⊔ {K})) < idw

(K,∆µ(E ⊔ {K ′}))

Commeidw
ne prend que deux valeurs, 0 ou 1, on a :

(a) idw
(K,∆µ(E ⊔ {K})) = 0, donc∆µ(E ⊔ {K}) ∧K n’est pas cohérent, et

(b) idw
(K,∆µ(E ⊔ {K ′})) = 1, donc∆µ(E ⊔ {K ′}) ∧K est cohérent.

(1) implique que#([K]∩[∆µ(E⊔{K})])
#([∆µ(E⊔{K})]) = 0.

(2) implique que#([K]∩[∆µ(E⊔{K ′})])
#([∆µ(E⊔{K ′})]) > 0.

Ainsi,
ip(K,∆µ(E ⊔ {K})) < ip(K,∆µ(E ⊔ {K ′}))

et∆µ est manipulable pourip.

3i.e.∆µ(E) est cohérent pour toutE.
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2. Supposons que∆µ est manipulable pourids
. Alors il existe un profilE, une baseK, une baseK ′

et une contrainte d’intégritéµ tels que :

ids
(K,∆µ(E ⊔ {K})) < ids

(K,∆µ(E ⊔ {K ′}))

Commeids
ne prend que les valeurs 0 et 1, on obtient :

(a) ids
(K,∆µ(E ⊔ {K})) = 0 et∆µ(E ⊔ {K}) 6|= K, et

(b) ids
(K,∆µ(E ⊔ {K ′})) = 1 et∆µ(E ⊔ {K ′}) |= K.

(1) implique que#([K]∩[∆µ(E⊔{K})])
#([∆µ(E⊔{K})]) 6= 1. (2) implique que#([K]∩[∆µ(E⊔{K ′})])

#([∆µ(E⊔{K ′})]) = 1 si ∆µ(E ⊔

{K ′}) est cohérent (ce qui est le cas pour l’opérateur considéré).

Ainsi,
ip(K,∆µ(E ⊔ {K})) < ip(K,∆µ(E ⊔ {K ′}))

et∆µ est manipulable pourip.

2

En revanche, on peut facilement prouver que la manipulabilité pour les indices drastiquesidw
et ids

sont des notions logiquement indépendantes dans le cas général (un opérateur peut être manipulable pour
l’un et pas pour l’autre, il peut l’être pour les deux ou pour aucun).

Pour illustrer les notions introduites, nous revenons à l’exemple récurrent, et donnons des arguments
formels expliquant comment Marie peut manipuler le processus de fusion :

Exemple 34. On considère trois basesK1,K2,K3 telles que[K1] = {000, 001, 111} (les souhaits de
Marie), [K2] = {110, 001} (les souhaits de Alain) et[K3] = {110, 000} (les souhaits de Pierre). Il n’y
a pas de contrainte (µ ≡ ⊤).

[∆dH ,Σ
⊤ ({K1,K2,K3})] = {000, 001, 110} et ids

(K1,∆
dH ,Σ
⊤ ({K1,K2,K3})) = 0.

Si Marie fournit la baseK ′
1, avec[K ′

1] = {000, 001} à la place deK1, alors [∆dH ,Σ
⊤ ({K ′

1,K2, K3})] =

{000, 001} et ids
(K1,∆

dH ,Σ
⊤ ({K ′

1,K2,K3})) = 1. Voir le tableau 3.1 pour les calculs.

ω K1 K ′
1 K2 K3 ∆

dH ,Σ
⊤ ({K1, K2, K3}) ∆

dH ,Σ
⊤ ({K ′

1, K2, K3})
000 0 0 1 0 1 1

001 0 0 0 1 1 1

010 1 1 1 1 3 3
011 1 1 1 2 4 4
100 1 1 1 1 3 3
101 1 1 1 2 4 4
110 1 2 0 0 1 2
111 0 2 1 1 2 4

TAB . 3.1 –∆dH ,Σ est manipulable pourids
.

3.2 Résultats de manipulabilité

Le problème de la manipulabilité est multi-dimensionnel, car de nombreux paramètres interviennent :
l’indice considéré, le nombre de bases fusionnées, la présence ou l’absence de contraintes d’intégrité...
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Dans le cas général, les familles d’opérateurs de fusion quisélectionnent des modèles ou des formules
sont manipulables pour les trois indices définis. Cela signifie qu’il existe des opérateurs de chaque famille
qui sont manipulables.

Cependant, en considérant certaines restrictions par rapport au cas général, on obtient des résultats
de non-manipulabilité. En étudiant les différentes restrictions possibles de façon systématique, on peut
obtenir les limites entre manipulation et non-manipulation pour les opérateurs de fusion propositionnelle
de la littérature.

Quelles restrictions considérer pour la fusion ?
– Une première restriction concerne le nombre de bases participant à la fusion. La question est la

suivante : le nombre de bases impliquées dans la fusion a-t-il une influence sur la manipulabilité
d’un opérateur ? Nous verrons qu’en général, on peut répondre positivement à cette question.
Plus précisément, un palier intéressant est obtenu pour deux agents : dans certaines situations,
aucune manipulation n’est possible pour deux bases, alors qu’avec plus de bases, elle devient
possible. Comme la base tautologique joue typiquement un rôle «d’élément neutre» pour tous les
opérateurs considérés, ce qui signifie que pour toutE, µ, on a△µ(E) ≡ △µ(E ⊔ {⊤}), si un
opérateur est manipulable pour des profils avecn bases, il est manipulable pour des profils avec
m > n bases.

– Un autre paramètre est la complétude des bases de croyances/buts de l’agent cherchant à manipu-
ler. Dans certains cas, ce type de croyances/buts interdit toute manipulation.

– Un troisième paramètre important est la présence de contraintes d’intégrité. En effet, la présence
de contraintes d’intégrité non triviales (µ 6≡ ⊤) peut permettre une manipulation, alors qu’elle est
impossible sans contrainte d’intégrité, et le contraire est également vrai.

– Une restriction peut également être faite sur les stratégies acceptables. Dans le cas général, l’agent
manipulateur est libre de présenter n’importe quelle base,même si elle est assez éloignée de ses
croyances/buts réels. Cependant, il existe de nombreuses situations où les agents participant à la
fusion ont des connaissances partielles des croyances/buts des autres agents. Par exemple, dans un
cadre de résolution coopérative de problèmes, il peut être décidé que n’importe quel agent pouvant
répondre à une requête en un temps limité doit la communiqueraux autres agents. A l’inverse, le
protocole de communication peut les obliger à informer les autres agents qu’ils sont définitive-
ment incapables de répondre à la requête. Ce genre d’échanged’informations permet à tous les
agents d’avoir une connaissance partielle des modèles ou des contre-modèles des véritables bases
de croyances/buts des autres agents. Evidemment, si cette connaissance contredit la base présen-
tée, l’agent manipulateur risque d’être démasqué. Dans la suite, nous étudierons deux restrictions
sur les stratégies possibles (et les notions correspondantes de manipulabilité) : la manipulation par
érosion (resp. dilatation) qui permet de reporter seulement une baseK ′ logiquement plus forte
(resp. plus faible) que la base réelleK. La manipulation par érosion (resp. dilatation) est sûre pour
l’agent manipulateur quand tous les autres agents ont des connaissances sur une partie des contre-
modèles (resp. modèles) des véritables croyances/buts. Onpeut voir la manipulation par érosion
comme un mensonge par omission (on ne présente qu’une partiede ses modèles), et la manipula-
tion par dilatation comme un mensonge par spécialisation (la véritable base est une spécialisation
de la base présentée).

3.2.1 Opérateurs à sélection de modèles

Le premier point est qu’il n’y a pas de résultat général de non-manipulabilité (i.e. s’appliquant à toute
fonction d’agrégation et toute distance) : nous n’avons pasobtenu dans le cadre de la fusion de résultat
d’impossibilité comparable au théorème de Gibbard et Sattherwaite pour cette famille d’opérateurs.

Cependant, nous avons obtenu certains résultats de non-manipulabilité assez généraux. Les trois
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propositions suivantes présentent ces résultats de non-manipulabilité, du plus général (pour toute fonction
d’agrégation quand la distance drastiquedD est considérée), aux plus spécifiques (pour toute distanced
lorsque la fonction d’agrégation estΣ) :

Proposition 26. Soitf une fonction d’agrégation quelconque.∆dD,f
µ n’est manipulable pour aucun des

indicesip, idw et ids.

Preuve:
la preuve est organisée en trois parties : par l’absurde, on montre que l’utilisation de la distance dras-
tique entraîne que la distance minimale entre un modèle deµ etE⊔{K} est égale à la distance minimale
entre un modèle deµ etE ⊔ {K ′}. Ensuite, il est facile de prouver que le nombre de modèles deK est
plus élevé dansE ⊔ {K} que dansE ⊔ {K ′}. Finalement, on montre que le nombre de contre-modèles
deK ’ est plus élevé dansE ⊔ {K ′} que dansE ⊔ {K}, ce qui entraîne une contradiction.

Grâce à la proposition 25, on sait que si un opérateur∆dD ,f
µ est non manipulable pourip, il est

aussi non manipulable pouridw
et ids

. Ainsi, si l’on prouve la non-manipulabilité de∆dD ,f
µ pour ip, on

prouve également la non-manipulabilité pour les deux autres indices. Nous allons prouver cela avec un
raisonnement par l’absurde : supposons qu’il existe un opérateur de fusion∆dD ,f

µ , oùdD est la distance
drastique etf est une fonction d’agrégation, qui est manipulable pourip. Alors, il existe une contrainte
d’intégritéµ, un profilE, et deux basesK etK ′ tels queip(K,∆

dD ,f
µ ({K}⊔E)) < ip(K,∆

dD ,f
µ ({K ′}⊔

E)), ce qui est équivalent à

#([K] ∩ [E △dD,f
µ K])

#([E △dD ,f
µ K])

<
#([K] ∩ [E △dD ,f

µ K ′])

#([E △dD,f
µ K ′])

oùE△dD ,f
µ K est une notation plus légère pour∆dD,f

µ ({K}⊔E)). On note aussidmin(E⊔dD ,f
µ {K}) =

min({dD(ω,E ⊔ {K}) | ω |= µ},≤).
On va à présent montrer quedmin(E ⊔dD ,f

µ {K}) = dmin(E ⊔dD,f
µ {K ′}) :

– Tout d’abord, on peut remarquer queip(K,E△dD ,f
µ K) 6= 1 : en effet, siip(K,E△dD ,f

µ K) = 1,
alors l’indice de satisfaction prend sa valeur maximale, ilest donc impossible de l’augmenter.
Commeip(K,E △dD ,f

µ K) < 1, on a#([K] ∩ [E △dD,f
µ K]) < #([E △dD,f

µ K]), donc il y a au
moins un modèle deE △dD,f

µ K qui n’appartient pas àK :

∃ω1 |= (¬K) ∧ µ, dD(ω1, E ⊔ {K}) = dmin(E ⊔dD ,f
µ {K}).

Commeω1 |= (¬K) ∧ µ, on adD(ω1,K) = 1 et cette distance est maximale (puisquedD est
la distance drastique). On a immédiatement quedD(ω1,K) ≥ dD(ω1,K

′). Ainsi dD(ω1, E ⊔
{K}) ≥ dD(ω1, E ⊔ {K ′}) (car la fonction d’agrégationf est croissante).
CommedD(ω1, E ⊔{K}) = dmin(E ⊔dD ,f

µ {K}), on obtientdmin(E ⊔dD,f
µ {K}) ≥ dD(ω1, E ⊔

{K ′}). De plusdD(ω1, E ⊔ {K ′}) ≥ dmin(E ⊔dD,f
µ {K ′}) par définition dumin et comme

ω1 |= µ, on a
dmin(E ⊔dD,f

µ {K}) ≥ dmin(E ⊔dD ,f
µ {K ′}) (∗).

– On peut aussi remarquer queip(K,E △dD,f
µ K ′) 6= 0 : en effet siip(K,E △dD ,f

µ K ′) = 0, alors
ip(K,E △dD ,f

µ K ′) est minimal, donc la valeur prise parip n’a pas augmenté, ce qui contredit
l’hypothèse de manipulation.
Si ip(K,E△dD,f

µ K ′) 6= 0, alors on peut trouver au moins un modèle deK∧µ dansE△dD,f
µ K ′ :

∃ω1 |= K ∧µ, dD(ω1, E⊔{K ′}) = dmin(E⊔dD,f
µ {K ′}). Puisqueω1 |= K, on adD(ω1,K) = 0

et comme cette distance est minimale, on adD(ω1, E ⊔ {K}) ≤ dD(ω1, E ⊔ {K ′}), et donc
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dD(ω1, E ⊔{K}) ≤ dmin(E ⊔dD ,f
µ {K ′}), parce quedD(ω1, E ⊔{K ′}) = dmin(E ⊔dD,f

µ {K ′}).
De plus,dD(ω1, E ⊔ {K}) ≥ dmin(E ⊔dD,f

µ {K}) par définition dumin et puisqueω1 |= µ. On
a donc :

dmin(E ⊔dD ,f
µ {K}) ≤ dmin(E ⊔dD,f

µ {K ′}) (∗∗).

A partir des inéquations (*) et (**), on obtient :

dmin(E ⊔dD,f
µ {K}) = dmin(E ⊔dD ,f

µ {K ′}). (3.1)

On va montrer qu’on peut seulement augmenter le nombre de contre-modèles deK dansE△dD ,f
µ K ′,

et diminuer le nombre de modèles deK dansE △dD ,f
µ K ′.

– Soitω un contre-modèle deK qui est un modèle deE △dD,f
µ K : ω |= (¬K) ∧ (E △dD ,f

µ K).
Commeω |= ¬K, on a dD(ω,K) = 1 et cette distance est maximale. AinsidD(ω,K) ≥
dD(ω,K ′). Alors :

dD(ω,E ⊔ {K}) ≥ dD(ω,E ⊔ {K ′}) (3.2)

parce que la fonction d’agrégationf est croissante.
Puisqueω |= E △dD ,f

µ K, on adD(ω,E ⊔ {K}) = dmin(E ⊔dD,f
µ {K}). Avec (3.2), on a

dmin(E ⊔dD ,f
µ {K}) ≥ dD(ω,E ⊔ {K ′}).

Commedmin(E ⊔dD,f
µ {K}) = dmin(E ⊔dD,f

µ {K ′}) avec (3.1), on obtient :dmin(E ⊔dD,f
µ

{K ′}) ≥ dD(ω,E ⊔ {K ′}).

Par définition dumin et commeω |= µ (carω |= E △dD ,f
µ K), on déduit queω est un modèle de

E △dD ,f
µ K ′.

On peut conclure que tout modèle deE △dD ,f
µ K qui n’est pas un modèle deK est un modèle de

E △dD ,f
µ K ′. Ainsi : [¬K] ∩ [E △dD,f

µ K] ⊆ [¬K] ∩ [E △dD ,f
µ K ′].

– Finalement, soitω un modèle deK qui est aussi un modèle deE △dD ,f
µ K ′ :

ω |= K ∧ (E △dD ,f
µ K ′).

Commeω |= K, on adD(ω,K) = 0 et cette distance est minimale. AlorsdD(ω,K) ≤ dD(ω,K ′),
et :

dD(ω,E ⊔ {K}) ≤ dD(ω,E ⊔ {K ′}) (3.3)

car la fonction d’agrégation est croissante.
Commeω |= E △dD ,f

µ K ′, on adD(ω,E ⊔ {K ′}) = dmin(E ⊔dD ,f
µ {K ′}). Avec (3.3), on a

dD(ω,E ⊔ {K} ≤ dmin(E ⊔dD ,f
µ {K ′}).

Puisquedmin(E ⊔dD,f
µ {K}) = dmin(E ⊔dD ,f

µ {K ′}) avec (3.1), on obtientdD(ω,E ⊔ {K} ≤

dmin(E ⊔dD ,f
µ {K}).

Par définition dumin et commeω |= µ (parce queω |= E △dD ,f
µ K ′), on déduit queω est un

modèle deE △dD ,f
µ K.

On peut conclure que tout modèle deE △dD,f
µ K ′ qui est un modèle deK est aussi un modèle de

E △dD ,f
µ K. Il s’en suit que[K] ∩ [E △dD,f

µ K ′] ⊆ [K] ∩ [E △dD ,f
µ K].

Comme on peut uniquement augmenter le nombre de contre-modèles deK dansE △dD,f
µ K ′ et

diminuer le nombre de modèles deK dansE △dD ,f
µ K ′, la proportion de modèles deK dansE △dD,f

µ

K ′ est inférieure à celle dansE △dD ,f
µ K. Cela contredit l’hypothèse et montre que∆dD ,f

µ est non
manipulable pourip. On en déduit la non-manipulabilité pour les trois indices.

2

Proposition 27. Soitd une distance quelconque. En supposant que deux bases seulement sont fusionnées,
∆d,Σ

⊤ n’est pas manipulable pouridw ni pour ids.
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Preuve:
dans cette preuve, on montre d’abord que la fusion de deux bases est cohérente avec chacune de ces
bases. Alors, la proposition suit immédiatement.

La non-manipulabilité pour ces deux indices drastiques estune conséquence directe de la propriété
suivante :

Lemme 28. SiE = {K1,K2}, alors∆d,Σ
⊤ (E) ∧K1 et∆d,Σ

⊤ (E) ∧K2 sont cohérents.

Preuve:
on montre que∆d,Σ

⊤ (E) ∧K1 est cohérent (le cas restant est identique par symétrie).

Raisonnement par l’absurde.On suppose que pour deux basesK1 etK2, ∆d,Σ
⊤ ({K1,K2}) n’est pas

cohérent avecK1. On peut déduire que :

∃ω′ |= ¬K1,∀ω |= K1, d(ω,K1 △
d,Σ K2) > d(ω′,K1 △

d,Σ K2),

oùK1 △
d,Σ K2 est une notation plus légère de∆d,Σ

⊤ ({K1,K2}).
Comme∀ω |= K1, d(ω,K1) = 0, on a∃ω′ |= ¬K1,∀ω |= K1, d(ω,K2) > d(ω′,K1) + d(ω′,K2).
En particulier, si l’on considèreω1 |= K1 tel qued(ω′, ω1) = d(ω′,K1) (un tel ω1 existe par

définition ded(ω′,K1)), on a :d(ω1,K2) > d(ω′, ω1) + d(ω′,K2).
De même, en considérantω2 |= K2 tel qued(ω′, ω2) = d(ω′,K2), on obtient :

d(ω1,K2) > d(ω′, ω1) + d(ω′, ω2) (∗).

Par définition ded, on a∀ω |= K2, d(ω1,K2) ≤ d(ω1, ω) ; en particulier,d(ω1,K2) ≤ d(ω1, ω2).
Par transitivité de≤, et avec (*), on obtientd(ω1, ω2) > d(ω′, ω1) + d(ω′, ω2). Ce qui contredit

l’inégalité triangulaire.
2

On peut à présent démontrer la proposition principale :
Indice drastique faible. Pour deux basesK1 et K2, on a toujoursidw

(K1,K1 △ K2) = 1, car

∆d,Σ
⊤ ({K1,K2})∧K1 est cohérent (lemme 28), donc aucune manipulation n’est possible (idw

est maxi-
mal).

Indice drastique fort. Si ∆d,Σ
⊤ est manipulable, alors on peut trouverK ′

1 tel que :

ids
(K1,∆

d,Σ
⊤ ({K1,K2}) < ids

(K1,∆
d,Σ
⊤ ({K ′

1,K2}).

Pour l’indice drastique fort, cela signifie exactement que :

ids
(K1,∆

d,Σ
⊤ ({K1} ⊔ {K2}) = 0

et
ids

(K1,∆
d,Σ
⊤ ({K ′

1} ⊔ {K2}) = 1.

Alors on a :
∆d,Σ

⊤ ({K1,K2}) 6|= K1 (3.4)

et :
∆d,Σ

⊤ ({K ′
1,K2}) |= K1. (3.5)

Comme∆d,Σ
⊤ ({K ′

1,K2}) ∧ K2 est cohérent (lemme 28), on peut trouverω2 |= K2 tel queω2 |=

∆d,Σ
⊤ ({K ′

1,K2}). Avec (3.5), on peut conclure queω2 |= K1 aussi.
Ainsi on aω2 |= K1 ∧ K2, et on peut conclure quedmin({K1,K2}) = 0. Comme conséquence,

pour tout modèleω de ∆d,Σ
⊤ ({K1,K2}), on ad(ω, {K1,K2}) = 0. Alors ∀ω |= ∆d,Σ

⊤ ({K1,K2}),
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d(ω,K1) = d(ω,K2) = 0, et∀ω |= ∆d,Σ
⊤ ({K1,K2}), ω |= K1 ∧K2. Cela contredit (3.4), donc aucune

manipulation n’est possible.

2

Proposition 29.
Pour une distanced quelconque,∆d,Σ

µ n’est manipulable pour aucun des indicesip, idw etids lorsque
la base initialeK est complète.

Preuve:

Indices drastiques. La propriété est une conséquence directe de la proposition 44, qui montre que

si ∆d,Σ
µ est manipulable pouridw

et ids
par une baseK, alors il est manipulable par érosion. Mais une

manipulation par érosion est impossible lorsqueK est complète, puisqu’alors la base ne compte qu’un
unique modèle.

Indice probabiliste. Raisonnement par l’absurde: supposons qu’il existe un opérateur∆d,Σ
µ , oùd est

une distance quelconque, qui est manipulable pourip étant donnée une base complèteKω1 . Alors on
peut trouver une contrainte d’intégritéµ, un profilE, et une baseK ′ tels que :

ip(Kω1 ,∆
d,Σ
µ ({ω1} ⊔ E)) < ip(Kω1 ,∆

d,Σ
µ ({K ′} ⊔ E)).

Si ip(Kω1 ,∆
d,Σ
µ ({ω1} ⊔ E)) = 0, alors on a égalementidw

(Kω1 ,∆
d,Σ
µ ({ω1} ⊔ E)) = 0. Dans ce

cas, une manipulation pourip implique une manipulation pouridw
, et on a vu qu’aucune manipulation

n’est possible pouridw
. En conséquence, on peut supposer queip(Kω1 ,∆

d,Σ
µ ({ω1} ⊔ E)) 6= 0. Cela est

équivalent à :
#({ω1} ∩ [E △Σ

µ {ω1}])

#([E △Σ
µ {ω1}])

6= 0

(oùE △Σ
µ {ω1} est une notation plus légère de∆d,Σ

µ ({ω1} ⊔ E)).
Cette constatation nous permet de conclure queω1 est un modèle deE △Σ

µ {ω1}. Pour augmenter

ip({ω1},∆
d,Σ
µ (K ′⊔E)), il faut donc réduire le nombre de modèles deE△Σ

µK
′ par rapport àE△Σ

µ {ω1},
sans retirerω1 de [E △Σ

µ K
′]. On doit donc trouverω2 6= ω1 tel que :

ω2 |= E △Σ
µ {ω1} etω2 6|= E △Σ

µ K
′.

Alors,ω2 |= µ et on a
d(ω2, E ⊔ {ω1}) = d(ω1, E ⊔ {ω1})

et
d(ω2, E ⊔ {K ′}) > d(ω1, E ⊔ {K ′})

(carω1 est un modèle deE △Σ
µ {ω1} et deE △Σ

µ K
′). Avec la fonction d’agrégationΣ, on obtient :

d(ω2, ω1) + d(ω2, E) = d(ω1, E)

et
d(ω2,K

′) + d(ω2, E) > d(ω1,K
′) + d(ω1, E).

En remplaçantd(ω1, E) pard(ω2, ω1) + d(ω2, E), on a :

d(ω2,K
′) + d(ω2, E) > d(ω1,K

′) + d(ω2, ω1) + d(ω2, E),
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donc
d(ω2,K

′) > d(ω1,K
′) + d(ω2, ω1).

Si ω′
1 est un modèle deK ′ tel qued(ω1,K

′) = d(ω1, ω
′
1), alors on obtient :

d(ω2,K
′) > d(ω1, ω

′
1) + d(ω2, ω1).

De plus, par définition dumin, on ad(ω2, ω
′
1) ≥ d(ω2,K

′), donc :

d(ω2, ω
′
1) > d(ω1, ω

′
1) + d(ω2, ω1).

ce qui contredit l’inégalité triangulaire que doit vérifierla distanced.
Il y a donc non-manipulabilité de∆d,Σ

µ pour ip si la base initiale est complète.

2

Il est intéressant de noter que∆dD ,Σ
µ (qui coïncide avec∆dD ,GMax

µ ) correspond à la procédure de
vote appeléeapproval voting(i.e., le vote par simple majorité à partir de l’union des alternatives préférées
de chaque agent) lorsqu’aucune règle detie-breakn’est utilisée. On peut voir dans [Vor06] que cette
règle échappe au théorème de Gibbard-Satterthwaite lorsque les préférences sont représentées par une
bipartition. Vorsatz montre que si les individus ont des préférences biparties, une fonction de choix social
est anonyme, neutre, strictement monotone et non manipulable si et seulement si c’est la procédure
d’approval voting. On voit donc que les définitions choisiesdans le cadre de la fusion pour les indices de
satisfaction sont cohérentes avec les résultats obtenus enthéorie du choix social, lorsque ces domaines
sont comparables (bipartition des préférences).

Comme le montre l’exemple récurrent, la famille obtenue en considérant la distance de Hamming
est, elle, manipulable. Nous allons à présent nous intéresser à cette famille, et considérer successivement
les opérateurs obtenus en utilisantΣ,GMax etMax comme fonctions d’agrégation.

Pour∆dH ,Σ
µ , le nombre de bases et la présence de contraintes d’intégrité sont importants. Pour cet

opérateur, on peut fixer précisément la limite entre manipulabilité et non-manipulabilité (dans les pro-
priétés qui suivent,K représente la base initiale et#(E) le nombre de bases dans le profilE) :

Proposition 30.

– ∆dH ,Σ
µ n’est pas manipulable pouridw ou ids si et seulement si






µ ≡ ⊤ et#(E) = 2,
ou
K est complète.

– ∆dH ,Σ
µ n’est pas manipulable pourip si et seulement siK est complète.

Preuve:
les propositions 29 et 27 entraînent immédiatement la partie ⇐ de la preuve, avec la distance de Ham-
mingdH à la place d’une distance quelconqued.

Pour la partie⇒ de la preuve, nous allons montrer par des exemples de manipulation que∆dH ,Σ
µ est

manipulable dans les autres cas.
– Les premiers exemples montrent que∆dH ,Σ

µ est manipulable pouridw et pourids si (µ 6≡ ⊤ ou
#(E) > 2), et siK n’est pas complète.
Indice drastique faible.
– idw etµ 6≡ ⊤ (K n’est pas complète).

On considère la contrainteµ = a ∨ b et les deux basesK1 et K2 définies par leurs en-
sembles de modèles :[K1] = {00, 01} et [K2] = {10}. On a[∆dH ,Σ

µ ({K1,K2})] = {10} et
idw(K1,∆

dH ,Σ
µ ({K1,K2})) = 0. Si l’agent dont la base estK1 donneK ′

1, avec[K ′
1] = {01} à

la place deK1, on obtient[∆dH ,Σ
µ ({K ′

1, K2})] = {01, 10, 11} etidw(K1,∆
dH ,Σ
µ ({K ′

1,K2})) =
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1. Cet exemple montre la manipulabilité de∆dH ,Σ
µ siµ 6≡ ⊤, même s’il y a seulement deux bases

dans le profil. Les calculs sont détaillés dans le tableau 3.2. Les interprétations qui ne satisfont
pas la contrainte sont grisées.

ω dH(ω, K1) dH(ω, K ′
1) dH(ω, K2) ∆

dH ,Σ
µ ({K1, K2}) ∆

dH ,Σ
µ ({K ′

1, K2})
00 0 1 1 1 2
01 0 0 2 2 2

10 1 2 0 1 2

11 1 1 1 2 2

TAB . 3.2 – Manipulabilité de∆dH ,Σ
µ pouridw avecµ 6≡ ⊤.

– idw et#(E) > 2 (K n’est pas complète).
On considère[K1] = {00, 10}, [K2] = {01, 10, 11} et [K3] = {01}. Alors
∆dH ,Σ

⊤ ({K1,K2, K3}) a un modèle unique01 et idw(K1,∆
dH ,Σ
⊤ ({K1,K2, K3})) = 0. Si l’on

considère à présentK ′
1 avec[K ′

1] = {10} à la place deK1, alors[∆dH ,Σ
⊤ ({K ′

1, K2,K3})] =
{01, 10, 11} et idw(K1,∆

dH ,Σ({K ′
1,K2,K3})) = 1. Voir le tableau 3.3.

ω K1 K ′
1 K2 K3 ∆

dH ,Σ
⊤ ({K1, K2, K3}) ∆

dH ,Σ
⊤ ({K ′

1, K2, K3})
00 0 1 1 1 2 3
01 1 2 0 0 1 2

10 0 0 0 2 2 2

11 1 1 0 1 2 2

TAB . 3.3 – Manipulabilité de∆dH ,Σ
⊤ pouridw avec trois bases.

Indice drastique fort.
– ids etµ 6≡ ⊤ (K n’est pas complète).

On considère la contrainteµ = (a∧b)∨(a∧¬b∧¬c) et les deux basesK1 etK2 définies par leurs
ensembles de modèles :[K1] = {000, 111} et [K2] = {000, 001}. On a[∆dH ,Σ

µ ({K1,K2})] =

{111, 100} et ids(K1,∆
dH ,Σ
µ ({K1,K2})) = 0. D’un autre côté, si l’agent dont la base estK1

donneK ′
1, avec[K ′

1] = {111} à la place deK1, on obtient[∆dH ,Σ
µ ({K ′

1,K2})] = {111} et
ids(K1,∆

dH ,Σ
µ ({K ′

1,K2})) = 1. Cet exemple montre la manipulabilité de∆dH ,Σ
µ pour ids si

µ 6≡ ⊤, même s’il y a seulement deux bases dans le profil. Les détailsdes calculs sont reportés
dans le tableau 3.4.

ω K1 K ′
1 K2 ∆

dH ,Σ
µ ({K1, K2}) ∆

dH ,Σ
µ ({K ′

1, K2})
000 0 3 0 0 3
001 1 2 0 1 2
010 1 2 1 2 3
011 1 1 1 2 2
100 1 2 1 2 3
101 1 1 1 2 2
110 1 1 2 3 3
111 0 0 2 2 2

TAB . 3.4 – Manipulabilité de∆dH ,Σ
µ pour ids avecµ 6≡ ⊤ et deux bases.

– ids et#(E) > 2 (K n’est pas complète).
On considère les trois basesK1,K2 etK3 avec[K1] = {000, 001, 111}, [K2] = {110, 001} et
[K3] = {110, 000}. Alors [∆dH ,Σ

⊤ ({K1,K2,K3})] = {000, 001, 110} et

ids(K1,∆
dH ,Σ
⊤ ({K1,K2,K3})) = 0.
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Si l’on considèreK ′
1 avec[K ′

1] = {000, 001} à la place deK1, alors[∆dH ,Σ
⊤ ({K1, K2,K3})] =

{000, 001} et ids(K1,∆
dH ,Σ
⊤ ({K ′

1,K2,K3})) = 1. Voir le tableau 3.5.

ω K1 K ′
1 K2 K3 ∆

dH ,Σ
⊤ ({K1, K2, K3}) ∆

dH ,Σ
⊤ ({K ′

1, K2, K3})
000 0 0 1 0 1 1

001 0 0 0 1 1 1

010 1 1 1 1 3 3
011 1 1 1 2 4 4
100 1 1 1 1 3 3
101 1 1 1 2 4 4
110 1 2 0 0 1 2
111 0 2 1 1 2 4

TAB . 3.5 – Manipulabilité de∆dH ,Σ pour ids avec trois bases.

– L’exemple suivant montre que∆dH ,Σ
µ est manipulable pourip siK n’est pas complète.

A partir du tableau 3.6, on peut prouver la manipulabilité de∆dH ,Σ
⊤ pour ip (même s’il y a seule-

ment deux bases dans le profil et siµ ≡ ⊤). On considère les deux basesK1 et K2 définies
par leurs ensembles de modèles :[K1] = {000, 001, 010, 100} et [K2] = {110, 011, 101, 111}.
On a [∆dH ,Σ

⊤ ({K1,K2})] = {001, 010, 100, 110, 011, 101} et ip(K1,∆
dH ,Σ
⊤ ({K1,K2})) = 1

2 .
Si l’agent dont la base estK1 donneK ′

1, avec [K ′
1] = {000}, à la place deK1, on obtient

[∆dH ,Σ
⊤ ({K ′

1,K2})] = {000, 001, 010, 100, 110,011, 101} et

ip(K1,∆
dH ,Σ
⊤ ({K ′

1,K2})) = 4
7 .

ω K1 K ′
1 K2 ∆

dH ,Σ
⊤ ({K1, K2}) ∆

dH ,Σ
⊤ ({K ′

1, K2})
000 0 0 2 2 2

001 0 1 1 1 2

010 0 1 1 1 2

011 1 2 0 1 2

100 0 1 1 1 2

101 1 2 0 1 2

110 1 2 0 1 2

111 2 3 0 2 3

TAB . 3.6 – Manipulabilité de∆dH ,Σ
⊤ pourip siK n’est pas complète.

2

Pour la famille d’opérateurs de fusion par sélection de modèles obtenue en considérant la fonc-
tion d’agrégationGMax, on obtient des résultats beaucoup plus contrastés. En effet, les opérateurs
∆dH ,GMax

µ sont en général manipulables, même dans des situations trèsrestreintes :

Proposition 31.
– ∆dH ,GMax

µ est manipulable pour chacun des indices de satisfactionidw
et ip, même siµ ≡ ⊤,K

est complète et#(E) = 2.
– ∆dH ,GMax

µ n’est pas manipulable pour l’indice de satisfactionids
si et seulement siµ ≡ ⊤,

#(E) = 2 etK est complète.

Preuve:

– Le tableau 3.7 montre la manipulabilité de∆dH ,GMax pour l’indice de satisfactionidw
et deux

bases complètes. On considèreK1 telle que[K1] = {001}, K2 avec[K2] = {111} etµ = ⊤. On
a [∆dH ,GMax

µ ({K1,K2})] = {011, 101}, donc aucun modèle deK1 n’appartient à
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[∆dH ,GMax
µ ({K1,K2})] et idw

(K1,∆
dH ,GMax
µ ({K1,K2})) = 0. Si l’agent 1 donneK ′

1 avec
[K ′

1] = {000} à la place deK1, alors[∆dH ,GMax
µ {K ′

1,K2})] = {001, 010, 011, 100, 101, 110} et
idw

(K1,∆
dH ,GMax
µ ({K ′

1,K2})) = 1.

ω K1 K ′
1 K2 ∆

dH ,GMax
µ ({K1, K2}) ∆

dH ,GMax
µ ({K ′

1, K2})
000 1 0 3 (3, 1) (3, 0)
001 0 1 2 (2, 0) (2,1)
010 2 1 2 (2, 2) (2,1)
011 1 2 1 (1, 1) (2,1)
100 2 1 2 (2, 1) (2,1)
101 1 2 1 (1, 1) (2,1)
110 3 2 1 (3, 1) (2,1)
111 2 3 0 (2, 0) (3, 0)

TAB . 3.7 – Manipulabilité de∆dH ,GMax
µ pouridw

avec deux bases complètes.

Comme on a un exemple de manipulabilité pouridw
, cet exemple montre également la manipula-

bilité pourip (cf. proposition 25).

– Pourids
, il y a différents cas à étudier.

– ∆dH ,GMax
⊤ n’est pas manipulable quandE = {K1,K2} et µ ≡ ⊤, si K1 est complète. On

considèreE′ = {K ′
1,K2} avecK ′

1 = K ′
ω1

complète (grâce au lemme 45, on sait que si un
opérateur est manipulable, il est manipulable pour une basecomplète) etµ ≡ ⊤. Soient#(P) =
n et d(K ′

1,K2) = minω1|=K1,ω2|=K2
(dH(ω1, ω2),≤) = m ≤ n. Alors il existe un modèleω2

deK2 tel quedH(K ′
ω1
, ω2) = m. Par définition de la distance de Hamming,ω2 peut être généré

à partir deω1 en changeant la valeur dem variables (puisqueK ′
ω1

et ω2 ont exactementm
variablesx1, . . . , xm dont les valeurs diffèrent). Sim = 2k + 1 (m impair), alorsd(⊤, E′) =
(k + 1, k) ; sinonm = 2k (m pair) etd(⊤, E′) = (k, k). Dans le premier cas (m impair),
il existe au moins deux interprétationsω et ω′ telles qued(ω,E′) = d(ω′, E′) = d(⊤, E′)
(par exemple,ω est généré à partir deω1 en changeant la valeur dex1, . . . , xk etω′ est généré
à partir deω2 en modifiant la valeur dexk+1, . . . , xm). Une conclusion identique peut être
obtenue dans le second cas (m pair) dès quek ≥ 1. Dans ces deux cas,∆dH ,GMax

⊤ (E′) a au

moins deux modèles et on ne peut donc pas avoir∆dH ,GMax
⊤ (E′) ≡ K1 avecK1 complète :

E n’est donc pas manipulable parK1 pour ids
. Le cas restant est pourd(⊤, E′) = (0, 0). Cela

impose queK ′
ω1

∧K2 est cohérent. CommeK ′
ω1

est complète, on a∆dH ,GMax
⊤ (E′) ≡ K ′

ω1
et

aucune manipulation n’est possible pourids
(puisque∆dH ,GMax

⊤ (E′) ≡ K1 si et seulement si

K1 ≡ K ′
ω1

si et seulement si∆dH ,GMax
⊤ ({K1,K2}) ≡ K1).

– Pour prouver la manipulabilité de∆dH ,GMax pourids
et deux bases, on considère les exemples

suivants :
– L’exemple ci-après montre que la manipulation est possible en présence de deux bases com-

plètes si la contrainte n’est pas équivalente à⊤.
On considèreK1 et K2 données par[K1] = {01}, [K2] = {11} et µ = ¬a ∧ b. Alors
[∆dH ,GMax

µ ({K1, K2})] = {01, 11} et ids
(K1,∆

dH ,GMax
µ ({K1, K2})) = 0. Si l’agent 1

donneK ′
1 avec[K ′

1] = {00} à la place deK1, alors le résultat est[∆dH ,GMax
µ ({K ′

1,K2})] =
{01} et
ids

(K1,∆
dH ,GMax
µ ({K ′

1,K2})) = 1 (voir le tableau 3.8).
– L’exemple proposé dans le tableau 3.9 montre que la manipulation est possible en présence

de deux bases, même s’il n’y a pas de contrainte d’intégrité.ConsidéronsK1 etK2 données
par [K1] = {01, 10}, [K2] = {11} etµ ≡ ⊤. Alors [∆dH ,GMax

µ ({K1, K2})] = {01, 10, 11}
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ω K1 K ′
1 K2 ∆

dH ,GMax
µ ({K1, K2}) ∆

dH ,GMax
µ ({K ′

1, K2})
00 1 0 2 (2, 1) (2, 0)
01 0 1 1 (1,0) (1,1)
10 2 1 1 (2, 1) (1, 1)
11 1 2 0 (1,0) (2, 0)

TAB . 3.8 – Manipulabilité de∆dH ,GMax
µ pourids

avec deux bases complètes.

et
ids

(K1, ∆
dH ,GMax
µ ({K1,K2})) = 0. Si l’agent 1 donneK ′

1 avec[K ′
1] = {00} à la place de

K1, alors[∆dH ,GMax
µ ({K ′

1,K2})] = {01, 10} et ids
(K1,∆

dH ,GMax
µ ({K ′

1,K2})) = 1.

ω K1 K ′
1 K2 ∆

dH ,GMax
µ ({K1, K2}) ∆

dH ,GMax
µ ({K ′

1, K2})
00 1 0 2 (2, 1) (2, 0)
01 0 1 1 (1,0) (1,1)
10 0 1 1 (1,0) (1,1)
11 1 2 0 (1,0) (2, 0)

TAB . 3.9 – Manipulabilité de∆dH ,GMax
µ pourids

avec deux bases.

– Le dernier cas considéré est quand le profil contient trois bases, qu’il n’y a pas de contrainte
d’intégrité et que la base utilisée pour manipuler est complète. On considèreK1, K2 etK3

données par[K1] = {01}, [K2] = {11}, et [K3] = {00, 01, 11}. Alors [∆dH ,GMax
⊤ ({K1,K2,

K3})] = {01, 11} et
ids

(K1,∆
dH ,GMax
⊤ ({K1,K2,K3})) = 0. Si l’agent 1 donneK ′

1, avec[K ′
1] = {00}, à la

place deK1, alors[∆dH ,GMax
⊤ ({K ′

1,K2,K3})] = {01} et

ids
(K1, ∆

dH ,GMax
⊤ ({K ′

1,K2,K3})) = 1 (voir le tableau 3.10).

ω K1 K ′
1 K2 K3 ∆

dH ,GMax
µ ({K1, K2, K3}) ∆

dH ,GMax
µ ({K ′

1, K2, K3})
00 1 0 2 0 (2, 1, 0) (2, 0, 0)
01 0 1 1 0 (1, 0,0) (1, 1,0)
10 2 1 1 1 (2, 1, 1) (1, 1, 1)
11 1 2 0 0 (1, 0,0) (2, 0, 0)

TAB . 3.10 – Manipulabilité de∆dH ,GMax
⊤ pour ids

avec trois bases complètes.

2

Les résultats pour la fonction d’agrégationMax sont exactement identiques aux résultats obtenus
pour la fonction d’agrégationGMax. Pour la distance drastique, le résultat de non-manipulablité découle
directement de la proposition 26. Il est intéressant de remarquer que l’opérateur∆dD,Max correspond à
l’opérateur de fusion par intersection totale [Kon00],∆dD,Max

µ ≡
∧
E ∧ µ si cohérent,∆dD,Max

µ ≡ µ
sinon. Pour le cas où la distance de HammingdH est utilisée, on peut dériver la plupart des preuves de
la preuve précédente avec la fonction d’agrégationGMax :

Proposition 32.
– ∆dH ,Max

µ est manipulable chacun des indices de satisfactionidw et ip, même siµ ≡ ⊤, K est
complète et#(E) = 2.

– ∆dH ,Max
µ n’est pas manipulable pour l’indice de satisfactionids si et seulement siµ ≡ ⊤, #(E) =

2 etK est complète.
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Preuve:

– Le tableau 3.11 montre la manipulabilité de∆dH ,Max pour l’indice de satisfactionidw
et deux

bases complètes. C’est le même exemple que celui de la preuveprécédente pour∆dH ,GMax. On
considèreK1 telle que[K1] = {001} etK2 avec[K2] = {111} etµ = ⊤. On a
[∆dH ,Max

µ ({K1,K2})] = {011, 101}, donc aucun modèle deK1 n’appartient à
[∆dH ,Max

µ ({K1,K2})] etidw
(K1,∆

dH ,Max
µ ({K1,K2})) = 0. Si l’agent 1 donneK ′

1, avec[K ′
1] =

{000}, à la place deK1, alors[∆dH ,Max
µ ({K ′

1,K2})] = {001, 010, 011, 100, 101, 110} et
idw

(K1,∆
dH ,Max
µ ({K ′

1,K2})) = 1.

ω K1 K ′
1 K2 ∆

dH ,Max
µ ({K1, K2}) ∆

dH ,Max
µ ({K ′

1, K2})
000 1 0 3 3 3
001 0 1 2 2 2

010 2 1 2 2 2

011 1 2 1 1 2

100 2 1 2 2 2

101 1 2 1 1 2

110 3 2 1 3 2

111 2 3 0 2 3

TAB . 3.11 – Manipulabilité de∆dH ,Max
µ pouridw

avec deux bases complètes.

Cet exemple de manipulabilité pouridw
montre également la manipulabilité pourip (cf. proposi-

tion 25).

– Pourids
, il y a différents cas à étudier.

– ∆dH ,Max
⊤ n’est pas manipulable quandE = {K1,K2} et µ ≡ ⊤, si K1 est complète. On

considèreE′ = {K ′
1,K2} avecK ′

1 = K ′
ω1

complète (grâce au lemme 45, on sait que si un
opérateur est manipulable, il est manipulable pour une basecomplète) etµ ≡ ⊤. Soit#(P) = n
et d(K ′

1,K2) = m ≤ n. Alors il existe un modèleω2 deK2 tel quedH(K ′
ω1
, ω2) = m. Par

définition de la distance de Hamming,ω2 peut être généré à partir deω1 en changeant la valeur
dem variables (puisqueK ′

ω1
et ω2 ont exactementm variablesx1, . . . , xm dont les valeurs

diffèrent). Sim = 2k + 1 (m impair), alorsd(⊤, E′) = k + 1 ; sinonm = 2k (m pair) et
d(⊤, E′) = k. Dans le premier cas (m impair), il existe au moins deux interprétationsω et
ω′ telles qued(ω,E′) = d(ω′, E′) = d(⊤, E′) (par exemple,ω est généré à partir deω1 en
changeant la valeur dex1, . . . , xk+1 et ω′ est généré à partir deω1 en modifiant la valeur de
xk+1, . . . , xm). Une conclusion identique peut être obtenue dans le secondcas (m pair) dès que
k ≥ 1. Dans ces deux cas,∆dH ,Max

⊤ (E′) a au moins deux modèles et on ne peut donc pas

avoir ∆dH ,Max
⊤ (E′) ≡ K1 avecK1 complète :E n’est pas manipulable parK1 pour ids

. Le
cas restant est pourd(⊤, E′) = 0. Cela impose queK ′

ω1
∧ K2 soit cohérent. CommeK ′

ω1
est

complète, on a∆dH ,Max
⊤ (E′) ≡ K ′

ω1
et aucune manipulation n’est possible pourids

(puisque

∆dH ,Max
⊤ (E′) ≡ K1 si et seulement siK1 ≡ K ′

ω1
).

– Pour prouver la manipulabilité pourids
et deux bases, on considère les exemples suivants :

– L’exemple ci-après montre que la manipulation est possible en présence de deux bases com-
plètes si la contrainte n’est pas équivalente à⊤. On considèreK1 etK2 données par[K1] =

{01}, [K2] = {11} etµ = ¬a ∧ b. Alors [∆dH ,Max
µ ({K1, K2})] = {01, 11} et

ids
(K1,∆

dH ,Max
µ ({K1, K2})) = 0. Si l’agent 1 donneK ′

1 avec[K ′
1] = {00} à la place de

K1, alors le résultat est[∆dH ,Max
µ ({K ′

1,K2})] = {01} et ids
(K1,∆

dH ,Max
µ ({K ′

1,K2})) = 1
(voir le tableau 3.12).
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ω K1 K ′
1 K2 ∆

dH ,Max
µ ({K1, K2}) ∆

dH ,Max
µ ({K ′

1, K2})
00 1 0 2 2 2
01 0 1 1 1 1

10 2 1 1 2 1
11 1 2 0 1 2

TAB . 3.12 – Manipulabilité de∆dH ,Max
µ pourids

avec deux bases complètes.

– L’exemple proposé dans le tableau 3.13 montre que la manipulation est possible en présence
de deux bases, même s’il n’y a pas de contrainte d’intégrité.ConsidéronsK1 etK2 données
par [K1] = {01, 10}, [K2 ] = {11} etµ ≡ ⊤. Alors [∆dH ,Max

µ ({K1, K2})] = {01, 10, 11},
et ids

(K1, ∆
dH ,Max
µ ({K1,K2})) = 0. Si l’agent 1 donneK ′

1, avec[K ′
1] = {00}, à la place

deK1, alors[∆dH ,Max
µ ({K ′

1,K2})] = {01, 10} et ids
(K1,∆

dH ,Max
µ ({K ′

1,K2})) = 1.

ω K1 K ′
1 K2 ∆

dH ,Max
µ ({K1, K2}) ∆

dH ,Max
µ ({K ′

1, K2})
00 1 0 2 2 2
01 0 1 1 1 1

10 0 1 1 1 1

11 1 2 0 1 2

TAB . 3.13 – Manipulabilité de∆dH ,Max
µ pourids

avec deux bases.

– Le dernier cas considéré est quand le profil contient trois bases, qu’il n’y a pas de contrainte
d’intégrité et que la base utilisée pour manipuler est complète. On considèreK1, K2 et
K3 données par[K1] = {01}, [K2] = {11}, et [K3] = {01}. Alors [∆dH ,Max

⊤ ({K1,K2,

K3})] = {01, 11}, et ids
(K1,∆

dH ,Max
⊤ ({K1,K2,K3})) = 0. Si l’agent 1 donneK ′

1 avec

[K ′
1] = {00} à la place deK1, alors[∆dH ,Max

⊤ ({K ′
1,K2,K3})] = {01} et

ids
(K1, ∆

dH ,Max
⊤ ({K ′

1,K2,K3})) = 1 (voir le tableau 3.14).

ω K1 K ′
1 K2 K3 ∆

dH ,Max
µ ({K1, K2, K3}) ∆

dH ,Max
µ ({K ′

1, K2, K3})
00 1 0 2 1 2 2
01 0 1 1 0 1 1

10 2 1 1 2 2 2
11 1 2 0 1 1 2

TAB . 3.14 – Manipulabilité de∆dH ,Max
⊤ pourids

avec trois bases complètes.

2

3.2.2 Opérateurs à sélection de formules

On s’intéresse d’abord aux opérateurs les plus simples, pour lesquels on a des résultats de non-
manipulabilité, ce qui s’explique sans doute par leur comportement drastique, et donc plus résistant à la
manipulation.

Proposition 33. L’opérateur de fusion par intersection totale∆fm n’est manipulable pour aucun des
trois indicesip, idw

ou ids
.
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Preuve:
∆fm

µ n’est pas manipulable pourip. En effet, si
∧
E ∧ µ est cohérent, alors tous les modèles de la base

fusionnée sont des modèles deK1 ∈ E, donc la satisfaction deK1 est maximale pourip.
En revanche, si

∧
E∧µ n’est pas cohérent, alors la base fusionnée est équivalenteàµ. Supposons que

l’agent1 reporteK ′
1 à la place deK1. SiK ′

1 ∧
∧
{K2, . . . ,Kn} ∧ µ est cohérent, alors aucun modèle de

la base fusionnée résultante n’est un modèle deK1 (sinonK1∧
∧
{K2, . . . ,Kn}∧µ aurait été cohérent),

donc la valeur de la satisfaction deK1 pour l’indice ip est nulle et n’est donc pas augmentée. Il reste le
cas oùK ′

1 ∧
∧
{K2, . . . ,Kn} ∧ µ est incohérent. Dans ce cas la base fusionnée résultante estencore

équivalente àµ, ce qui ne permet pas non plus d’augmenter la satisfaction deK1. La proposition 25
montre que∆fm

µ est également non manipulable pour les deux indices drastiques.
2

Proposition 34. L’opérateur de fusion basique∆b n’est manipulable pour aucun des trois indicesip,
idw

ou ids
.

Preuve:
∆b

µ n’est pas manipulable pourip. Il y a trois cas possibles à considérer pour∆b
µ(E) :

– si
∧
E ∧ µ est cohérent, on retrouve la même situation que dans la preuve précédente :ip est

maximal, et aucune manipulation n’est possible.
– si

∧
E ∧ µ n’est pas cohérent, le résultat de la fusion a deux formes possibles :

– soit(
∨
E)∧µ est cohérent, et∆b

µ(E) ≡ (
∨
E)∧µ. Tous les modèles deK1 ∧µ sont alors des

modèles de la base fusionnée. Pour augmenter la valeur de l’indiceip, il n’est donc pas possible
d’augmenter le nombre de modèles deK1 dans le résultat de la fusion. Ainsi, pour réussir à
manipuler, il est indispensable de diminuer le nombre de contre-modèles deK1 dans la base
fusionnée. Or, cela non plus n’est pas possible : supposons que l’agent1 donneK ′

1 à la place
deK1. Si K ′

1 ∧
∧
{K2, . . . ,Kn} ∧ µ est cohérent, alors aucun modèle de la base fusionnée

résultante n’est un modèle deK1 (en effet,
∧
E ∧ µ ≡ K1 ∧

∧
{K2, . . . ,Kn} ∧ µ n’est pas

cohérent), et la valeur de l’indiceip est minimale.
DoncK ′

1 ∧
∧
{K2, . . . ,Kn} ∧ µ n’est pas cohérent et on a∆b

µ(K ′
1 ⊔ {K2, . . . ,Kn}) ≡ (K ′

1 ∨∨
{K2, . . . ,Kn}) ∧ µ. Supposons queK ′

1 ∨
∨
{K2, . . . ,Kn} n’est pas cohérent. La seule pos-

sibilité pour que(K1 ∨
∨
{K2, . . . ,Kn}) ∧ µ soit cohérent etK ′

1 ∨
∨
{K2, . . . ,Kn}) ∧ µ ne le

soit pas est queK ′
1 ∧ µ et (

∨
{K2, . . . ,Kn}) ∧ µ soient tous les deux incohérents. Dans ce cas,

∆b
µ(E) =≡ (K1 ∨

∨
{K2, . . . ,Kn}) ∧ µ ≡ K1 ∧ µ : ip est maximal avecK1. On peut donc

supposer queK ′
1 ∨

∨
{K2, . . . ,Kn} est cohérent. Alors :

ip(K1,∆
b
µ(K1 ⊔ {K2, . . . ,Kn})) =

#([K1 ∧ µ])

#([(K1 ∨
∨
{K2, . . . ,Kn}) ∧ µ])

et

ip(K1,∆
b
µ(K ′

1 ⊔ {K2, . . . ,Kn})) =
#([K1 ∧ (K ′

1 ∨
∨
{K2, . . . ,Kn}) ∧ µ])

#([(K ′
1 ∨

∨
{K2, . . . ,Kn}) ∧ µ])

Le numérateur deip(K1,∆
b
µ(K1 ⊔ {K2, . . . ,Kn})) est maximal, donc pour augmenter

ip(K1,∆
b
µ(K ′

1 ⊔ {K2, . . . ,Kn})), on doit diminuer le dénominateur de
ip(K1,∆

b
µ(K ′

1 ⊔ {K2, . . . ,Kn})), c’est-à-dire#([(K ′
1 ∨

∨
{K2, . . . ,Kn}) ∧ µ]).

On peut écrire l’égalité :

#([(K ′
1 ∨

∨
{K2, . . . ,Kn}) ∧ µ]) =

#([(K ′
1 ∧K1 ∧ ¬(

∨
{K2, . . . ,Kn})) ∧ µ])+
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#([(K ′
1 ∧ ¬K1 ∧ ¬(

∨
{K2, . . . ,Kn})) ∧ µ])+

#([(
∨

{K2, . . . ,Kn}) ∧ µ]).

Dans cette somme,#([(
∨
{K2, . . . ,Kn})∧µ]) ne peut pas être changé. Il faut donc diminuer au

moins un des deux autres termes de cette somme. On va se placerdans la situation la plus propice
à la manipulation, c’est-à-dire quand#([(K ′

1 ∧¬K1 ∧¬(
∨
{K2, . . . ,Kn}))∧µ]) est minimal.

Cette valeur minimale est atteinte siK ′
1 est tel que#([(K ′

1∧¬K1∧¬(
∨
{K2, . . . ,Kn}))∧µ]) =

0. Dans la suite, on suppose donc que#([(K ′
1 ∧ ¬K1 ∧ ¬(

∨
{K2, . . . ,Kn})) ∧ µ]) = 0, et on

montre que dans ce cas extrême, aucune manipulation n’est possible. Comme tout choix pour
#([(K ′

1 ∧ ¬K1 ∧ ¬(
∨
{K2, . . . ,Kn})) ∧ µ]) autre que 0 entraîne une diminution de l’indice

ip (par augmentation du dénominateur sans modification du numérateur), cela prouve que la
manipulation est impossible dans tous les cas.
Pour le premier terme de la somme,#([(K ′

1 ∧K1∧¬(
∨
{K2, . . . ,Kn}))∧µ]), on peut écrire :

#([(K ′
1 ∧K1 ∧ ¬(

∨
{K2, . . . ,Kn})) ∧ µ]) =

#([(K1 ∧ ¬(
∨

{K2, . . . ,Kn})) ∧ µ]) − #([(K1 ∧ ¬K ′
1 ∧ ¬(

∨
{K2, . . . ,Kn})) ∧ µ]).

Donc on obtient pour l’indice probabiliste :

ip(K1,∆
b
µ(K ′

1 ⊔ {K2, . . . ,Kn})) =

#([K1 ∧ µ]) − #([K1 ∧ ¬K′
1 ∧ ¬(

W

{K2, . . . , Kn}) ∧ µ])

#([K1 ∧ ¬(
W

{K2, . . . , Kn}) ∧ µ]) − #(K1 ∧ ¬K′
1 ∧ ¬(

W

{K2, . . . , Kn}) ∧ µ]) + #([(
W

{K2, . . . , Kn}) ∧ µ])
.

On peut remarquer que sik est un entier et sia ≤ b, alors a−k
b−k

≤ a
b
. Donc si on soustrait le

même entier#([K1∧¬K ′
1∧¬(

∨
{K2, . . . ,Kn})∧µ]) du numérateur et du dénominateur, cela

donne les inégalités suivantes :

#([K1 ∧ µ]) − #([K1 ∧ ¬K′
1 ∧ ¬(

W

{K2, . . . , Kn}) ∧ µ])

#([K1 ∧ ¬(
W

{K2, . . . , Kn}) ∧ µ]) − #([K1 ∧ ¬K′
1 ∧ ¬(

W

{K2, . . . , Kn}) ∧ µ]) + #([(
W

{K2, . . . , Kn}) ∧ µ])
≤

#([K1 ∧ µ])

#([K1 ∧ ¬(
∨
{K2, . . . ,Kn}) ∧ µ]) + #([(

∨
{K2, . . . ,Kn}) ∧ µ])

.

Donc :

ip(K1,∆
b
µ(K ′

1 ⊔ {K2, . . . ,Kn})) ≤ ip(K1,∆
b
µ(K1 ⊔ {K2, . . . ,Kn})).

Aucune manipulation n’est possible dans ce cas.
– soit (

∨
E) ∧ µ n’est pas cohérent et∆b

µ(E) ≡ µ. SiK ′
1 ∧

∧
{K2, . . . ,Kn} ∧ µ est cohérent,

alors aucun modèle de la base fusionnée résultante n’est un modèle deK1 (en effet,
∧
E ∧µ ≡

K1 ∧
∧
{K2, . . . ,Kn} ∧ µ n’est pas cohérent), et la valeur de l’indiceip est minimale.

Si (K ′
1 ∨

∨
{K2, . . . ,Kn}) ∧ µ est cohérent, comme(K1 ∨

∨
{K2, . . . ,Kn}) ∧ µ ne l’est pas,

cela implique que(K ′
1 ∨

∨
{K2, . . . ,Kn}) ∧ µ ne contient aucun modèle deK1 et ip est donc

minimal.
Donc(K ′

1∨
∨
{K2, . . . ,Kn})∧µ n’est pas cohérent et∆b

µ({K ′
1,K2, . . . ,Kn}) ≡ µ ≡ ∆b

µ(E) :
aucune manipulation n’est possible.

∆b
µ est donc non manipulable pourip. Grâce à la proposition 25, on conclut que∆b

µ est également
non manipulable pour chacun des deux indices drastiques.

2
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Pour d’autres opérateurs à sélection de formules, les opérateurs de combinaison, les résultats sont
très différents. En effet, pour l’indice probabiliste, tous les opérateurs à sélection de formules△C1

µ ,
△C3

µ , △C4
µ , et△C5

µ sont manipulables.

Proposition 35. △C1
µ , △C3

µ , △C4
µ , et△C5

µ sont manipulables pourip, même siµ ≡ ⊤,K est complète
et#(E) = 2.

Preuve:
l’exemple suivant prouve que l’opérateur△C1

µ est manipulable pourip, avec#(E) = 2, une base com-
plèteK1 et µ ≡ ⊤. ConsidéronsE = {K1,K2}, avecK1 = {a ∧ b} et K2 = {¬(a ∧ b)}. Alors
△C1

⊤ (E) ≡ ⊤, et ip(K1,△
C1
⊤ (E)) = 1

4 . En revanche, si l’agent 1 donneK ′
1 = {a, b} à la place deK1,

alors△C1
⊤ ({K ′

1,K2}) ≡ a ∨ b et ip(K1,△
C1
⊤ ({K ′

1,K2})) = 1
3 . Ainsi E est manipulable parK1 com-

plète pourip. Le même exemple reste valable pour△C4
µ . Il suffit de remarquer que△C1

⊤ = △C3
⊤ = △C5

⊤

pour conclure la preuve.

2

Cependant, pour les deux indices drastiques, il y a des situations où la non-manipulabilité peut être
assurée pour les opérateurs de combinaison :

Proposition 36.

– △C1
µ est non manipulable pouridw et pourids.

– △C3
µ est non manipulable pouridw (resp.ids) si et seulement siµ ≡ ⊤.

– △C4
µ est manipulable pouridw et pourids, même siµ ≡ ⊤,K est complète et#(E) = 2.

– △C5
µ est non manipulable pouridw si et seulement si






µ ≡ ⊤,
ou
K est complète.

– △C5
µ est non manipulable pourids si et seulement siµ ≡ ⊤.

Preuve:

– △C1
µ est non manipulable pouridw et pourids.

Indice drastique faible.
Pour toutK ∈ E, il y a deux cas :
– K ∧µ est cohérent. Alors il y a au moins un sous-ensemble maximal cohérentM de

⋃
Ki∈E Ki

qui contientµ et toutes les formules deK. Donc△C1
µ (E ⊔ {K}) ≡ M ∨ R (oùR représente

la disjonction des autres maxcons) est cohérent avecK. Doncidw
(K,△C1

µ (E ⊔ {K})) = 1 et
aucune manipulation n’est possible.

– K ∧ µ n’est pas cohérent. Comme pour toutK ′, on a△C1
µ (E ⊔ {K ′})) |= µ, on a également

idw
(K,△C1

µ (E ⊔ {K ′})) = 0 et aucune manipulation n’est possible.
Indice drastique fort.
Raisonnement par l’absurde. Supposons que△C1

µ soit manipulable pourids
. Cela signifie que

∃K tel que△C1
µ (E ⊔ {K}) 6|= K, (3.6)

∃K ′ tel que△C1
µ (E ⊔ {K ′}) |= K. (3.7)

Par l’implication 3.7, on obtient que∀M ∈ MAXCONS(E ⊔ {K ′}, µ), M |= K. Donc si l’on
considère△C1

µ (E ⊔ {K ′} ⊔ {K}), toutM ′ ∈ MAXCONS(E ⊔ {K ′} ⊔ {K}, µ) est de la forme
M ∪ {K}, doncM ′ |= K et△C1

µ (E ⊔ {K ′} ⊔ {K}) |= K (∗).
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Par l’implication 3.6, on sait que∃M ∈ MAXCONS(E ⊔ {K}, µ), M 6|= K. CommeM est un
sous-ensemble maximal, cela implique queM ∧ K n’est pas cohérent. Alors si l’on considère
△C1

µ (E ⊔ {K ′} ⊔ {K}), on aM ⊆ M ′, avecM ′ ∈ MAXCONS(E ⊔ {K ′} ⊔ {K}, µ). Donc
M ′ ∧K n’est pas cohérent. AinsiM ′ 6|= K et△C1

µ (E ⊔ {K} ⊔ {K ′}) 6|= K, ce qui contredit(∗).
Donc△C1

µ n’est pas manipulable pourids
.

– △C3
µ est non manipulable pouridw (resp.ids) si et seulement siµ ≡ ⊤. Comme on a△C1

⊤ = △C3
⊤ ,

il vient immédiatement que△C3
⊤ n’est pas manipulable pouridw

et pourids
.

Indice drastique faible. Une manipulation pouridw
avec△C3

µ avec deux bases et une base initiale
complèteK1 est donnée par l’exemple suivant : soientK1 = {a∧b},K2 = {¬a}, µ = ¬b etK ′

1 =
{a}. On a∆C3

µ ({K1,K2}) ≡ ¬a, qui est incohérent avecK1. On a aussi∆C3
µ ({K ′

1,K2}) ≡ ⊤,
qui est cohérent avecK1.
Indice drastique fort. Pour montrer qu’une manipulation est possible pourids

avec△C3
µ avec

deux bases dont une base initiale complèteK1, on considère l’exemple suivant : soientK1 =
{a ∧ b}, K2 = {¬a}, µ = ¬a ∧ ¬b et K ′

1 = {¬a ∧ b}. On a∆C3
µ ({K1,K2}) ≡ ¬a, ainsi

∆C3
µ ({K1,K2}) 6|= K1. On a également∆C3

µ ({K ′
1,K2}) ≡ ⊥, ainsi∆C3

µ ({K ′
1,K2}) |= K1.

– △C4
µ est manipulable pouridw et pourids, même siµ ≡ ⊤,K est complète et#(E) = 2.

Indice drastique faible. Pour montrer que la manipulation pouridw est possible pour△C4
µ avec

deux bases, une base initiale complèteK1 et µ ≡ ⊤, on considère l’exemple suivant : soient
K1 = {a}, K2 = {¬a,¬a ∧ ⊤}, µ = ⊤ et K ′

1 = {a, a ∧ ⊤}. On a ∆C4
µ ({K1,K2}) ≡

¬a, ainsi ∆C4
µ ({K1,K2}) ∧ K1 n’est pas cohérent. On a aussi∆C4

µ ({K ′
1,K2}) ≡ ⊤ et donc

∆C4
µ ({K ′

1,K2}) ∧K1 est cohérent.
Indice drastique fort. Pour montrer que△C4

µ est manipulable pourids
avec deux bases, une base

initiale complèteK1 et µ = ⊤, considérons l’exemple suivant : soitK1 = {a}, K2 = {¬a},
µ ≡ ⊤ etK ′

1 = {a, a ∧⊤}. On a∆C4
µ ({K1,K2}) ≡ ⊤, ainsi∆C4

µ ({K1,K2}) 6|= K1. On a aussi
∆C4

µ ({K ′
1,K2}) ≡ a, ainsi∆C4

µ ({K ′
1,K2}) |= K1.

– △C5
µ est non manipulable pouridw si et seulement si






µ ≡ ⊤,
ou
K est complète.

Comme△C1
⊤ = △C5

⊤ , on obtient immédiatement que△C5
⊤ n’est pas manipulable pouridw

.
On peut donner un exemple de manipulation pouridw

avec△C5
µ et deux bases : soientK1 =

{a}, K2 = {b,¬a}, µ = ¬a ∨ ¬b etK ′
1 = {a ∧ ¬b}. On a∆C5

µ ({K1,K2}) ≡ b ∧ ¬a, ainsi
∆C5

µ ({K1,K2}) ∧K1 n’est pas cohérent. On a aussi∆C5
µ ({K ′

1,K2}) ≡ (a ∧ ¬b) ∨ (b ∧ ¬a), et
∆C4

µ ({K ′
1,K2}) ∧K1 est cohérent.

Enfin, aucune manipulation n’est possible pour△C5
µ quand la base initialeK1 = K{ω1} est com-

plète. Il y a deux cas :
– ω1 |= µ. SoitM = {φ ∈

⋃
K∈E K | ω1 |= φ}. Par construction,M est un élément de

MAXCONS(
⋃

K∈E K,⊤). Commeω1 |= µ, M est cohérent avecµ (ω1 est un modèle deµ et
deM ). Comme on a à la foisKω1 |= M etM |= ∆C5

µ (E) (par définition de cet opérateur),
on a égalementKω1 |= ∆C5

µ (E). Ainsi ∆C5
µ (E) ∧Kω1 est cohérent et cela empêcheE d’être

manipulable parKω1 pouridw
étant donné∆C5

µ etµ.
– ω1 |= ¬µ. Par définition de cet opérateur, pour toute baseK ′

1 et tout profilE′ (en particulier le
profil obtenu en retirantKω1 deE), ∆C5

µ ({K ′
1} ⊔ E′) est cohérent et∆C5

µ ({K ′
1} ⊔ E

′) |= µ.
Cela implique que∆C5

µ ({K ′
1}⊔E

′)∧Kω1 est incohérent et aucune manipulation n’est possible
pour idw

.
– △C5

µ est non manipulable pourids si et seulement siµ ≡ ⊤.
Comme△C1

⊤ = △C5
⊤ , on obtient immédiatement que△C5

⊤ n’est pas manipulable pourids
.
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Une manipulation est possible pour△C5
µ et ids

avec deux bases et une base initiale complèteK1,
comme le montre l’exemple suivant : soientK1 = {a∧ b},K2 = {¬b}, µ = a etK ′

1 = {a∧ b, b∨
¬a}. On a∆C5

µ ({K1,K2}) ≡ a, ainsi ∆C5
µ ({K1,K2}) 6|= K1. On a aussi∆C5

µ ({K ′
1,K2}) ≡

a ∧ b. Donc∆C5
µ ({K ′

1,K2}) |= K1.

2

Pour les autres opérateurs à sélection de formules△
cC1
µ , △cC3

µ , △cC4
µ , △cC5

µ , nous avons obtenu des
résultats légèrement différents. Les résultats de non-manipulabilité sont en effet plus nombreux ici que
dans le théorème précédent, ce qui n’est pas étonnant puisque ces opérateurs sont plus spécifiques, et
donc laissent moins de place à la manipulation. En particulier, pour l’indice probabiliste, les opérateurs
de combinaison△C1

µ , △C3
µ , △C4

µ et△C5
µ sont manipulables, alors que les résultats sont plus contrastés

pour les opérateurs△cC1
µ , △cC3

µ , △cC4
µ et△cC5

µ :

Proposition 37.

– △
cC1
µ est non manipulable pourip si et seulement si#(E) = 2.

– △
cC3
µ est non manipulable pourip si et seulement si#(E) = 2 etµ ≡ ⊤.

– △
cC4
µ est non manipulable pourip.

– △
cC5
µ est non manipulable pourip si et seulement si#(E) = 2.

Preuve:

– △
cC1
µ est non manipulable pourip si et seulement si#(E) = 2.

Supposons que#(E) = 2. Nous allons montrer que△cC1
µ et △cC5

µ (les deux cas sont groupés
car ils sont similaires) sont non manipulables pourip. Tous les cas possibles sont successivement
étudiés :
– siK1 est cohérent avecµ, alors il y a deux cas :

△
cC1
µ ({K1,K2}) ≡ △

cC5
µ ({K1,K2}) ≡

{
K1 ∧K2 ∧ µ si cohérent,
(K1 ∨K2) ∧ µ sinon.

– dans le premier cas, siK1∧K2∧µ est cohérent,△cC1
µ ({K1,K2}) |= K1 et△cC5

µ ({K1,K2}) |=
K1 doncip prend sa valeur maximale, et aucune manipulation n’est possible.

– considérons le deuxième cas, i.e.K1 ∧K2 ∧ µ n’est pas cohérent. On a△cC1
µ ({K1,K2}) ≡

(K1 ∨K2) ∧ µ (pour△cC5
µ , l’étude est similaire).

Comme pour toute baseK ′
1, par définition de△cC1

µ , on a△cC1
µ ({K ′

1, K2}) |= µ et comme on

aK1 ∧ µ |= △
cC1
µ ({K1,K2}), l’inéquation suivante est vraie pour toute baseK ′

1 :

#([K1] ∩ [△
cC1
µ ({K ′

1,K2})]) ≤ #([K1] ∩ [△
cC1
µ ({K1,K2})]).

Deux cas sont possibles :

1. siK ′
1 ∧ K2 ∧ µ est cohérent, alors△cC1

µ ({K ′
1,K2}) ≡ K ′

1 ∧ K2 ∧ µ, ainsi#([K1] ∩

[△
cC1
µ ({K ′

1,K2})]) = 0 est minimal (puisqueK1 ∧K2 ∧ µ est incohérent) : on ne peut
pas manipuler.

2. siK ′
1 ∧K2 ∧ µ est incohérent, alors il y a deux cas :
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(a) K ′
1 ∧ µ est incohérent etK2 ∧ µ est incohérent. On a△cC1

µ ({K ′
1,K2}) ≡ µ. Comme

on a supposéK1 ∧ µ cohérent, on a aussi△cC1
µ ({K1,K2}) ≡ K1 ∧ µ. Ainsi :

ip(K1,△
cC1
µ ({K ′

1,K2})) =
#([K1] ∩ [µ])

#([µ])
,

et

ip(K1,△
cC1
µ ({K1,K2})) =

#([K1] ∩ [K1 ∧ µ])

#([K1 ∧ µ])
.

Comme les numérateurs des deux fractions coïncident, et quepour les dénominateurs
on a#([K1 ∧ µ]) ≤ #([µ]), aucune manipulation n’est possible dans ce cas.

(b) K ′
1 ∧µ est cohérent ouK2 ∧µ est cohérent. On a△cC1

µ ({K ′
1,K2}) ≡ (K ′

1 ∨K2)∧µ.
CommeK1 ∧K2 ∧ µ est incohérent, on a

ip(K1,△
cC1
µ ({K ′

1,K2})) =
#([K1 ∧K

′
1 ∧ µ])

#([(K ′
1 ∨K2) ∧ µ])

.

On a également :

ip(K1,△
cC1
µ ({K1,K2})) =

#([K1 ∧ µ])

#([(K1 ∨K2) ∧ µ])
.

A présent, commeK ′
1 ∧K2 ∧ µ est incohérent, on a#([(K ′

1 ∨K2) ∧ µ]) = #([K ′
1 ∧

µ]) + #([K2 ∧ µ]). De la même façon, commeK1 ∧ K2 ∧ µ est incohérent, on a
#([(K1 ∨K2) ∧ µ]) = #([K1 ∧ µ]) + #([K2 ∧ µ]). Supposons que

ip(K1,△
cC1
µ ({K ′

1,K2})) > ip(K1,△
cC1
µ ({K1,K2})).

Cela est possible si et seulement si :

#([K1 ∧K
′
1 ∧ µ])

#([(K ′
1 ∨K2) ∧ µ])

>
#([K1 ∧ µ])

#([(K1 ∨K2) ∧ µ])
.

C’est-à-dire :

#([K1 ∧K
′
1 ∧ µ])

#([K ′
1 ∧ µ]) + #([K2 ∧ µ])

>
#([K1 ∧ µ])

#([K1 ∧ µ]) + #([K2 ∧ µ])
.

Ce qui est équivalent à :

#([K1∧K
′
1∧µ])(#([K1∧µ])+#([K2∧µ])) > #([K1∧µ])(#([K ′

1∧µ])+#([K2∧µ])).

En notanta = #([K1∧K
′
1∧µ]) etb = #([K2∧µ]), alors il existe deux entiers naturels

a′ eta′′ tels que#([K1 ∧ µ]) = a+ a′ et#([K ′
1 ∧ µ]) = a+ a′′. En remplaçant dans

l’inéquation précédente, on obtient :

a(a+ a′ + b) > (a+ a′)(a+ a′′ + b)

Cela se simplifie en0 > aa′′ +a′a′′ +a′c, ce qui est impossible. Aucune manipulation
n’est possible dans ce cas non plus.
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– siK1 n’est pas cohérent avecµ, alors, comme∀E′,△
cC1
µ (E′) |= µ et △cC5

µ (E′) |= µ, on a :

∀E′, ip(K1,△
cC1
µ (E′)) = 0 et ip(K1,△

cC5
µ (E′)) = 0, donc aucune manipulation n’est possible.

L’exemple suivant montre que la non-manipulabilité pourip n’est pas vraie pour△cC1
µ ou △

cC5
µ

lorsque trois bases (ou plus) sont considérées, la base initiale est complète etµ ≡ ⊤. On considère
K1 = {a ∧ b},K2 = {a ∧ b} et K3 = {¬a}, avec une contrainte d’intégritéµ ≡ ⊤. Il y a
deux ensembles cohérents maximaux dansMAXCONS({K1,K2,K3}, µ) : {a ∧ b,⊤} et{¬a,⊤}.

On a donc△cC1
µ ({K1,K2,K3}) ≡ (a ∧ b) ∨ (¬a). On obtientip(K1,△

cC1
µ ({K1,K2,K3})) =

1
3 . Si l’agent 1 donneK ′

1 = {¬a ∧ b} à la place deK1, alors il y a encore deux ensembles
cohérents maximaux{a ∧ b,⊤} et {¬a ∧ b,¬a,⊤} dansMAXCONS({K ′

1,K2,K3}, µ), donc

△
cC1
µ ({K ′

1,K2,K3}) ≡ (a ∧ b) ∨ (¬a ∧ b). On a alorsip(K1,△
cC1
µ ({K ′

1,K2,K3})) = 1
2 , donc

c’est un exemple de manipulation pourip de△cC1
⊤ .

Comme△cC1
⊤ = △

cC5
⊤ , cet exemple montre aussi la manipulabilité pourip de△cC5

µ .

– △
cC3
µ est non manipulable pourip si et seulement si#(E) = 2 etµ ≡ ⊤.

Comme△C1
⊤ = △C3

⊤ , il découle immédiatement de la preuve précédente pour△
cC1
µ que△cC3

⊤ est
non manipulable pourip lorsque deux bases sont considérées, et que ce n’est plus le cas quand
trois agents ou plus interviennent dans le processus de fusion.

Pour montrer qu’une manipulation est possible pour△
cC3
µ avec deux bases et une base initiale

complèteK1, quand la contrainte d’intégritéµ n’est pas équivalente à⊤, on considère l’exemple

suivant : soientK1 = {a∧ b},K2 = {¬a}, µ = ¬b etK ′
1 = {a}. On a△cC3

µ ({K1,K2}) ≡ ¬a, ce

qui est incohérent avecK1, doncip(K1,△
cC3
µ ({K1,K2})) = 0. On a aussi△cC3

µ ({K ′
1,K2}) ≡ ⊤,

ce qui est cohérent avecK1, doncip(K1,△
cC3
µ ({K ′

1,K2})) > 0.

– △
cC4
µ est non manipulable pourip.

La preuve pour cet opérateur découle directement du fait que△
cC4
µ ≡ ∆dD,GMax

µ (car les mo-

dèles de∆dD ,GMax
µ sont exactement les modèles qui satisfont un nombre maximalde bases si les

bases sont interprétées conjonctivement), et on a déjà vu que cet opérateur est non manipulable
(proposition 26).

– △
cC5
µ est non manipulable pourip si et seulement si#(E) = 2.

La preuve pour△cC5
µ est similaire à la preuve pour△cC1

µ .

2

Pour les indices drastiques, les situations où on peut assurer la non-manipulabilité sont plus nom-
breuses :

Proposition 38.

– △
cC1
µ est non manipulable pouridw

et pourids
.

– △
cC3
µ est non manipulable pouridw

(resp.ids
) si et seulement siµ = ⊤.

– △
cC4
µ est non manipulable pouridw

et pourids
.

– △
cC5
µ est non manipulable pouridw

si et seulement si






#(E) = 2,
ou
µ ≡ ⊤,
ou
K est complète.
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– △
cC5
µ est non manipulable pourids

si et seulement si






#(E) = 2,
ou
µ ≡ ⊤.

Preuve:

– △
cC1
µ est non manipulable pouridw

et pourids
.

La non-manipulabilité de△cC1
µ vient de la non-manipulabilité△C1

µ prouvée à la proposition 36,

puisque△cC1
µ est une spécialisation de△C1

µ .

– △
cC3
µ est non manipulable pouridw

(resp.ids
) si et seulement siµ ≡ ⊤.

Comme△C3
⊤ est non manipulable pouridw

et pourids
, sa spécialisation△cC3

⊤ est également non-
manipulable pouridw

et pourids
.

Dans les exemples montrant la manipulation pour△C3
µ avec deux bases et une base initiale com-

plèteK1, toutes les bases sont des singletons, donc les exemples restent valables pour△cC3
µ .

– △
cC4
µ est non manipulable pouridw

et pourids
.

La preuve pour cet opérateur découle directement du fait que△
cC4
µ est non manipulable pour

l’indice probabilisteip, il est donc non manipulable pour les indices drastiques.

– △
cC5
µ est non manipulable pouridw

si et seulement si






#(E) = 2,
ou
µ ≡ ⊤,
ou
K est complète.

Comme△cC5
µ n’est pas manipulable pourip avec deux bases, il est également non manipulable

pour idw
dans ce cas (proposition 25).

Comme△C5
⊤ n’est pas manipulable pouridw

, △cC5
⊤ est également non manipulable pouridw

.
Finalement, comme aucune manipulation n’est possible pouridw

avec△C5
µ quand la base initiale

K1 est complète (proposition 36), aucune manipulation n’est possible pouridw
avec△cC5

µ dans ce
cas.
En revanche, un exemple de manipulation existe pour△

cC5
µ si #(E) 6= 2, µ 6≡ ⊤ et pour une base

initialeK1 non complète. On considèreK1 = {b},K2 = {¬a},K3 = {a ∧ ¬b}, etµ = {a}. On

a△
cC5
µ ({K1,K2,K3}) ≡ a ∧ ¬b, doncidw

(K1,△
cC5
µ ({K1,K2,K3})) = 0. AvecK ′

1 = {b ∧ a},

on a△cC5
µ ({K ′

1,K2,K3}) ≡ a, et idw
(K1,△

cC5
µ ({K ′

1,K2,K3})) = 1.

– △
cC5
µ est non manipulable pourids

si et seulement si






#(E) = 2,
ou
µ ≡ ⊤.

Comme△cC5
µ n’est pas manipulable pourip quand il y a deux bases dansE, il est également non

manipulable pourids
dans ce cas, puisque pour tout profilE, △cC5

µ (E) est cohérent (proposition
25).
Comme△C5

⊤ n’est pas manipulable pourids
, △cC5

⊤ est également non manipulable pourids
.

Finalement, un exemple de manipulation existe pour△
cC5
µ si #(E) 6= 2 etµ 6≡ ⊤, même si la base

initialeK1 est complète :K1 = {a∧b},K2 = {a∧b},K3 = {¬a∨¬b}, etµ = {a}. Il y a deux en-
sembles maximaux cohérents dansMAXCONS({K1,K2,K3},⊤) : {a∧b} et{¬a∨¬b}. On a donc

△
cC5
µ ({K1,K2,K3}) ≡ (a ∧ b) ∨ (a ∧ ¬b). On obtientids

(K1,△
cC5
µ ({K1,K2,K3})) = 0. Avec

K ′
1 = {¬a∧¬b}, il y a deux ensembles maximaux cohérents dansMAXCONS({K1,K2,K3},⊤) :
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{a∧b} et{¬a∧¬b}. On obtient△cC5
µ ({K ′

1,K2,K3}) ≡ (a∧b), etids
(K1,△

cC5
µ ({K ′

1,K2,K3})) =
1.

2

3.3 Empêcher la manipulation : le cas des bases complètes

On s’intéresse ici à une restriction très spécifique : la situation où toutes les bases sont complètes.
Bien que cette situation soit peu fréquente lorsque l’on utilise des bases de croyances usuelles, elle peut
être imposé dans le cadre de la fusion de buts, en particulierpour empêcher toute manipulation. C’est
pourquoi nous nous sommes intéressés à ce cas.

Proposition 39. Les résultats de manipulabilité pour différents opérateurs de fusion dans le cas où
toutes les bases sont complètes sont donnés dans le tableau 3.15.f représente une fonction d’agrégation
quelconque,d est une distance quelconque,nm signifie non manipulable,m signifie manipulable même
si #(E) = 2 et µ ≡ ⊤, m∗ signifie manipulable même si soit#(E) = 2 ou µ ≡ ⊤, mais non
manipulable si à la fois#(E) = 2 etµ ≡ ⊤. Enfin,m⊤ signifie manipulable même si#(E) = 2, mais
non manipulable lorsqueµ ≡ ⊤.

∆ ip idw
ids

∆dD,f
µ nm nm nm

∆d,Σ
µ nm nm nm

∆dH ,GMax
µ m m m∗

∆fm
µ nm nm nm

∆b
µ nm nm nm

△C1
µ m nm nm

△C3
µ m m⊤ m⊤

△C4
µ m m m

△C5
µ m nm m⊤

△
cC1
µ nm nm nm

△
cC3
µ nm nm nm

△
cC4
µ nm nm nm

△
cC5
µ nm nm nm

TAB . 3.15 – Prévenir la manipulation : le cas des bases complètes.

Preuve:

1. La première ligne du tableau (∆dD ,f
µ ) est une conséquence directe de la proposition 26.

2. La deuxième ligne du tableau (∆d,Σ
µ ) est une conséquence directe de la proposition 29.

3. La troisième ligne du tableau (∆dH ,GMax
µ ) vient de la preuve de la proposition 31.

4. La quatrième ligne du tableau (∆fm
µ ) est une conséquence directe de la proposition 33.

5. La cinquième ligne du tableau (∆b
µ) est une conséquence directe de la proposition 34.
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6. La première colonne de la sixième ligne (△C1
µ et ip) vient de l’exemple suivant. SoientK1 =

{a, b}, K2 = {¬a,¬b},K ′
1 = {a ∧ b} etµ = ⊤. On a△C1

µ ({K1,K2}) ≡ ⊤, ainsi
ip(K1,△

C1
µ ({K1,K2})) = 1

4 , alors que l’on a△C1
µ ({K ′

1,K2}) ≡ (a ∧ b) ∨ (¬a ∧ ¬b), et donc
ip(K1,△

C1
µ ({K ′

1,K2})) = 1
2 .

Les colonnes les plus à droite de la sixième ligne (△C1
µ et idw

, ids
) viennent directement de la

proposition 36.

7. La première colonne de la septième ligne (△C3
µ et ip) vient de la première colonne de la sixième

ligne étant donné que l’exemple est tel queµ ≡ ⊤ (dans ce cas les deux opérateurs coïncident).
De façon similaire, pour la deuxième et la troisième colonne(△C3

µ et idw
, ids

) dans le casµ ≡ ⊤

(△C3
⊤ coïncide avec△C1

⊤ ). Dans le cas restant,△C3
µ est manipulable pouridw

même si#(E) = 2
comme l’exemple suivant le montre : prenonsE = {K1,K2} avecK1 = {a ∧ b ∧ c}, K2 =
{¬a ∧ ¬b, c} etµ = ¬b ; on a△C3

µ (E) ≡ ¬a ∧ ¬b ∧ c, ce qui est incohérent avecK1 ; si l’agent
donneK ′

1 = {a, b∧¬c} à la place deK1, on obtient△C3
µ ({K ′

1,K2}) ≡ (a∧ c)∨ (¬a∧¬b∧ c),
qui est cohérent avecK1.
Finalement,△C3

µ est manipulable pourids
même si#(E) = 2 quandµ 6≡ ⊤ ; soientK1 =

{a,¬b},K2 = {¬a, b},K ′
1 = {a∧¬b} etµ = ¬b. On a△C3

µ ({K1,K2}) ≡ (a∧¬b)∨ (¬a∧¬b),
doncids

(K1,△
C3
µ ({K1,K2})) = 0, alors qu’on a△C3

µ ({K ′
1,K2}) ≡ a ∧ ¬b, ce qui montre que

ids
(K1,△

C3
µ ({K ′

1,K2})) = 1.

8. La huitième ligne (△C4
µ ) vient de la preuve de la proposition 36.

9. La première colonne de la neuvième ligne (△C5
µ et ip) vient de la première colonne de la sixième

ligne étant donné que cet exemple est tel queµ ≡ ⊤ (dans ce cas les deux opérateurs coïncident).
La deuxième colonne (△C5

µ et idw
) vient directement de la proposition 36.

La troisième colonne (△C5
µ et ids

) dans le casµ ≡ ⊤ vient de la troisième colonne de la sixième
ligne (△C5

⊤ coïncide avec△C1
⊤ ).

Finalement,△C5
µ est manipulable pourids

même si#(E) = 2 quandµ 6≡ ⊤ ; soitK1 = {a,¬b},
K2 = {¬a, b}, K ′

1 = {a ∧ ¬b} etµ = ¬b. On a△C5
µ ({K1,K2}) ≡ (a ∧ ¬b) ∨ (¬a ∧ ¬b), donc

ids
(K1,△

C5
µ ({K1,K2})) = 0, alors que l’on a△C5

µ ({K ′
1,K2}) ≡ a ∧ ¬b, ce qui montre que

ids
(K1,△

C5
µ ({K ′

1,K2})) = 1.

10. Finalement, il reste à considérer les opérateurs△
bC
µ . On sait grâce à la proposition 35 que△cC4

µ

est non manipulable pourip (et donc pouridw
et ids

) puisque△C4
µ n’est pas manipulable pourip

quand toutes les bases sont des singletons.

11. Intéressons-nous à présent à△
cC1
µ ,△cC3

µ et△cC5
µ . Comme toutes les bases sont complètes et peuvent

être supposées être des singletons sans perte de généralité, on a :

△
cC1
µ ({K1, . . . ,Kn}) ≡ △

cC5
µ ({K1, . . . ,Kn}) ≡

{
(
∨n

i=1Ki) ∧ µ si cohérent,
µ sinon.

On a également :

△
cC3
µ ({K1, . . . ,Kn}) ≡

{
(
∨n

i=1Ki) ∧ µ si cohérent,
⊥ sinon.

Soit△ bC
µ un opérateur parmi△cC1

µ , △cC3
µ et△cC5

µ . Il y a deux cas :

– △
bC
µ (E) cohérent. Il y a encore deux cas :
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– K1 |= ¬µ. Comme pour tout profilE′, on a△cC1
µ (E′) |= µ et △cC5

µ (E′) |= µ, on a aussi

△
cC1
µ (E′)∧K1 incohérent et△cC5

µ (E′)∧K1 incohérent, ce qui prouve qu’aucune manipulation
n’est possible pourip, et donc pouridw

etids
. Dans le cas très spécifique que nous considérons

ici (toutes les bases sont des singletons et sont complètes), on a également pour tout profil

E′, △cC3
µ (E′) |= µ. En effet, chaque base deE′ qui est conservée comme un élément de

MAXCONS(E′,⊤) doit satisfaireµ. De plus, si aucune base n’est conservée,△
cC3
µ (E′) est

incohérent, ainsi△cC3
µ (E′) |= µ est trivialement vrai. L’argument précédent peut être utilisé

pour montrer qu’aucune manipulation n’est possible avec△
cC3
µ pour ip, et donc pouridw

(et

ids
sous l’hypothèse que△cC3

µ (E) est cohérent).

– K1 |= µ. On a nécessairement#([K1] ∩ [△
bC
µ ({K1, . . . ,Kn})]) = 1. Parraisonnement par

l’absurde. Une manipulation pourip est possible seulement si l’on trouve une base complète
K ′

1 telle que

K1 |= △
bC
µ ({K ′

1, . . . ,Kn}) (3.8)

et

#([△
bC
µ ({K ′

1, . . . ,Kn})]) < #([△
bC
µ ({K1, . . . ,Kn})]). (3.9)

L’inégalité 3.9 implique queK ′
1 |= ¬µ. La condition 3.8 impose queK1 |= K ′

1 ∨ K2 ∨
. . . ∨ Kn. CommeK1 |= µ alors queK ′

1 |= ¬µ, on aK1 6≡ K ′
1. En conséquence, il existe

Kj (j ∈ 2, . . . , n) telle queK1 ≡ Kj . CommeKj est un modèle de△ bC
µ ({K ′

1, . . . ,Kn}),

l’inéquation (2) ne peut pas être satisfaite. Ainsi,△
bC
µ est non manipulable pourip, et donc

pouridw
. Comme△ bC

µ (E) est supposé cohérent, aucune manipulation n’est possible pour ids
.

– △
bC
µ (E) incohérent. Cela est seulement possible pour△

bC
µ = △

cC3
µ et nécessite que chaqueKi

(i ∈ 1, . . . , n) soit telle queKi |= ¬µ. Comme△cC3
µ (E) est incohérent, on a

ip(K1,△
cC3
µ (E)) = 0. Comme pour toute baseK ′

1 complète,K1 n’est pas un modèle de

△
cC3
µ ({K ′

1, . . . ,Kn}), on aip(K1,△
cC3
µ ({K ′

1, . . . ,Kn})) = 0 aussi. Cela montre que△cC3
µ est

non manipulable pourip et donc pouridw
. Finalement, quand△cC3

µ (E) est incohérent, on a

△
cC3
µ (E) |= K1, ce qui prouve qu’aucune manipulation n’est possible pourids

également.

2

Comme le montre la proposition 39, aucun opérateur parmi∆dH ,GMax
µ et les opérateurs de combi-

naison n’interdit totalement la manipulation dans le cas particulier où deux bases complètes sont fusion-
nées. En revanche, tous les autres opérateurs sont non manipulables pour chacun des trois indices lorsque
toutes les bases sont complètes.

3.4 Indice de Dalal

Nous avons déjà vu à plusieurs reprises que le fait queip soit basé sur un comptage permet une
forme de graduation pour la notion correspondante de satisfaction, ce qui est très différent des indices
drastiques, pour lesquels l’agent est soit pleinement satisfait, soit absolument pas. On peut penser à
définir d’autres indices non drastiques. En particulier, dans le cas où un agent sait que le résultat de la
fusion ne pourra pas être cohérent avec ses croyances/buts (par exemple si ses croyances/buts ne sont pas
cohérents avec la contrainte d’intégrité), il peut quand même vouloir obtenir un résultat le plus proche
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possible de ses croyances/buts. La proximité peut être obtenue par une notion de distance et un indice de
satisfaction possible serait l’« indice de Dalal» suivant :

Définition 37 (Indice de Dalal). L’ indice de Dalalest défini par :

iDalal(K,K∆) = 1 −
min({dH(ω,K∆) | ω |= K})

#(P)
.

Exemple 35.ConsidéronsP = {a, b, c} et deux basesK = {a∧b} etK∆ = {¬a∧c}.K a deux modèles
110 et 111, doncmin({dH(ω,K∆) | ω |= K}) = dH(111,K∆) = 1. On a alorsiDalal(K,K∆) =
1 − 1

3 = 2
3 .

La définition proposée suit une volonté d’homogénéité avec les autres indices : plusiDalal(K,K∆)
est élevé, plus l’agent associé àK est satisfait.iDalal augmente de façon antimonotone avec la distance
de Hamming entre les deux bases considérées, i.e. la distance minimale entre un modèle de la première
base et un modèle de la seconde. Ainsi, cet indice prend sa valeur minimale0 lorsque toutes les variables
doivent changer de valeur pour obtenir un modèle deK∆ à partir d’un modèle deK, alors qu’il prend sa
valeur maximale1 lorsqueK est cohérent avecK∆ (aucune modification n’est nécessaire).

Une observation directe est queiDalal(K,K∆) ≥ idw
(K,K∆), quelles que soient les basesK et

K∆. Ainsi, déterminer la manipulabilité d’un profilE pour l’indice de Dalal étant donné un opérateur de
fusion∆ et une contrainte d’intégritéµ n’a de sens que dans le cas oùK∧∆µ(E) n’est pas cohérent. En
effet, dans le cas contraire,iDalal(K,∆µ(E)) prend sa valeur maximale1 et aucune manipulation n’est
possible.

L’indice de Dalal a un comportement assez différent des trois indices précédemment étudiés, puisque
les opérateurs de fusion sont manipulables pour cet indice,même dans des situations très contraintes.

Proposition 40. Les opérateurs∆dD ,Σ
µ , ∆dD ,GMax

µ , ∆dH ,Σ
µ et∆dH ,GMax

µ sont manipulables pouriDalal,
même dans le cas où on fusionne deux bases complètes.

Preuve:

– ∆dD ,Σ
µ = ∆dD ,GMax

µ . On considèreK1 etK2 données par[K1] = {000}, [K2] = {110} et
µ = a ∨ b ∨ c avecP = {a, b, c}. On a[∆dD ,Σ

µ ({K1,K2})] = {110} et iDalal(K1,∆
dD ,Σ
µ ({K1,

K2})) = 1− 2
3 . AvecK ′

1 donnée par[K ′
1] = {001}, on obtient[∆dD,Σ

µ ({K ′
1,K2})] = {110, 001}

et iDalal(K1,∆
dD ,Σ
µ ({K ′

1,K2})) = 1 − 1
3 , ce qui donne un exemple de manipulation (les détails

sont reportés dans le tableau 3.16).

ω K1 K ′
1 K2 ∆

dD,Σ
µ ({K1, K2}) ∆

dD,Σ
µ ({K ′

1, K2})
000 0 1 1 1 2
001 1 0 1 2 1

010 1 1 1 2 2
011 1 1 1 2 2
100 1 1 1 2 2
101 1 1 1 2 2
110 1 1 0 1 1

111 1 1 1 2 2

TAB . 3.16 – Manipulation de∆dD ,Σ
µ pour iDalal avec deux bases complètes.

– ∆dH ,Σ
µ . On considèreK1,K2 etµ donnés par[K1] = {000}, [K2] = {110} et

[µ] = {001, 011, 101, 110, 111}. On a[∆dH ,Σ
µ ({K1,K2})] = {110} et

iDalal(K1,∆
dH ,Σ
µ ({K1,K2})) = 1 − 2

3 . AvecK ′
1 donnée par[K ′

1] = {001}, on obtient

[∆dH ,Σ
µ ({K ′

1,K2})] = {110, 001, 011, 111} et iDalal(K1,∆
dH ,Σ
µ ({K ′

1,K2})) = 1 − 1
3 , montrant

la manipulation (les détails sont reportés dans le tableau 3.17).
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ω K1 K ′
1 K2 ∆

dH ,Σ
µ ({K1, K2}) ∆

dH ,Σ
µ ({K ′

1, K2})
000 0 1 2 2 3
001 1 0 3 4 3

010 1 2 1 2 3
011 2 1 2 4 3

100 1 2 1 2 3
101 2 1 2 4 3

110 2 3 0 2 3

111 3 2 1 4 3

TAB . 3.17 – Manipulation de∆dH ,Σ
µ pouriDalal avec deux bases complètes.

– ∆dH ,GMax
µ . On considèreK1,K2 etµ donnés par[K1] = {0001}, [K2] = {0111} et

[µ] = {0000, 0110, 0111, 1000, 1001, 1010, 1100, 1111}. On a[∆dH ,GMax
µ ({K1,K2})] = {0111}

et iDalal(K1,∆
dH ,GMax
µ ({K1,K2})) = 1 − 2

4 . AvecK ′
1 donné par[K ′

1] = {1000}, on obtient

[∆dH ,GMax
µ ({K ′

1, K2})] = {0000, 0110, 1001, 1010, 1100, 1111} et
iDalal(K1,∆

dH ,GMax
µ ({K ′

1,K2})) = 1 − 1
4 , montrant la manipulation (les détails sont reportés

dans le tableau 3.18).

ω K1 K ′
1 K2 ∆

dH ,GMax
µ ({K1, K2}) ∆

dH ,GMax
µ ({K ′

1, K2})
0000 1 1 3 (3, 1) (3, 1)
0001 0 2 2 (2, 0) (2, 2)
0010 2 2 2 (2, 2) (2, 2)
0011 1 3 1 (1, 1) (3, 1)
0100 2 2 2 (2, 2) (2, 2)
0101 1 3 1 (1, 1) (3, 1)
0110 3 3 1 (3, 1) (3, 1)
0111 2 4 0 (2, 0) (4, 0)
1000 2 0 4 (4, 2) (4, 0)
1001 1 1 3 (3, 1) (3, 1)
1010 3 1 3 (3, 3) (3, 1)
1011 2 2 2 (2, 2) (2, 2)
1100 3 1 3 (3, 3) (3, 1)
1101 2 2 2 (2, 2) (2, 2)
1110 4 2 2 (4, 2) (2, 2)
1111 3 3 1 (3, 1) (3, 1)

TAB . 3.18 – Manipulation de∆dH ,GMax
µ pouriDalal avec deux bases complètes.

2

En revanche, pour les opérateurs à sélection de formules, onobtient un résultat de non-manipulabilité
pour deux opérateurs :

Proposition 41. Les opérateurs par intersection totale∆fm et basique∆b ne sont pas manipulables
pour iDalal.

Preuve:

– SoientE un profil,K une base de croyances, etµ une contrainte d’intégrité. Alors

∆fm
µ (E ⊔ {K}) ≡

{ ∧
E ∧K ∧ µ si cohérent,

µ sinon.

Si
∧
E ∧K ∧ µ est cohérent, alorsK est cohérent avec∆fm

µ (E ⊔ {K}) , donc
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dH(K,∆fm
µ (E ⊔ {K})) = 04 et iDalal(K,∆

fm(E ⊔ {K})) est maximal : on ne peut pas mani-
puler. Dans le cas contraire, si

∧
E ∧K ∧ µ n’est pas cohérent, alors∆fm

µ (E ⊔ {K}) ≡ µ. Dans
ce cas, quelle que soit la baseK ′, on a∆fm

µ (E ⊔ {K ′}) |= µ. De ce fait,
dH(K,µ) ≤ dH(K,∆fm

µ (E ⊔ {K ′})) ce qui rend toute manipulation impossible dans ce cas
également.

– SoientE un profil,K une base de croyances, etµ une contrainte d’intégrité. Alors

∆fm
µ (E ⊔ {K}) ≡






∧
E ∧K ∧ µ si cohérent, sinon

(
∨
E ∨K) ∧ µ si cohérent, sinon

µ.

Si
∧
E ∧ K ∧ µ ou (

∨
E ∨ K) ∧ µ sont cohérents, alorsdH(K,∆fm

µ (E ⊔ {K})) = 0 et
iDalal(K,∆

fm
µ (E⊔{K})) est maximal : on ne peut pas manipuler. Dans le cas contraire,∆fm

µ (E⊔

{K}) ≡ µ. Dans ce cas, quelle que soit la baseK ′, on a∆fm
µ (E ⊔ {K ′}) |= µ. De ce fait,

dH(K,µ) ≤ dH(K,∆fm(E ⊔ {K ′})) ce qui rend toute manipulation impossible dans ce cas
également.

2

Quant aux opérateurs de combinaison, ils sont tous manipulables pouriDalal :

Proposition 42. Les opérateurs△ bC
µ (et donc les opérateurs△C

µ ) sont manipulables pouriDalal, même
dans le cas où on fusionne deux bases complètes.

Preuve:
On considère les bases complètesK1 = {a ∧ b} et K2 = {¬a ∧ ¬b}, avecµ = ¬(a ∧ b). On a
MAXCONS({K1,K2}, µ) = {{¬a ∧ ¬b,¬(a ∧ b)}} = MAXCONScard({K1,K2}, µ) et

MAXCONS({K1,K2},⊤) = {{¬a ∧ ¬b,⊤}, {a ∧ b,⊤}}, ainsi△cC1
µ ({K1,K2}) ≡ △

cC3
µ ({K1,K2})

≡ △
cC4
µ ({K1,K2}) ≡ △

cC5
µ ({K1,K2}) ≡ ¬a∧¬b. On obtientiDalal(K1,△

bC
µ ({K1,K2})) = 1− 2

2 = 0.
AvecK ′

1 = {¬a ∧ b}, on aMAXCONS({K ′
1,K2}, µ) = {{¬a ∧ ¬b,¬(a ∧ b)}, {¬a ∧ b,¬(a ∧ b)}} =

MAXCONScard({K
′
1,K2}, µ) et MAXCONS({K ′

1,K2},⊤) = {{¬a ∧ ¬b,⊤}, {¬a ∧ b,⊤}}. Ainsi

△
cC1
µ ({K ′

1,K2}) ≡ △
cC3
µ ({K ′

1,K2}) ≡ △
cC4
µ ({K ′

1,K2}) ≡ △
cC5
µ ({K ′

1,K2}) ≡ (¬a∧¬b)∨ (¬a∧ b) ≡
¬a.
On obtientiDalal(K1,△

bC
µ ({K ′

1,K2})) = 1 − 1
2 , montrant la manipulation.

2

3.5 Stratégies restreintes

Nous avons déjà évoqué auparavant l’existence de situations où les agents participant au processus
de fusion ont des informations sur les croyances/buts véritables des autres agents. Par exemple, dans
un cadre de résolution coopérative de problèmes, il peut être décidé que lorsqu’un agent est capable de
répondre à une requête au bout d’un temps limité, il doit communiquer sa réponse aux autres agents. A
l’opposé, le protocole de communication peut l’obliger à informer les autres agents qu’il est définitive-
ment incapable de répondre à la demande. De tels échanges d’informations permettent aux autres agents
d’avoir une vue partielle des modèles ou des contre-modèlesdes véritables croyances ou buts de l’agent,
et si cela vient en contradiction avec la base reportée, l’agent manipulateur peut être démasqué (ce qui
peut être gênant pour lui).

4Par souci de simplification, on notedH(K, ∆fm
µ (E ⊔ {K}) pourmin

ω|=K,ω′|=∆
fm
µ (E⊔{K})

dH(ω,ω′).
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On considère ici deux restrictions sur les stratégies autorisées (et les notions correspondantes de
manipulation) : la manipulation par érosion (resp. dilatation) est obtenue lorsque la base reportéeK ′

est nécessairement logiquement plus forte (resp. plus faible) que la base réelleK. La manipulation par
érosion (resp. dilatation) est possible pour l’agent manipulateur lorsque les autres agents ont seulement
accès à un sous-ensemble des contre-modèles (resp. modèles) des véritables croyances ou buts.

Définition 38.
– Un opérateur∆ estmanipulable par érosionpour un indicei s’il existe un profilE, une contrainte

d’intégritéµ, deux bases de croyancesK etK ′ avecK ′ |= K, tels que :

i(K,∆µ(E ⊔ {K})) < i(K,∆µ(E ⊔ {K ′})).

– Un opérateur∆ est manipulable par dilatationpour un indicei s’il existe un profilE, une
contrainte d’intégritéµ, deux bases de croyancesK etK ′ avecK |= K ′, tels que :

i(K,∆µ(E ⊔ {K})) < i(K,∆µ(E ⊔ {K ′})).

Le premier résultat illustre l’impossibilité d’une manipulation par dilatation pour les opérateurs à
sélection de modèles :

Proposition 43. Soientd une pseudo-distance etf une fonction d’agrégation quelconques.∆d,f
µ est

non manipulable par dilatation pour chacun des indicesip, idw
et ids

.

Preuve:
Grâce à la proposition 25, il est suffisant de montrer que∆d,f

µ n’est pas manipulable pourip. Raison-
nement par l’absurde. On suppose qu’il existe un opérateur∆d,f

µ , où d et f sont respectivement une
pseudo-distance et une fonction d’agrégation, qui est manipulable par dilatation pourip. Avec cette hy-
pothèse, on peut trouver une contrainte d’intégritéµ, un profilE, deux basesK etK ′ avecK |= K ′,
tels queip(K,∆

d,f
µ ({K} ⊔E)) < ip(K,∆

d,f
µ ({K ′} ⊔E)). En utilisant la notationE△µ K plus légère

pour∆d,f
µ ({K} ⊔ E), on a :

#([K] ∩ [E △µ K])

#([E △µ K])
<

#([K] ∩ [E △µ K
′])

#([E △µ K ′])
.

CommeK |= K ′, pour toute pseudo-distanced, on a∀ω ∈ W, d(ω,K) ≥ d(ω,K ′). Donc, pour
toute fonction d’agrégationf (croissante) :

∀ω ∈ W, d(ω,E ⊔ {K}) ≥ d(ω,E ⊔ {K ′}). (3.10)

On notedmin(E ⊔µ {K}) = min({d(ω,E ⊔ {K}) | ω |= µ},≤). Avec (3.10), on peut immédia-
tement déduire :dmin(E ⊔µ {K}) ≥ dmin(E ⊔µ {K ′}). Deux cas sont à considérer :

– dmin(E ⊔µ {K}) > dmin(E ⊔µ {K ′}) (*).
Siω1 est un modèle deK∧µ alors, commeK |= K ′, d(ω1,K) = d(ω1,K

′) = 0, doncd(ω1, E⊔
{K}) = d(ω1, E ⊔ {K ′}). Si en plusω1 est un modèle deE △µ K

′, alorsd(ω1, E ⊔ {K ′}) =
dmin(E ⊔µ {K

′}) etd(ω1, E ⊔{K}) = dmin(E ⊔µ {K
′}). Par définition dumin, on ad(ω1, E ⊔

{K}) ≥ dmin(E ⊔µ {K}), puisqueω1 |= µ. Alors on peut conclure quedmin(E ⊔µ {K}) ≤
dmin(E⊔µ{K

′}), ce qui contredit (*). Ainsi, aucun modèle deK∧µ n’est un modèle deE△µK
′.

En conséquence,ip(K,E△µK
′) = 0 et est minimal, ce qui interdit toute manipulation pour∆d,f

µ .
Donc, on peut exclure le cas (*).
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– dmin(E ⊔µ {K}) = dmin(E ⊔µ {K ′}) (**).
Siω est un modèle deE△µK, alors on a à la foisω |= µ etd(ω,E⊔{K}) = dmin(E⊔µ{K}). En
conséquence,d(ω,E⊔{K}) = dmin(E⊔µ{K

′}) avec l’équation (**). De plus, avec l’inéquation
(3.10), on peut déduire qued(ω,E⊔{K}) ≥ d(ω,E⊔{K ′}). Ainsi,d(ω,E⊔{K ′}) ≤ dmin(E⊔µ

{K ′}). Commeω est un modèle deµ et qued(ω,E ⊔ {K ′}) = dmin(E ⊔µ {K ′}), on peut
finalement déduire queω est un modèle deE△µK

′ également. Donc tout modèle deE△µK est
un modèle deE △µ K

′ et :

#([E △µ K]) ≤ #([E △µ K
′]). (3.11)

On peut aussi en déduire que tout modèle deE △µ K qui est un modèle deK ∧ µ est un modèle
deE △µ K

′, donc :

#([K] ∩ [E △µ K]) ≤ #([K] ∩ [E △µ K
′]).

De plus, siω1 |= K ∧ µ est un modèle deE △µ K
′, alors on a à la fois :

– d(ω1, E ⊔ {K ′}) = dmin(E ⊔µ {K ′}) = dmin(E ⊔µ {K}) avec (**) et
– commeK |= K ′ et ω1 |= K, on aω1 |= K ′. Doncd(ω1,K) = d(ω1,K

′) = 0 et d(ω1, E ⊔
{K}) = d(ω1, E ⊔ {K ′}).

On obtient :d(ω1, E ⊔ {K}) = dmin(E ⊔µ {K}) etω1 |= µ, doncω1 est un modèle deE△µ K.
On vient de montrer que tout modèle deK ∧ µ qui est un modèle deE △µ K

′ est également un
modèle deE △µ K donc on peut écrire :#([K] ∩ [E △µ K]) ≥ #([K] ∩ [E △µ K

′]). Alors on
obtient :

#([K] ∩ [E △µ K]) = #([K] ∩ [E △µ K
′]). (3.12)

Avec (3.11) et (3.12), on obtient immédiatement :

#([K] ∩ [E △µ K])

#([E △µ K])
≥

#([K] ∩ #([E △µ K
′])

#([E △µ K ′])
. (3.13)

En conséquence,ip(K,∆
d,f
µ ({K} ⊔ E) ≥ ip(K,∆

d,f
µ ({K ′} ⊔ E)). Cette inéquation montre que

∆d,f
µ n’est pas manipulable pourip, ce qui contredit l’hypothèse. Le cas (**) doit donc être écarté

également, ce qui conclut la preuve.

2

Ce résultat doit être comparé au cas général (développé dansles sections précédentes) où la plupart
des opérateurs sont manipulables.

On obtient des résultats très différents pour la manipulation par érosion. On peut en effet trouver des
profils manipulables en utilisant une stratégie par érosion(par exemple l’exemple récurrent). Ce qui est
intéressant, c’est que, dans certaines situations, s’intéresser uniquement à la manipulation par érosion
peut être suffisant pour prouver la non-manipulabilité du profil. En effet, lorsqued est une distance
quelconque,Σ est la fonction d’agrégation utilisée et qu’un des indices drastiquesid est considéré,∆d,Σ

µ

est manipulable pourid si et seulement si il est manipulable par érosion pourid :

Proposition 44. Soitd une distance quelconque. Si∆d,Σ
µ est manipulable pouridw

(resp.ids
), alors il

est manipulable par érosion pouridw (resp.ids).

Preuve:
On prouve d’abord un lemme très utile :
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Lemme 45. Soitd une pseudo-distance etf une fonction d’agrégation. Si un profilE est manipulable
parK pour idw

(resp.ids
) étant donné∆d,f

µ etµ, alors il existe une base complèteK ′
ω telle que :

idw
(K,∆µ(E ⊔ {K ′

ω})) > idw
(K,∆µ(E ⊔ {K}))

(resp.ids
(K,∆µ(E ⊔ {K ′

ω})) > ids
(K,∆µ(E ⊔ {K}))).

Preuve:

Indice drastique faible. On suppose que∆d,f
µ est manipulable pouridw

, i.e. on peut trouver une
contrainte d’intégritéµ, un profilE = {K1, . . . ,Kn}, et deux basesK etK ′ tels que :

idw
(K,∆d,f

µ ({K} ⊔E)) < idw
(K,∆d,f

µ ({K ′} ⊔ E)). (3.14)

Ce qui est équivalent à :idw
(K,E △µ K) = 0 et idw

(K,E △µ K
′) = 1, où ∆d,f

µ ({K} ⊔ E) est noté
E △µ K pour simplifier les notations.

L’inégalité (3.15) vient deidw
(K,E △µ K) = 0 : aucun modèle deK n’est un modèle deE △µ K.

∀ω |= K ∧ µ,∃ω′ |= (¬K) ∧ µ, d(ω′, E ⊔ {K}) < d(ω,E ⊔ {K}). (3.15)

Comme dans (3.15) le choix deω′ peut être fait indépendamment deω, (3.15) est équivalent à :

∃ω′ |= (¬K) ∧ µ,∀ω |= K ∧ µ, d(ω′, E ⊔ {K}) < d(ω,E ⊔ {K}). (3.16)

L’inégalité (3.17) vient deidw
(K,E △µ K

′) = 1 : il y a au moins un modèle deK dans ceux de
E △µ K

′ :

∃ω1 |= K ∧ µ,∀ω |= µ, d(ω1, E ⊔ {K ′}) ≤ d(ω,E ⊔ {K ′}). (3.17)

Soitω′′ |= K ′ tel qued(ω1,K
′) = d(ω1, ω

′′). On considère la base complèteK ′′
ω′′ telle que[K ′′

ω′′ ] =

{ω′′}. On va montrer dans le reste de la preuve que∆d,f
µ est manipulable avec cette base. Si l’agent dont

les croyances sontK donneK ′′
ω′′ comme base à la place deK, alors, commed(ω1,K

′′
ω′′) = d(ω1,K

′),
on a :

d(ω1, E ⊔ {K ′′
ω′′}) = d(ω1, E ⊔ {K ′}), (3.18)

et donc avec (3.17) et (3.18) :

∀ω |= µ, d(ω1, E ⊔ {K ′′
ω′′}) ≤ d(ω,E ⊔ {K ′}), (3.19)

De plus, comme la fonction d’agrégationf est croissante (par définition) et commeK ′′
ω′′ |= K ′, on a

∀ω |= µ, d(ω,E ⊔ {K ′}) ≤ d(ω,E ⊔ {K ′′
ω′′}), donc on obtient directement avec (3.19) :

∀ω |= µ : d(ω1, E ⊔ {K ′′
ω′′}) ≤ d(ω,E ⊔ {K ′′

ω′′}). (3.20)

Doncω1 est un modèle de∆d,f
µ (E⊔{K ′′

ω′′}) et on aidw
(K,∆d,f

µ ({K ′′
ω′′}⊔E)) = 1 etidw

(K,∆d,f
µ ({K}⊔

E)) < idw
(K,∆d,f

µ ({K ′′
ω′′} ⊔E)). Cela prouve que∆d,f

µ est manipulable pour une base complèteK ′′
ω′′ .

Indice drastique fort. Supposons qu’un opérateur∆d,f
µ , oùd est une pseudo-distance etf une fonc-

tion d’agrégation, soit manipulable pour l’indice drastique fortids
. Alors on peut trouver une contrainte

d’intégritéµ, un profilE et deux basesK etK ′ tels que :

ids
(K,∆d,f

µ (E ⊔ {K})) < ids
(K,∆d,f

µ (E ⊔ {K ′})).
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Cela implique queids
(K,∆d,f

µ (E ⊔ {K})) = 0, et ids
(K, ∆d,f

µ (E ⊔ {K ′})) = 1. Cela signifie, par
définition de cet indice, que∆d,f

µ (E ⊔ {K}) 6|= K, et∆d,f
µ (E ⊔ {K ′}) |= K.

Etant donné un modèleω1 de∆d,f
µ (E⊔{K ′}) et un modèleω2 deK ′ tels qued(ω1,K

′) = d(ω1, ω2),
on définitK ′′

ω2
par[K ′′

ω2
] = {ω2}. Alors on ad(ω1,K

′′
ω2

) = d(ω1,K
′) etd(ω1, E⊔{K ′′

ω2
}) = d(ω1, E⊔

{K ′}).

On notedmin(E ⊔d,f
µ {K ′}) = min({d(ω,E ⊔ {K ′}) | ω |= µ},≤). Commeω1 est un modèle de

∆d,f
µ (E ⊔ {K ′}), on ad(ω1, E ⊔ {K ′}) = dmin(E ⊔d,f

µ {K ′}).
Ainsi :

d(ω1, E ⊔ {K ′′
ω2
}) = dmin(E ⊔d,f

µ {K ′}). (3.21)

Par définition dumin et commeω1 |= µ, on a aussi :d(ω1, E ⊔ {K ′′
ω2
}) ≥ dmin(E ⊔d,f

µ {K ′′
ω2
}).

On obtient :
dmin(E ⊔d,f

µ {K ′}) ≥ dmin(E ⊔d,f
µ {K ′′

ω2
}). (3.22)

D’un autre côté, commeK ′′
ω2

|= K ′, on a :∀ω ∈ W, d(ω,K ′) ≤ d(ω,K ′′
ω2

). La fonction d’agréga-
tion f est croissante, donc on peut écrire :

∀ω ∈ W, d(ω,E ⊔ {K ′}) ≤ d(ω,E ⊔ {K ′′
ω2
}), (3.23)

et doncdmin(E ⊔d,f
µ {K ′}) ≤ dmin(E ⊔d,f

µ {K ′′
ω2
}). Avec (3.22) on obtientdmin(E ⊔d,f

µ {K ′}) =

dmin(E⊔d,f
µ {K ′′

ω2
}). Avec (3.21), on obtientd(ω1, E⊔{K ′′

ω2
}) = dmin(E⊔d,f

µ {K ′′}). Commeω1 |= µ,

on conclut queω1 est également un modèle de∆d,f
µ (E ⊔ {K ′′

ω2
}).

Soitω un modèle de∆d,f
µ (E ⊔ {K ′′

ω2
}). Alorsω |= µ etd(ω,E ⊔ {K ′′

ω2
}) = dmin(E ⊔d,f

µ {K ′′
ω2
}).

Donc, commedmin(E ⊔d,f
µ {K ′}) = dmin(E ⊔d,f

µ {K ′′
ω2
}), on ad(ω,E ⊔ {K ′′

ω2
}) = dmin(E ⊔d,f

µ

{K ′}). De (3.23), on déduit qued(ω,E ⊔ {K ′}) ≤ dmin(E ⊔d,f
µ {K ′}).

Donc, par définition dumin on ad(ω,E ⊔ {K ′}) = dmin(E ⊔d,f
µ {K ′}).

Cela implique queω est également un modèle de∆d,f
µ (E ⊔ {K ′}) (puisqueω |= µ). On vient de

montrer que tout modèle de∆d,f
µ (E ⊔ {K ′′

ω2
}) est un modèle de∆d,f

µ (E ⊔ {K ′}), donc on peut écrire :

∆d,f
µ (E ⊔ {K ′′

ω2
}) |= ∆d,f

µ (E ⊔ {K ′}). Comme on a∆d,f
µ (E ⊔ {K ′}) |= K, on peut inférer que

∆d,f
µ (E ⊔ {K ′′

ω2
}) |= K et doncids

(K,∆d,f
µ (E ⊔ {K ′′

ω2
})) = 1.

On obtient donc une manipulation pourids
avec une base complèteK ′′

ω2
, ce qui complète la preuve

du lemme.
2

On peut à présent donner une preuve pour la proposition principale :

Indice drastique faible. Raisonnement par l’absurde. On suppose que∆d,Σ
µ est un opérateur manipu-

lable et qu’il n’est pas manipulable par érosion. Alors on peut trouver une contrainte d’intégritéµ, un
profil E, et deux basesK etK ′ avecK ′ 6|= K tels que :

idw
(K,∆d,Σ

µ (E ⊔ {K})) < idw
(K,∆d,Σ

µ (E ⊔ {K ′})).

Le lemme 45 montre que l’on peut supposer[K ′] = {ω′
1} complète ; il vient donc :

idw
(K,∆d,Σ

µ (E ⊔ {K})) < idw
(K,∆d,Σ

µ (E ⊔ {ω′
1})).

Comme l’indice drastique faible ne prend que les valeurs 0 et1, on a :

idw
(K,∆d,Σ

µ (E ⊔ {K}) = 0 (3.24)
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idw
(K,∆d,Σ

µ (E ⊔ {ω′
1}) = 1.

Cela signifie qu’il n’existe aucun modèle deK ∧ µ qui est un modèle de∆d,Σ
µ (E ⊔ {K}), et qu’il y

a au moins un modèleω1 deK ∧ µ qui est un modèle de∆d,Σ
µ (E ⊔ {ω′

1}). On peut exprimer ces faits
par deux inéquations :

∀ω |= K ∧ µ,∃ω′ |= ¬K ∧ µ, d(ω′, E ⊔ {K}) < d(ω,E ⊔ {K})

et :
∃ω1 |= K ∧ µ,∀ω |= µ, d(ω1, E ⊔ {ω′

1}) ≤ d(ω,E ⊔ {ω′
1}).

Ainsi :
∃ω1 |= K ∧ µ,∀ω |= µ, d(ω1, ω

′
1) + d(ω1, E) ≤ d(ω, ω′

1) + d(ω,E) (3.25)

On définit à présent une nouvelle baseK ′′
ω1

= {ω1}. Comme on a supposé que l’opérateur n’est pas
manipulable par érosion et commeK ′′

ω1
|= K, on peut en déduire qu’il n’est pas manipulable pouridw

avecK ′′
ω1

: idw
(K,∆d,Σ

µ (E ⊔ {K})) ≥ idw
(K,∆d,Σ

µ (E ⊔ {K ′′
ω1
})). Cela implique que :

– soitidw
(K,∆d,Σ

µ (E ⊔ {K})) = 1,
– soitidw

(K,∆d,Σ
µ (E ⊔ {K})) = idw

(K,∆d,Σ
µ (E ⊔ {K ′′

ω1
})) = 0.

Grâce à l’équation (3.24), qui établit queidw
(K,∆d,Σ

µ (E ⊔ {K})) = 0, on peut inférer que
idw

(K,∆d,Σ
µ (E ⊔ {K ′′

ω1
})) = 0 et on a :

∀ω |= K ∧ µ,∃ω′ |= ¬K ∧ µ, d(ω′, E ⊔ {K ′′
ω1
}) < d(ω,E ⊔ {K ′′

ω1
}).

CommeK ′′
ω1

= {ω1} et que le choix deω′ peut être fait indépendamment deω1, on a
∃ω2 |= (¬K) ∧ µ,∀ω |= K ∧ µ, d(ω2, E ⊔ {ω1}) < d(ω,E ⊔ {ω1}), c’est-à-dire :

∃ω2 |= ¬K ∧ µ,∀ω |= K ∧ µ, d(ω2, ω1) + d(ω2, E) < d(ω, ω1) + d(ω,E).

En particulier, cette inéquation est vraie pourω = ω1, parce queω1 |= K ∧ µ. Ainsi :

d(ω2, ω1) + d(ω2, E) < d(ω1, ω1) + d(ω1, E).

Commed(ω1, ω1) = 0, on obtient finalement :

d(ω2, ω1) + d(ω2, E) < d(ω1, E). (3.26)

D’un autre côté, commeω2 |= µ, avec (3.25), on obtient :

d(ω1, ω
′
1) + d(ω1, E) ≤ d(ω2, ω

′
1) + d(ω2, E). (3.27)

En additionnant (3.26) et (3.27) membre à membre, on obtient:

d(ω2, ω1) + d(ω2, E) + d(ω1, ω
′
1) + d(ω1, E) < d(ω1, E) + d(ω2, ω

′
1) + d(ω2, E).

En simplifiant pard(ω1, E) etd(ω2, E), on a :

d(ω2, ω1) + d(ω1, ω
′
1) < d(ω2, ω

′
1).

Cela contredit l’inégalité triangulaire. Ainsi, si une manipulation est possible, elle est possible par éro-
sion avec une base complète[K ′′

ω1
] = {ω1}.
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Indice drastique fort. Supposons que∆d,Σ
µ soit manipulable pourids

. Alors, on peut trouver un profil
E, une contrainte d’intégritéµ et deux basesK etK ′ tels que :

ids
(K,∆d,Σ

µ (E ⊔ {K})) < ids
(K,∆d,Σ

µ (E ⊔ {K ′})).

Cela implique que :
ids

(K,∆d,Σ
µ (E ⊔ {K}) = 0 (3.28)

et
ids

(K,∆d,Σ
µ (E ⊔ {K ′}) = 1.

Cela signifie qu’il y a au moins un modèle de∆d,Σ
µ (E ⊔ {K}) qui n’est pas un modèle deK, et que

tout modèle de∆d,Σ
µ (E⊔{K ′}) est un modèle deK∧µ. Considérons un modèleω1 de∆d,Σ

µ (E⊔{K ′}).
On peut écrire queω1 |= K ∧ µ et :

∀ω |= µ, d(ω1, E ⊔ {K ′}) ≤ d(ω,E ⊔ {K ′}).

Alors on a :
∀ω |= µ, d(ω1,K

′) + d(ω1, E) ≤ d(ω,K ′) + d(ω,E).

Définissons[K ′′
ω1

] = {ω1} et montrons qu’il y a manipulation avec cette base. On suppose que l’on

peut trouverω′′ |= ∆d,Σ
µ (E ⊔ {K ′′

ω1
}) t.q.ω′′ 6|= K. Commeω′′ |= ∆d,Σ

µ (E ⊔ {ω1}), on aω′′ |= µ et

d(ω”, E ⊔ {ω1}) ≤ d(ω1, E ⊔ {ω1}),

et donc :
d(ω”, ω1) + d(ω”, E) ≤ d(ω1, E)

(commed(ω1, ω1) = 0).
On sait queω′′ 6|= K et ω′′ |= µ, donc on peut déduire queω′′ 6|= ∆d,Σ

µ (E ⊔ {K ′}) (sinon on devrait
avoirω′′ |= K, puisque∆d,Σ

µ (E ⊔ {K ′}) |= K). Commeω1 est un modèle de∆d,Σ
µ (E ⊔ {K ′}), on a :

d(ω”, E ⊔ {K ′}) > d(ω1, E ⊔ {K ′}).

De façon équivalente :
d(ω”,K ′) + d(ω”, E) > d(ω1,K

′) + d(ω1, E).

Commed(ω1, E) ≥ d(ω”, ω1) + d(ω”, E), on obtient :

d(ω”,K ′) + d(ω”, E) > d(ω1,K
′) + d(ω”, ω1) + d(ω′′, E).

En simplifiant cette équation pard(ω”, E), on trouve :

d(ω”,K ′) > d(ω1,K
′) + d(ω”, ω1).

Si ω2 est un modèle deK ′ tel qued(ω1,K
′) = d(ω1, ω2), on a :

d(ω”,K ′) > d(ω1, ω2) + d(ω”, ω1),

et finalement, commed(ω”, ω2) ≥ d(ω”,K ′) par définition dumin, on obtient :

d(ω”, ω2) > d(ω1, ω2) + d(ω”, ω1).

Cela est en contradiction avec l’inégalité triangulaire.
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On a montré que tout modèle de∆d,Σ
µ (E ⊔ {K ′′

ω1
}) est un modèle deK. Donc ids

(K,∆d,Σ
µ (E ⊔

{K ′′
ω1
}) = 1. Commeids

(K,∆d,Σ
µ (E ⊔ {K}) = 0 avec (3.28), on a :

ids
(K,∆d,Σ

µ (E ⊔ {K})) < ids
(K,∆d,Σ

µ (E ⊔ {K ′′
ω1
})),

et une manipulation par érosion avec une base complète est possible.

2

Ce résultat a un corollaire, qui montre qu’il est suffisant des’intéresser à chaque base complète qui
impliqueK pour déterminer si un profilE est manipulable par une baseK pour idw

:

Corollaire 46. Un profil de croyancesE est manipulable parK pour idw
(resp. ids

) étant donné
∆d,Σ

µ etµ si et seulement si la manipulation est possible en utilisantune base complèteKω |= K, i.e. il
existeKω |= K telle queidw

(K,∆d,Σ
µ (E ⊔{Kω})) > idw

(K,∆d,Σ
µ (E ⊔{K})) (resp.ids

(K,∆d,Σ
µ (E ⊔

{Kω})) > ids
(K,∆d,Σ

µ (E ⊔ {K}))).
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Chapitre 4

Travaux connexes

4.1 Manipulation pour la fusion

Une étude de la manipulation de certains opérateurs de fusion d’OCF est décrite dans [MGC01]. Le
cadre de travail considéré dans cet article est clairement distinct de celui utilisé dans notre travail. Tout
d’abord, les agents fournissent des relations de préférence complètes (encodées comme desfonctions
ordinales conditionnellesou OCF). De plus, les opérateurs de fusion considérés échappent au théorème
de Gibbard-Satterthwaite (ainsi qu’au théorème d’Arrow) parce qu’une hypothèse de commensurabi-
lité entre les préférences des agents est faite (la même remarque s’applique aussi à la fusion de bases
possibilistes définie dans [BDKP02]). L’hypothèse de commensurabilité a un sens dans de nombreuses
situations, mais lorsque l’on traite des préférences d’agents, elle doit être utilisée avec précaution. En ef-
fet, pour des agents humains, on considère généralement en Théorie du Choix Social que cette hypothèse
est très forte : les préférences humaines sont parfois difficilement comparables, l’intensité avec laquelle
x est préféré ày n’est pas forcément identique pour tous les agents.

La notion de manipulation et les opérateurs de fusion de [MGC01] sont définis dans le cadre de travail
des fonctions ordinales conditionnelles. Dans ce paragraphe, nous étudions les opérateurs correspondants
dans le cadre propositionnel «pur», i.e., lorsque le profil contient des bases de croyances/buts «plates»,
afin de pouvoir comparer l’approche utilisée dans cet article à la nôtre.

Comme on l’a vu dans la première partie du mémoire (paragraphe 1.2.2), une fonction ordinale
conditionnelle (OCF)κ est une fonction totale de l’ensemble des interprétationsW dans l’ensemble des
ordinaux, et est telle qu’au moins une interprétation est associée à zéro. Dans [MGC01], seules les OCFs
à valeur entière sont considérées. Meyer et al. ne considèrent pas des OCFs normalisées (c’est-à-dire
qu’il n’y a pas nécessairement une interprétation associéeà zéro). Intuitivement, plus la valeur attribuée
à une interprétation est élevée, moins cette interprétation est crue. A chaque OCFκ on peut associer une
base de croyancesBel(κ) définie comme[Bel(κ)] = {ω ∈ W | κ(ω) = minω′∈W(κ(ω′))}. Le but des
opérateurs de fusion OCF est, à partir d’un profil d’OCFsE = {κ1, . . . , κn}, de définir une OCFκ∆(E)
qui représente au mieux le profil.

Le moyen le plus direct de traduire le cadre de travail de la fusion propositionnelle en fonctions
ordinales conditionnelles est de considérer une base propositionnelle comme un cas spécial d’OCF : une
base propositionnelle est une OCF à deux strates, avec les modèles des bases qui reçoivent le rang0 et les
contre-modèles qui reçoivent le rang1. Si l’on considère uniquement des OCFs à deux stratesκi et que
l’on noteKi = Bel(κi) et∆ = Bel(κ∆), les opérations de fusion définies dans [MGC01] deviennent :

Proposition 47. – ∆max(E) ≡ ∆min1(E) ≡

{ ∧
E si cohérent,

⊤ sinon.
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– ∆min2(E) ≡

{ ∧
E si cohérent,∨
E sinon.

– ∆Σ(E) ≡ ∆dD,Σ(E).

La preuve est immédiate.

Exemple 36. On considère à nouveau l’exemple 21 introduit dans le paragraphe 1.2.2 pour illustrer
le fonctionnement des opérations de fusion OCF introduits dans [MGC01]. SoientP = {a, b}, et deux
états épistémiquesκ1 etκ2 définies surW par :

– κ1(a ∧ b) = 0
– κ1(a ∧ ¬b) = κ1(¬a ∧ ¬b) = 1
– κ1(¬a ∧ b) = 2

et
– κ2(a ∧ ¬b) = 0
– κ2(a ∧ b) = κ2(¬a ∧ b) = κ2(¬a ∧ ¬b) = 1

Les bases propositionnelles correspondantes sont respectivementK1 ≡ {a∧ b} etK2 ≡ {a∧¬b} Alors
on a pourE = {K1,K2} :

– ∆max(E) ≡ ⊤.
– ∆min1(E) ≡ ⊤.
– [∆min2(E)] ≡ {a ∧ b, a ∧ ¬b}.
– [∆Σ(E)] ≡ {a ∧ b, a ∧ ¬b}.

Les opérateurs de fusion propositionnels résultants∆max, ∆min1, ∆min2 , et∆Σ sont assez simples
et bien connus.

– ∆max (ou de façon équivalente∆min1) est l’opérateur de fusion appelé opérateur de fusion par
intersection totale∆fm (en l’absence de contrainte d’intégrité) [KP99].

– ∆min2 est l’opérateur de fusion basique∆b [Kon00] sans contrainte d’intégrité, c’est aussi l’opé-
rateur à quota 1 de [EKM05] (sans contrainte d’intégrité) (voir partie III.

– ∆Σ correspond à l’opérateur intersection de [Kon00].
Aucun de ces opérateurs n’est manipulable pour nos indices :

Proposition 48. ∆max, ∆min1 , ∆min2 et ∆Σ ne sont manipulables pour aucun des indicesidw
, ids

et
ip.

Preuve:
Les résultats pour ces opérateurs sont des conséquences directes de l’étude présentée au paragraphe 3.2.
Plus précisément, le résultat pour∆max et ∆min1 vient de la proposition 33, celui pour∆min2 de la
proposition 34, et celui pour∆Σ de la proposition 26.

2

Meyer, Chopra et Ghose ont proposé des définitions généralesde la non-manipulabilité pour la fusion
d’OCFs. Plus précisément, ils ont étudié deux propriétés caractérisant la résistance à la manipulation. La
première est la propriété(IP) [MGC01] :

Définition 39 (IP). Un opérateur de fusion OCFκ∆ satisfait la propriété(IP) si pour tout profil d’OCFs
E, pour tout agenti, on a quelle que soit l’OCFκ :

∀ω ∈ W, |κ∆(E)(ω) − κi(ω)| ≤ |κ∆(rep(E, {i}, κ)(ω) − κi(ω)|

où rep(E, {i}, κ) est le profilE dans lequel l’OCFκi est remplacé parκ.

108



4.1. Manipulation pour la fusion

La propriété(IP) traduit une forte résistance de l’opérateur de fusion à la manipulabilité, puisqu’un
opérateur satisfait cette propriété(IP) si pour tous les mondes, l’entier associé à la base fusionnéeest
plus proche de celui associé à l’agent manipulateur s’il estsincère que s’il ment.

En ne considérant que des OCFs à deux strates, un opérateur defusion ∆(= Bel(κ∆)) est non
manipulable pour(IP) si et seulement siκ∆ satisfait la propriété(IP) pour tout agent étant donné un
profil quelconque. On obtient la caractérisation suivante :

Proposition 49. ∆ est non manipulable pour(IP) si et seulement si pour tout profilE et tout couple de
basesK etK ′ :

– K ∧ ¬∆(E ⊔ {K}) |= ¬∆(E ⊔ {K ′}), et
– ¬K ∧ ∆(E ⊔ {K}) |= ∆(E ⊔ {K ′}).

Preuve:

– Partie⇐ de la preuve. Supposons qu’un opérateur de fusion∆ = Bel(κ∆)) ne satisfasse pas la
propriété(IP). Alors il existe un profilE, un agenti, une OCFκ, une interprétationω ∈ W tels
que

|κ∆(E)(ω) − κi(ω)| > |κ∆(rep(E, {i}, κ)(ω) − κi(ω)|

où rep(E, {i}, κ) est le profilE dans lequel l’OCFκi est remplacée parκ. Dans la suite, on note
∆(E ⊔ {K}) pourBel(κ∆(E)) : c’est la base fusionnée initiale lorsque l’agenti reporte ses
véritables croyancesK ≡ Bel(κi), et on note∆(E ⊔ {K ′}) pourBel(κ∆(rep(E, {i}, κ)) : c’est
la base fusionnée obtenue en remplaçant la base de croyances/butsK de l’agenti par une autre
K ′ ≡ Bel(κ).
En considérant des OCFs à deux strates, cette inégalité entraîne que|κ∆(E)(ω) − κi(ω)| = 1 et
|κ∆(rep(E, {i}, κ)(ω)−κi(ω)| = 0. Comme|κ∆(rep(E, {i}, κ)(ω)−κi(ω)| = 0, ω est à la fois
un modèle de∆(E ⊔ {K ′}) et deK (*), ou ω est un contre-modèle à la fois de∆(E ⊔ {K ′}) et
deK (**).
Pour avoir|κ∆(E)(ω) − κi(ω)| = 1, il y a également deux cas :
– soitκ∆(E)(ω) = 1 etκi(ω) = 0 : alorsω est un modèle deK et un contre-modèle de∆(E ⊔

{K}). Commeω est un modèle deK, avec (*), on sait également queω est un modèle de
∆(E ⊔{K ′}). Doncω est un modèle deK, de¬(∆(E ⊔{K})) et pas de¬∆(E⊔{K ′}) : cela
entraîne que

K ∧ ¬∆(E ⊔ {K}) 6|= ¬∆(E ⊔ {K ′}).

– soitκ∆(E)(ω) = 0 etκi(ω) = 1 : alorsω est un contre-modèle deK et un modèle de∆(E ⊔
{K}). Commeω est un contre-modèle deK, avec (**), on sait aussi queω est un contre-modèle
de∆(E ⊔ {K ′}). Doncω est un modèle de¬K, de∆(E ⊔ {K}) et pas de∆(E ⊔{K ′}) : cela
entraîne que

¬K ∧ ∆(E ⊔ {K}) 6|= ∆(E ⊔ {K ′}).

Ainsi, si un opérateur de fusion ne satisfait pas la propriété (IP), il ne satisfait aucune des deux
implications.

– Partie⇒ de la preuve. Pour la réciproque, on suppose qu’il existe un profil E, un agenti avec une
baseK, et une autre baseK ′ tels que :

K ∧ ¬∆(E ⊔ {K}) 6|= ¬∆(E ⊔ {K ′})

ou
¬K ∧ ∆(E ⊔ {K}) 6|= ∆(E ⊔ {K ′}).
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Dans le premier cas, il y a au moins un modèleω deK ∧¬∆(E ⊔ {K}) qui est un contre-modèle
de¬∆(E ⊔ {K ′}) :

κ∆(E)(ω) = 1, κi(ω) = 0, κ∆(rep(E, {i}, κ)(ω) = 0.

Donc
|κ∆(E)(ω) − κi(ω)| > |κ∆(rep(E, {i}, κ)(ω) − κi(ω)|.

Dans le second cas, il y a au moins un modèleω de¬K ∧ ∆(E ⊔ {K}) qui est un contre modèle
de∆(E ⊔ {K ′}) :

κ∆(E)(ω) = 0, κi(ω) = 1, κ∆(rep(E, {i}, κ)(ω) = 1.

Donc
|κ∆(E)(ω) − κi(ω)| > |κ∆(rep(E, {i}, κ)(ω) − κi(ω)|.

Dans les deux cas,∆ ne satisfait pas la propriété(IP).

2

La seconde propriété étudiée par Meyer, Chopra et Ghose et traduisant la résistance à la manipulation
est la propriété(WIP) :

Définition 40 (WIP). Un opérateur de fusion OCFκ∆ satisfait la propriété(WIP) si pour tout profilE,
pour tout agenti, on a quelle que soit l’OCFκ :

Σω∈W |κ∆(E)(ω) − κi(ω)| ≤ Σω∈W |κ∆(rep(E, {i}, κ)(ω) − κi(ω)|.

(WIP) est plus faible que(IP) au sens où si un opérateur de fusion OCFκ∆ satisfait(IP) pour un
agenti, alorsκ∆ satisfait(WIP) pouri (mais la réciproque n’est pas forcément vérifiée).

De nouveau, en ne considérant que des OCFs à deux strates, un opérateur de fusion∆(= Bel(κ∆))
est non manipulable pour(WIP) si et seulement siκ∆ satisfait la propriété(WIP) pour chaque agent
pour tout profil.

On note⊕ le ou exclusif, i.e.K ⊕K ′ = (K ∧ ¬K ′) ∨ (¬K ∧K ′). Alors la propriété(WIP) peut
être caractérisée dans notre cadre de travail par l’indice suivant :

Définition 41. On définit l’indice de satisfactioniwip par :

iwip(K,K∆) =
1

#[K ⊕K∆] + 1
.

On a alors la proposition suivante :

Proposition 50.
∆ satisfait la propriété(WIP) si et seulement si il est non manipulable pouriwip.

Preuve:
Par définitionK ⊕K∆ ≡ (¬K ∧K∆) ∨ (K ∧ ¬K∆). Donc on peut écrire :

iwip(K,K∆) =
1

#[(¬K ∧K∆) ∨ (K ∧ ¬K∆)] + 1

si et seulement si

iwip(K,K∆) =
1

#[¬K ∧K∆] + #[K ∧ ¬K∆] + 1
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Supposons qu’un opérateur de fusion∆ ≡ Bel(κ∆)) ne satisfasse pas la propriété(WIP) . Alors il
existe un profilE, un agenti, une OCFκ tels que

Σω∈W |κ∆(E)(ω) − κi(ω)| > Σω∈W |κ∆(rep(E, {i}, κ)(ω) − κi(ω)| (∗)

Dans la suite, on note∆(E⊔{K}) pourBel(κ∆(E)), qui est la base fusionnée initiale quand l’agent
i reporte sa véritable baseK ≡ Bel(κi), et on note∆(E ⊔ {K ′}) pour

Bel(κ∆(rep(E, {i}, κ)), i.e. la base fusionnée obtenue en remplaçant la baseK de l’agenti par une
autreK ′ ≡ Bel(κ).

Dans le cas à deux strates,|κ∆(E)(ω) − κi(ω)| est égal à0 ou 1. En fait, |κ∆(E)(ω) − κi(ω)| = 1
si et seulement si :

– κ∆(E)(ω) = 1 etκi(ω) = 0 : ce qui est équivalent àω |= K ∧ ¬∆(E ⊔ {K}).
– κ∆(E)(ω) = 0 etκi(ω) = 1 : ce qui est équivalent àω |= ¬K ∧ ∆(E ⊔ {K}).

On peut en déduire l’égalité suivante :

Σω∈W |κ∆(E)(ω) − κi(ω)| = #[K ∧ ¬∆(E ⊔ {K})] + #[¬K ∧ ∆(E ⊔ {K})].

De façon similaire, on obtient :

Σω∈W |κ∆(rep(E, {i}, κ)(ω) − κi(ω)| = #[K ∧ ¬∆(E ⊔ {K ′})] + #[¬K ∧ ∆(E ⊔ {K ′})].

L’inégalité (*) est donc équivalente à :

#[K ∧¬∆(E ⊔ {K})] + #[¬K ∧∆(E ⊔ {K})] > #[K ∧¬∆(E ⊔ {K ′})] + #[¬K ∧∆(E ⊔ {K ′})]

qui équivaut à

1

#[K ∧ ¬∆(E ⊔ {K})] + #[¬K ∧ ∆(E ⊔ {K})] + 1
<

1

#[K ∧ ¬∆(E ⊔ {K′})] + #[¬K ∧ ∆(E ⊔ {K′})] + 1

qui équivaut à
iwip(K,∆(E ⊔ {K})) < iwip(K,∆(E ⊔ {K ′}))

qui équivaut à∆ n’est pas manipulable pouriwip.

2

Il faut noter que l’indice «wip»iwip est très proche de l’indice probabilisteip. L’indice probabiliste
mesure la proximité de la base fusionnée à la base de l’agent et l’indice «wip» mesure la différence entre
la base fusionnée et la base de l’agent.

Cependant, la notion correspondante de non-manipulabilité (et a fortiori celle induite par(IP)) ap-
paraît trop forte dans le cadre propositionnel «pur». Considérons par exemple le scénario de fusion de
croyances suivant :

Exemple 37. On considèreK = {a} etK1 = {b}. On a∆dH ,Σ({K,K1}) ≡ a ∧ b. Si l’agent donne
K ′ = {a ∧ ¬b} à la place deK, alors la base fusionnée est∆dH ,Σ({K ′,K1}) ≡ a. Cela donne un
exemple de manipulation pour(WIP) :

iwip(∆
dH ,Σ({K,K1})) =

1

2
< iwip(∆

dH ,Σ({K ′,K1})) = 1.

Dans cet exemple, l’agent réussit à modifier la base fusionnée en une base qui est plus similaire à sa
base de croyances initiale (par rapport àiwip). C’est parce qu’il n’est pas entièrement satisfait par la base
fusionnée équivalente àa ∧ b, mais préfère strictement sa base initiale{a}, en dépit du fait quea ∧ b
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raffineses propres croyances. Ainsi, un tel agent veut préserver à la fois ses croyances etson ignorance.
Dans de nombreux scénarios où un agent participe à un processus de fusion afin d’obtenir de nouvelles
informations, cela est contre intuitif. Dans [CGM06], les auteurs proposent des définitions plus générales
de non-manipulabilité, en considérant d’autres relationsde similarité que celles utilisées dans [MGC01].
Dans le cadre propositionnel «pur», elles souffrent toutesdu même inconvénient que celui mentionné
ci-dessus. C’est pourquoi nous n’avons pas conduit plus avant l’étude de la manipulation des opérateurs
à sélection de modèles et à sélection de formules purement propositionnels pour des critères comme
(WIP) ou (IP).

4.2 Théorie du choix social

Dans le cadre propositionnel pour la fusion considéré dans cette thèse, les croyances/butsK de
chaque agent induisent une partition des interprétations en deux strates : les modèles deK sont préférés
à ses contre-modèles. Quand les agents fournissent une relation de préférence complète (qui peut être
encodée de différentes façons, par exemple, explicitement, ou par une base de croyances avec priorités,
une fonction ordinale conditionnelle, etc.), le problème de l’agrégation consiste à définir une relation de
préférence globale à partir des relations de préférence individuelles. Ce problème est étudié depuis des
siècles en théorie du choix social (on peut remonter au moinsà Condorcet [Con85] et Borda [Bor81]).

En théorie du choix social [ASS02], le problème de la manipulation a aussi reçu une grande atten-
tion. Dans ce cadre de travail, un agentA est manipulateur lorsqu’il reporte une relation de préférence
(un ordre strict total sur l’ensemble des alternatives) quin’est pas la vraie relation. Une fonction de
choix social (qui associe une alternative à un profil de telles relations de préférences) est manipulable
si l’alternative choisie par la fonction quandA ment est mieux classée pourA que l’alternative choi-
sie quand il reporte ses vraies préférences. Un des résultats les plus célèbres de la théorie du choix
social est qu’il n’existe pas de procédure d’agrégation de préférences non manipulable vérifiant des pro-
priétés attendues. Ce résultat est connu comme le théorème d’impossibilité de Gibbard-Satterthwaite
[Gib73, Sat75, Mou88].

Formellement, lorsqu’il y a au moins trois alternatives (mondes) possibles, toute fonction de choix
social surjective et non manipulable est dictatoriale (l’alternative choisie est la meilleure alternative pour
un agent donné (le dictateur), quels que soient les autres classements du profil) (voir 2).

Depuis que ce résultat a été établi, il y a eu de nombreux travaux pour obtenir des résultats de
non-manipulabilité sous certaines restrictions (voir [Kel88, ASS02] par exemple). En un certain sens,
notre travail est proche de ces approches. Cependant, notretravail est original - à notre connaissance - de
plusieurs points de vue : d’abord, les relations de préférence considérées sont des pré-ordres totaux à deux
strates et non des ordres stricts totaux ; ensuite, le résultat du processus de fusion n’est habituellement
pas un monde unique (la fusion n’est pas un vote) mais toujours un pré-ordre total à deux strates (et
le nombre de modèles de la base fusionnée n’est pas a priori limité). Cela conduit à des notions plus
complexes de manipulation où différentes définitions sont possibles, dépendantes de l’indice formalisant
les notions possibles de «à quel point un agent est satisfaitpar le résultat du processus de fusion».

Des travaux récents en Théorie du Choix Social (voir [DS00, CZ02, BDS01]) se sont intéressés aux
correspondances de choix social, qui sélectionnent non plus une alternative unique mais un ensemble
d’alternatives. Pour Duggan et Schwartz [DS00], une manipulation est possible s’il existe un votanti
tel que « l’utilité globale» est plus élevée pour l’individui s’il ment que s’il est sincère. Ces auteurs ont
alors montré que le résultat de Gibbard-Satterthwaite pouvait s’étendre dans ce cas (voir paragraphe 2.3).

Les hypothèses nécessaires à l’application de ce théorème ne sont pas toute vérifiées dans le cadre de
la fusion propositionnelle. Cependant, en dépit du fait queles auteurs supposent que chaque votant or-
donne totalement les alternatives (ce qui n’est pas le cas dans la fusion propositionnelle), notre approche
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de la manipulation pour la fusion est proche de la leur. En effet, bien que notre approche ne fasse pas
appel à une notion d’utilité et que nous n’utilisions pas de distribution de probabilité, on peut remarquer
que la manipulation pour l’indice drastique faibleidw

(voir partie II) entraîne une manipulation au sens
où l’entendent Duggan et Schwartz (une manipulation pouridw

signifie qu’en mentant, l’agent passe
d’une situation où aucun de ses modèles ne fait partie du résultat de la fusion à une situation où au moins
un de ses modèles fait partie de la fusion, donc en prenant unereprésentationu telle queu(x) = 1 si et
seulement six fait partie des modèles de l’agent et0 sinon, alors pour toutes probabilitésλ et λ′, on a
Σx∈C(P ′)λ

′(x)u(x) > Σx∈C(P )λ(x)u(x), puisqueΣx∈C(P ′)λ
′(x)u(x) > 0 et Σx∈C(P )λ(x)u(x) = 0).

Pour un autre de nos indices, l’indice probabilisteip, un lien existe également, puisque cet indice est la
probabilité qu’un modèle de l’agent soit choisi en faisant un tirage équiprobable d’un modèle dans le
résultat de la fusion. Une manipulation pourip entraîne donc une augmentation de cette probabilité, et
en ce sens une augmentation de l’utilité pour l’agent d’après Duggan et Schwartz. Les indices que nous
avons choisis sont donc interprétables dans ces travaux, ladifférence tient en partie au fait que nos indices
ont un sens en logique propositionnelle. Une autre différence tient également au fait que l’on dispose de
moins d’information dans le cadre de la fusion : les préférences des agents ne sont pas représentées par
une relation complète.

Les approches de Barberà, Dutta et Sen [BDS01] et de Ching et Zhou [CZ02] sont très proches de
celle que nous venons d’évoquer du point de vue de la définition de la non-manipulabilité : ces auteurs
se basent également sur des distributions de probabilité pour définir l’utilité d’un agent par rapport au
résultat d’un vote.

4.3 Discussion

Etudier la non-manipulabilité des opérateurs de fusion estimportant dans une perspective multi-
agents lorsque des agents peuvent obtenir l’information détenue par les autres agents participant au pro-
cessus de fusion. Si la manipulation est possible, comment peut-on être sûr que le résultat de la fusion
représente réellement les croyances/buts du groupe ?

Dans cette partie, nous avons dressé les limites de la manipulabilité de nombreux opérateurs de
fusion, incluant ceux à sélection de modèles et à sélection de formules. Alors que ces deux familles sont
manipulables dans le cas général, nous avons montré que différentes restrictions au cadre de fusion ou
aux stratégies autorisées peuvent conduire à la non-manipulabilité. Pour les opérateurs à sélection de
modèles, le choix de la distance apparaît crucial. Ainsi, les opérateurs à sélection de modèles ne sont pas
manipulables quand la distance drastique est utilisée, alors qu’ils le deviennent lorsque la distance de
Dalal est employée.

La fonction d’agrégation est également apparue dans notre travail comme un élément essentiel dans
la manipulation. Il ressort, en effet, que les opérateurs à sélection de modèles d’arbitrage (basés sur
la fonction d’agrégationGmax) sont nettement plus sensibles à la manipulation que les opérateurs à
sélection de modèles majoritaires (basés sur la fonction d’agrégationΣ). Cela s’explique par le fait que
les opérateurs d’arbitrage cherchent à sélectionner les modèles qui sont le moins éloignés de chacun
des agents, et donc toute modification d’une base de croyances peut avoir un impact sur le résultat de
la fusion. Au contraire, les opérateurs majoritaires sélectionnent les modèles qui satisfont une majorité
d’agents, même s’ils sont très éloignés des croyances d’un agent. Ainsi, la modification d’une seule
base a un impact qui peut être limité pour ces opérateurs. Parmi les opérateurs à sélection de formules,
les opérateurs ayant le comportement le plus drastique, c’est-à-dire l’opérateur par intersection totale
et l’opérateur basique, sont non manipulables. Pour les opérateurs à sélection de formules que sont les
opérateurs de combinaison,△C1

µ atteint le plus haut degré de résistance à la manipulation, puisqu’il est
manipulable pour les indices drastiques. Les résultats sont résumés dans le tableau 4.1 (nm signifie «non
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manipulable» etm signifie «manipulable»).C signifie que la baseK est complète,NC qu’elle ne l’est

pas nécessairement. Les opérateurs△
cC4
µ ne sont pas repris dans ce tableau, puisqu’ils correspondent aux

opérateurs∆dD,f
µ pourf = Σ.

i #(E) K µ ∆
dD,f
µ ∆

dH ,Σ
µ ∆

dH ,Gmax
µ ∆fm

µ ∆b
µ △C1

µ △C3
µ △C4

µ △C5
µ △

cC1
µ △

cC3
µ △

cC5
µ

ip

= 2

C

≡ ⊤ nm nm m nm nm m m m m nm nm nm

6≡ ⊤ nm nm m nm nm m m m m m nm nm

NC

≡ ⊤ nm m m nm nm m m m m nm nm nm

6≡ ⊤ nm m m nm nm m m m m nm m nm

> 2

C

≡ ⊤ nm nm m nm nm m m m m m m m

6≡ ⊤ nm nm m nm nm m m m m m m m

NC

≡ ⊤ nm m m nm nm m m m m m m m

6≡ ⊤ nm m m nm nm m m m m m m m

idw

= 2

C

≡ ⊤ nm nm m nm nm nm nm m nm nm nm nm

6≡ ⊤ nm nm m nm nm nm m m nm nm m nm

NC

≡ ⊤ nm nm m nm nm nm nm m nm nm nm nm

6≡ ⊤ nm m m nm nm nm m m m nm m nm

> 2

C

≡ ⊤ nm nm m nm nm nm nm m nm nm nm nm

6≡ ⊤ nm nm m nm nm nm m m nm nm m nm

NC

≡ ⊤ nm m m nm nm nm nm m nm nm nm nm

6≡ ⊤ nm m m nm nm nm m m m nm m m

ids

= 2

C

≡ ⊤ nm nm nm nm nm nm nm m nm nm nm nm

6≡ ⊤ nm nm m nm nm nm m m m nm m nm

NC

≡ ⊤ nm nm m nm nm nm nm m nm nm nm nm

6≡ ⊤ nm m m nm nm nm m m m nm m nm

> 2

C

≡ ⊤ nm nm m nm nm nm nm m nm nm nm nm

6≡ ⊤ nm nm m nm nm nm m m m nm m m

NC

≡ ⊤ nm m m nm nm nm nm m nm nm nm nm

6≡ ⊤ nm m m nm nm nm m m m nm m m

TAB . 4.1 – Synthèses des résultats.
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Troisième partie

Deux nouvelles familles d’opérateurs de
fusion disjonctives
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Introduction

De nombreux d’opérateurs de fusion ont été définis jusqu’ici. Chaque opérateur de fusion existant
est plus ou moins adapté aux divers scénarios de fusion qui peuvent être considérés. Ainsi, confronté à
une application pour laquelle la fusion est nécessaire, unepremière difficulté est le choix d’un opérateur
de fusion spécifique. Parmi les critères indépendants du domaine d’application qui peuvent être utilisés
pour réaliser un choix adéquat, on peut trouver les critèressuivants :

Rationalité : une exigence principale pour adhérer à une méthode de fusionest qu’elle possède les pro-
priétés attendues de ce qu’intuitivement signifie « fusionner». Cela passe par la mise en évidence
d’ensembles de postulats de rationalité [Rev97, LS98, KP02a]. Dans la suite, nous considérerons
les postulats de rationalité donnés dans [KP02a], parce qu’ils étendent les postulats proposés dans
les autres travaux. Comparer des méthodes de fusion particulières à l’aide d’un ensemble de pro-
priétés logiques permet de mettre rapidement en lumière lesdifférences de comportement entre
ces méthodes et ainsi de choisir une de celles qui offrent le meilleur comportement. Nous consi-
dérons en particulier le postulat de disjonction, qui impose principalement que la base fusionnée
implique la disjonction de toutes les bases qui participentà la fusion. Ce postulat est important si
l’on suppose qu’en présence de croyances contradictoires,au moins un des des agent possède les
«vraies» croyances.

Complexité algorithmique : lorsque l’on recherche un opérateur de fusion pour un système multi-
agents autonome, une attente naturelle est celle de l’efficacité algorithmique. La fusion est une
opération dont la complexité est élevée [KLM02, KLM04], puisqu’elle se situe typiquement au
premier ou au second niveau de la hiérarchie polynomiale. Les opérateurs les moins complexes
peuvent être évidemment préférés aux autres. Ainsi, déterminer la complexité algorithmique d’un
opérateur, et des restrictions sous lesquelles cette complexité diminue, est particulièrement utile.

Manipulabilité : il est généralement attendu des agents participants à un processus de fusion qu’ils four-
nissent sincèrement leurs croyances/buts. Pour de nombreuses applications, cette hypothèse peut
être faite facilement, en particulier lorsque les agents ont des capacités de raisonnement limitées.
Cependant, quand des agents rationnels munis de fortes possibilités d’inférence sont considérés,
une telle hypothèse doit être remise en question : les agentspeuvent être tentés de ne pas être
sincères quant à leurs croyances/buts afin d’obtenir une base fusionnée meilleure de leur point de
vue. Les opérateurs de fusion pour lesquels une telle manipulation est impossible doivent être alors
préférés. En effet, dans le cas contraire, le problème d’agrégation considéré n’est plus un problème
de fusion, mais devient un jeu entre le groupe d’agents dans lequel chaque agent vise à déterminer
la stratégie (les croyances/buts qu’il reporte à la place deses croyances/buts véritables) qui sert
au mieux ses propres intérêts. Ainsi, la dimension de la manipulabilité est également importante à
considérer.

Un critère secondaire pour sélectionner une méthode de fusion particulière s’appuie sur la puissance
inférentielle de l’opérateur considéré. En effet, un moyensimple de définir une méthode de fusion qui
assure de bonnes propriétés logiques et une bonne efficacitéalgorithmique consiste à définir une mé-
thode au pouvoir inférentiel faible. Au rang de telles méthodes de fusion figurent celles qui retournent la
disjonction de toutes les bases de croyances quand il n’y a pas d’information additionnelle disponible,
tel qu’un poids représentant la confiance associée à chaque agent. Ainsi, un opérateur moins prudent,
i.e. ayant un pouvoir inférentiel plus élevé, peut être jugéplus intéressant qu’un autre. Cela signifie que
pour chaque profil à fusionner, l’opérateur le moins prudentdonne un résultat qui implique logiquement
le résultat du plus prudent. C’est l’un des arguments pour préférer l’opérateurGmax à l’opérateurMax
[KP99]. Bien sûr, cette référence au pouvoir d’inférence doit être mise en balance avec les autres cri-
tères, et si cette amélioration est faite au prix d’une pertede rationalité ou d’une augmentation de la
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complexité, le choix n’est pas si simple. Cependant, si l’oncompare deux opérateurs évalués de façon
similaire pour les autres critères, il n’y a pas d’hésitation à choisir celui qui est le plus discriminant (i.e.
le moins prudent).

Notre thèse est que la comparaison des opérateurs de fusion doit être conduite en suivant ces critères.
Pour des applications particulières, certains critères peuvent être plus pertinents que d’autres, et peuvent
conduire à choisir différents opérateurs de fusion comme les meilleurs. Mais considérer seulement une
dimension du problème (i.e. un seul critère d’évaluation),sans s’intéresser aux autres, ne peut pas être
satisfaisant en général.

La plupart des opérateurs de fusion existants ont été évalués par rapport aux différents critères listés
plus haut. Pour la rationalité, on peut se reporter à [Rev97,LS98, LM99, Kon00, KP02a, KLM02]. Un
postulat qui nous a paru particulièrement important pour les opérateurs de fusion propositionnelle est le
postulat de disjonction. Il impose en effet aux opérateurs de sélectionner les modèles de la base fusionnée
parmi ceux de la disjonction des bases intervenant dans le processus de fusion, autrement dit, parmi les
modèles qui appartiennent à au moins une base. Ce postulat suit l’idée naturelle qu’au moins un des
agents a parmi ses croyances le véritable état du monde. Il n’est pas vérifié par les opérateurs à sélection
de modèles en général si l’on utilise la distance de Hamming entre interprétations. Pour cette raison,
les opérateurs à sélection de modèles peuvent être critiqués, et on peut leur préférer des opérateurs à
sélection de formules, qui vérifient toujours, eux, cette propriété. Cependant, les opérateurs à sélection
de formules vérifient beaucoup moins de postulats de rationalité que les opérateurs à sélection de modèles
1.1.1. Pour la complexité algorithmique, on peut se référerà [KLM04] ou [Neb98]. Pour une étude de
la manipulabilité de nombreux opérateurs de fusion, la partie II de cette thèse donne un panorama des
résultats obtenus pour les opérateurs de fusion propositionnelle. A la lumière de ces résultats, il apparaît
qu’aucun opérateur de fusion n’a une meilleure performanceque tous les autres par rapport à tous les
critères pris conjointement. Plus précisément, les opérateurs à sélection de modèles ont souvent une
complexité combinatoire plus faible (l’inférence est typiquementΘp

2-complète ou∆p
2-complète) que les

opérateurs à sélection de formules (l’inférence peut êtreΠp
2-complète) [KLM04, Neb98]. Les opérateurs

à sélection de modèles satisfont aussi typiquement plus de postulats de rationalité que les opérateurs à
sélection de formules (voir [KP02a, Kon00]). Le dernier critère est beaucoup plus difficile à satisfaire
pour ces deux familles d’opérateurs, même dans des cas très restreints. Le principal résultat de la partie
II de cette thèse est que la non-manipulabilité est difficileà réaliser pour les opérateurs de fusion.

Une question naturelle se pose :est-il possible de définir de nouveaux opérateurs de fusion,satis-
faisant le postulat de disjonction, et offrant de meilleurscompromis pour les critères de rationalité, de
complexité et de manipulabilité, que les opérateurs existants ?

Dans cette partie, nous donnons une réponse positive à cettequestion, en définissant deux nouvelles
familles d’opérateurs de fusion propositionnelle. Nous les appellons opérateurs de fusion disjonctive
dans la mesure où ils satisfont tous le postulat de disjonction. La première famille est composée des
opérateurs à quota. Les opérateurs à quota s’appuient sur une idée simple : toutmonde est un modèle du
résultat du processus de fusion s’il satisfait «suffisamment» de bases du profil donné. «Suffisamment»
peut signifier «au moinsk» (un entier fixé, quota absolu), ou «au moinsk%» (un quota relatif ou ratio),
ou finalement «autant que possible», et chaque interprétation induit une famille d’opérateurs de fusion
spécifique. Nous avons montré que ces opérateurs ont de bonnes propriétés logiques, ont une complexité
calculatoire faible et sont non manipulables.

Nous introduisons ensuite une seconde famille d’opérateurs de fusion : les opérateursGmin. Chaque
opérateurGmin est paramétré par une pseudo-distance et chacun d’entre euxa la propriété d’être moins
prudent que les opérateurs à quota (c’est-à-dire d’offrir un pouvoir inférentiel plus fort). Ces opérateurs
sont complètement rationnels au sens des postulats(IC) , ont une complexité algorithmique assez faible
(le problème d’inférence est au premier niveau de la hiérarchie polynomiale) et satisfont le postulat de
disjonction (mais ils sont manipulables en général).
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Le reste de cette étude est organisé en deux parties : nous définissons d’abord les opérateurs à quota
absolu et détaillons leurs propriétés : rationalité, complexité algorithmique et manipulabilité. Nous défi-
nissons et étudions ensuite les opérateurs à quota relatif (ou ratio), puis l’opérateur à «quota maximal».
Dans une seconde partie, nous introduisons les opérateursGmin et étudions leur rationalité, leur com-
plexité algorithmique et leur manipulabilité. Nous terminons cette partie par une discussion, qui permet
de mettre en balance ces deux familles d’opérateurs de fusion avec les opérateurs de fusion existants.
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Chapitre 5

Opérateurs à quota

Pour les opérateurs à quota absolu, étant donné un nombre entier k, un modèle est sélectionné s’il
appartient à au moinsk bases du profil. Cette idée peut s’apparenter à un vote sur lesmodèles, où l’on
sélectionne les modèles qui ont reçu plus de votes que le quota requis. Cette méthode est d’ailleurs
proche d’un type de vote particulier appelé vote par quota, cas particulier des votes par comités [BSZ91].
Cette procédure de vote est parfois utilisée pour choisir denouveaux membres de certains clubs, ou dans
des élections où l’on exige par exemple les deux-tiers de votes en faveur d’une motion pour qu’elle soit
adoptée.

5.1 Définition

Nous donnons tout d’abord une première définition des opérateurs à quota.

Définition 42 (opérateurs à quota). Soientk un entier,E = {K1, . . . ,Kn} un profil, etµ une contrainte
d’intégrité. L’opérateur de fusion à quotak , noté△k, est défini de façon sémantique par :

[△k
µ(E)] =

{
{ω ∈ [µ] | ∀Ki ∈ E ω |= Ki} si cet ensemble est non vide,
{ω ∈ [µ] | #({Ki ∈ E | ω |= Ki}) ≥ k} sinon.

Essentiellement, cette définition pose que les modèles du résultat de la fusionk-quota d’un profilE
sous la contrainteµ sont les modèles deµ qui satisfont au moinsk bases deE, voire toutes : lorsqu’il n’y
a pas de contradiction entre les bases, i.e., si

∧
E∧µ est cohérent, le résultat de la fusion est simplement

la conjonction des bases avec la contrainte d’intégrité.

Exemple 38. Une entreprise fait appel à quatre consultants pour recruter un employé. Après l’entretien
d’un candidat, chaque consultant a certaines convictions àson sujet. Le premier pense qu’il ne faut pas le
recruter, même s’il pense qu’il dispose des qualifications ou qu’il est motivé. Le second pense également
qu’il ne faut pas le recruter, même s’il le trouve motivé. Le troisième pense qu’il ne faut pas le recruter,
il pense que le candidat n’est pas motivé. Le dernier consultant pense qu’il faut le recruter, qu’il dispose
de la motivation et des qualifications requises. Il y a une contrainte d’intégrité : un candidat ne peut être
recruté s’il n’a pas la qualification nécessaire pour le poste.

On peut utiliser trois variablesq, j, m prises dans cet ordre pour représenter les croyances des
consultants :q signifie «avoir la qualification»,j signifie «avoir le poste»,m signifie «avoir la mo-
tivation». Alors le profilE = {K1,K2,K3,K4} représente les croyances des agents, avec[K1] =
{100, 001, 101}, [K2] = {001, 101}, [K3] = {100, 000}, [K4] = {111}, et la contrainte d’intégritéµ
vérifie [µ] = W \ {010, 011}. Avec un opérateur à quota, on obtient comme croyances du groupe :
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– [△1
µ(E)] = {000, 001, 100, 101, 111} : les modèles de la fusion sont les modèles deµ qui appar-

tiennent à au moins une base de croyances.
– [△2

µ(E)] = {001, 100, 101} : les modèles de la fusion sont les modèles deµ qui appartiennent à
au moins deux bases de croyances.

– [△3
µ(E)] = ∅ : aucun modèle deµ n’appartient à au moins trois bases de croyances.

Les opérateurs à quota peuvent être caractérisés syntaxiquement de façon équivalente (i.e., le résultat
est donné par une formule). Une telle caractérisation est obtenue directement à partir des sous-ensembles
cohérents préférés deE.5 Nous introduisons la notation suivante :

pnkq = {C ⊆ {1, . . . , n} | #(C) = k}.

Alors la proposition suivante donne une caractérisation des opérateurs à quota :

Proposition 51. Soientk un entier,E = {K1, . . . ,Kn} un profil, etµ une contrainte d’intégrité.

△k
µ(E) ≡






∧
E si cohérent,

(
∨

C∈pnkq

(
∧

j∈C

Kj)) sinon.

Preuve:
Immédiate à partir des deux égalités suivantes :

– [
∧
E ∧ µ] = {ω ∈ [µ] | ∀Ki ∈ E ω |= Ki}.

– [
∨

C∈pnkq
(
∧

j∈C Kj) ∧ µ] = {ω ∈ [µ] | #({Ki ∈ E | ω |= Ki}) ≥ k}.

2

La taille des formules équivalentes à[△k
µ(E)] données par la proposition 51 est polynomiale dans

#(E) + #(µ). Par conséquent, les bases fusionnées peuvent être facilement compilées comme des for-
mules propositionnelles, c’est-à-dire transformées en espace polynomial en formules propositionnelles
équivalentes.

5.2 Propriétés logiques

Les opérateurs de fusion à quota possèdent d’assez bonnes propriétés logiques. Avant d’énoncer ces
propriétés, nous présentons un lemme utile pour démontrer d’entre elles :

Lemme 52. SoientE,E′ etF trois profils, avecE′ = E ⊔ F . Alors :
– si

∧
E′ ∧ µ est cohérent, alors△k

µ(E′) |= △k
µ(E).

– si
∧
E ∧ µ n’est pas cohérent, alors△k

µ(E) |= △k
µ(E′).

Preuve:

– Si
∧
E′∧µ est cohérent, alors

∧
E∧µ est cohérent puisqueE′ = E⊔F . Ainsi△k

µ(E) ≡
∧
E∧µ,

et△k
µ(E′) ≡

∧
E′ ∧ µ. Comme

∧
E′ ∧ µ ≡

∧
E ∧

∧
F ∧ µ, on obtient△k

µ(E′) |= △k
µ(E).

– Si
∧
E ∧ µ est incohérent, alors[△k

µ(E)] = {ω ∈ [µ] | #({Ki ∈ E | ω |= Ki}) ≥ k} ; il y a
deux cas :
k > #(E) : on a△k

µ(E) ≡ ⊥, puisqu’aucun modèle deµ ne peut satisfairek bases deE. En
conséquence, on obtient△k

µ(E) |= △k
µ(E′).

5La notion de «sous-ensemble» doit être entendue ici par rapport à l’inclusion multi-ensembliste. «Sous-multi-ensemble»
serait plus correct mais cette dénomination est assurémenttrop lourde.
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k ≤ #(E) : on a [△k
µ(E)] = {ω ∈ [µ] | #({Ki ∈ E | ω |= Ki}) ≥ k} et [△k

µ(E′)] = {ω ∈
[µ] | #({Ki ∈ E′ | ω |= Ki}) ≥ k}. Comme tous les modèles deµ qui satisfont au moinsk
bases deE satisfont également au moinsk bases de son sur-ensembleE′ = E ⊔ F , on obtient
que△k

µ(E) |= △k
µ(E′).

2

Nous pouvons à présent donner les propriétés logiques des opérateurs à quota :

Proposition 53. Les opérateurs△k satisfont les propriétés(IC0), (IC2), (IC3), (IC4), (IC5), (IC7) et
(IC8). Ils ne satisfont pas(IC1), (IC6) et (Maj) en général.

Preuve:

(IC0) Evident à partir de la définition de△k.
(IC1) Considérons le contre-exemple suivant :E = {K1,K2} ; K1 = {a}, K2 = {¬a}, k = 2 et
µ = ⊤. µ est cohérent mais△k

µ(E) ne l’est pas.
(IC2) Evident à partir de la définition de△k.
(IC3) Evident à partir de la définition de△k.
(IC4) On doit montrer que siK1 |= µ,K2 |= µ, et△k

µ({K1, K2}) ∧K1 6|= ⊥,
alors△k

µ({K1,K2}) ∧K2 6|= ⊥.
SoitE = {K1,K2}. Supposons queK1 |= µ etK2 |= µ. Il y a deux cas :
– K1 ∧K2 ∧µ est cohérent. Alors△k

µ({K1,K2}) ≡ K1 ∧K2 ∧µ. Comme△k
µ({K1,K2})∧K2

est cohérent,(IC4) est satisfait.
– K1 ∧K2 ∧ µ est incohérent.

Alors [△k
µ({K1,K2})] = {ω ∈ [µ] | #({Ki ∈ E | ω |= Ki}) ≥ k}. Quatre cas sont à étudier

pourk :
k ≥ 3 : aucune interprétation ne peut satisfairek bases deE puisque#(E) = 2. Ainsi△k

µ({K1,
K2}) ≡ ⊥ et (IC4) est trivialement vrai.

k = 2 : aucune interprétation ne peut satisfairek bases deE puisque#(E) = 2 et (par hypo-
thèse)K1 ∧K2 ∧ µ |= ⊥. (IC4) est encore trivialement vrai.

k = 1 : les modèles de la base fusionnée sont les modèles deµ satisfaisant une base deE.
Donc le résultat du processus de fusion est équivalent à(K1 ∨ K2) ∧ µ. En conséquence,
△k

µ({K1,K2}) ∧K2 est équivalent àK2, qui est cohérent (puisque chaque base du profil est
cohérente).(IC4) est satisfait.

k = 0 : on a△k
µ({K1,K2}) ≡ µ. CommeK2 ∧ µ est équivalent àK2 qui est cohérent,(IC4)

est satisfait.

(IC5) Pour montrer que(IC5) est satisfait, on doit prouver que△µ(E1)∧△µ(E2) |= △µ(E1⊔E2).
Avec E = E1 et E′ = E1 ⊔ E2, le lemme 52 montre que si

∧
E1 ∧ µ est incohérent, alors

△k
µ(E1) |= △k

µ(E1 ⊔E2). De façon similaire, on obtient aussi que△k
µ(E2) |= △k

µ(E1 ⊔E2) (E1

etE2 jouent des rôles symétriques ici). En conséquence, si
∧
E1∧µ est incohérent ou

∧
E2∧µ est

incohérent, on a△k
µ(E1)∧△k

µ(E2) |= △k
µ(E1⊔E2), puisque l’inférence classique est monotone.

Donc(IC5) est satisfait.
Le cas où

∧
E1 ∧ µ est cohérent et

∧
E2 ∧ µ est cohérent reste à être considéré. Dans ce cas, on

a△k
µ(E1) ≡

∧
E1 ∧ µ et△k

µ(E2) ≡
∧
E2 ∧ µ par définition des opérateurs de fusion à quota.

Donc,△k
µ(E1)∧△k

µ(E2) ≡
∧
E1∧

∧
E2∧µ. Par ailleurs, tout opérateur à quota est tel que, pour

tout profilE et toute contrainte d’intégritéµ,
∧
E ∧ µ |= △k

µ(E) (c’est une conséquence directe
de la définition de△k). En ajoutant le fait que

∧
E est équivalent à

∧
E1 ∧

∧
E2, on obtient que
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(IC5) est aussi vrai dans ce cas.

(IC6) Considérons le contre-exemple suivant :P = {a}, E1 = {{a}, {a}, {¬a}},
E2 = {{a}, {a}, {¬a}} et µ = ⊤. On a△2

µ(E1) ≡ a et △2
µ(E2) ≡ a, ainsi la conjonction

△2
µ(E1)∧△

2
µ(E2) est cohérente. En revanche,△2

µ(E1⊔E2) ≡ ⊤, ce qui n’implique pas△2
µ(E1).

(IC7) On doit montrer que△k
µ1

(E) ∧ µ2 |= △k
µ1∧µ2

(E). On considère deux cas :

. Si
∧
E∧µ1 est cohérent, alors△k

µ1
(E)∧µ2 ≡

∧
E∧µ1∧µ2. Comme on a

∧
E∧µ1∧µ2 |=

△k
µ1∧µ2

(E), (IC7) est trivialement vrai.

. Si
∧
E ∧ µ1 est incohérent, alors on a

[△k
µ1

(E) ∧ µ2] = {ω ∈ [µ1] | #({Ki ∈ E | ω |= Ki}) ≥ k} ∩ [µ2].

De plus, comme
∧
E ∧ µ1 est incohérent, on a aussi

∧
E ∧ µ1 ∧ µ2 incohérent et

[△k
µ1∧µ2

(E)] = {ω ∈ [µ1 ∧ µ2] | #({Ki ∈ E | ω |= Ki}) ≥ k}.

Ainsi △k
µ1

(E) ∧ µ2 ≡ △k
µ1∧µ2

(E), et (IC7) est satisfait.

(IC8) On doit montrer que si△k
µ1

(E)∧µ2 est cohérent, alors△k
µ1∧µ2

(E) |= △k
µ1

(E). On considère
trois cas :

1. Si µ1 ∧ µ2 ∧
∧
E est cohérent, alorsµ1 ∧

∧
E est cohérent aussi et on a△k

µ1∧µ2
(E) ≡

µ1 ∧ µ2 ∧
∧
E. Alors△k

µ1∧µ2
(E) |= △k

µ1
(E) et (IC8) est satisfait.

2. Siµ1 ∧
∧
E est incohérent, alorsµ1 ∧ µ2 ∧

∧
E est incohérent. Dans ce cas :

[△k
µ1

(E)] = {ω ∈ [µ1] | #({Ki ∈ E | ω |= Ki}) ≥ k}.

Comme[△k
µ1∧µ2

(E)] = {ω ∈ [µ1 ∧ µ2] | #({Ki ∈ E | ω |= Ki}) ≥ k}, on a :

△k
µ1∧µ2

(E) |= △k
µ1

(E),

et (IC8) est satisfait.

3. Le cas restant est lorsqueµ1 ∧ µ2 ∧
∧
E est incohérent etµ1 ∧

∧
E est cohérent. Dans ce

cas,△k
µ1

(E) ∧ µ2 ≡ µ1 ∧
∧
E ∧ µ2 est incohérent, et(IC8) est trivialement vérifié.

(Maj) Considérons le contre-exemple suivant :P = {a}, E1 = {K1}, E2 = {K2}, K1 = {a},
K2 = {¬a}. L’interprétationa = {1} est un modèle de△1

⊤(E1 ⊔E2 ⊔ . . . ⊔ E2︸ ︷︷ ︸
n

) pour toutn ≥ 0

puisqu’il satisfait la baseK1. En revanche,ω n’est pas un modèle de△1
⊤(E2) ≡ ¬a.

2

Seuls deux postulats des opérateurs de fusion contrainte nesont pas satisfaits :(IC1) puisque le résul-
tat de la fusion un opérateur à quota peut être incohérent (voir l’exemple 38), et(IC6). Il serait possible
de forcer(IC1) en exigeant que, quand aucune interprétation n’atteint le quotak (c’est-à-dire satisfait au
moinsk bases), la base fusionnée est équivalente à la contrainte d’intégrité. Mais cette définition conduit
à des opérateurs qui ne satisfont pas(IC5). Ce dernier postulat est très important du point de vue de
l’agrégation. Il correspond à la condition de Pareto, qui est considérée comme la condition de rationalité
minimale pour l’agrégation en théorie du choix social [Arr63, Mou88, ASS02]. C’est pourquoi nous ne
considérons pas une telle famille additionnelle d’opérateurs dans la suite.
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5.3 Autres propriétés logiques

En plus de ces propriétés générales, quelques propriétés supplémentaires sont satisfaites par les opé-
rateurs à quota.

(Disj) Si (
∨
E) ∧ µ est cohérent, alors△µ(E) |= (

∨
E) ∧ µ.

La propriété de disjonction(Disj) n’est pas partagée par la plupart des opérateurs de fusion contrainte
[KP02a], qui peuvent «produire» de nouvelles croyances/buts à partir de celles des bases du profil (cer-
taines interprétations qui ne satisfont aucune des bases duprofil peuvent être choisies comme modèles
de la base fusionnée). Quand ce comportement n’est pas souhaité, des opérateurs de fusion à sélection
de formules – qui satisfont(Disj) – peuvent être utilisés, mais de tels opérateurs ne satisfont pas beau-
coup de postulats de rationalité [Kon00] (en particulier(IC3) n’est généralement pas satisfait) et ont
souvent une complexité algorithmique plus élevée [KLM04, KLM02]. Les opérateurs de fusion à quota
(aussi bien que les opérateursGmin étudiés ensuite), qui vérifient également(Disj), constituent donc
d’intéressantes alternatives aux opérateurs à sélection de formules à cet égard.

Deux autres propriétés peuvent être définies pour caractériser plus précisément les opérateurs à quota.
La première est un affaiblissement de(Maj) :

(Wmaj) Si △µ(E2) est cohérent, alors∃n,∆µ(E1 ⊔ E2 ⊔ . . . ⊔ E2︸ ︷︷ ︸
n

) ∧ ∆µ(E2) est cohérent.

Cette propriété exprime l’idée qu’au moins une croyance partagée par suffisamment de membres du
groupe peut être imposée au groupe. C’est un affaiblissement de la propriété(Maj) , qui impose quetoutes
les croyances soutenues par suffisamment de membres du groupe doivent être imposées au groupe. Il est
d’ailleurs facile de voir que(Wmaj) est une conséquence de(Maj) . Cependant, la propriété(Wmaj)
exprime l’idée que le nombre de bases partageant un modèle a une influence sur le résultat.

La seconde propriété montre l’importance des sous-ensembles maximaux cohérents (pour la cardi-
nalité) du profil pour la base fusionnée.

(Card) SiM1,M2 ∈ MAXCONSµ(E), #(M1) ≤ #(M2), et△µ(E) ∧M1 est cohérent, alors△µ(E) ∧
M2 est cohérent.

Cette propriété exprime l’idée que la cardinalité d’un ensemble maximal cohérent est prise en compte
par l’opérateur considéré : si un ensemble maximal cohérentM1 est cohérent avec la base fusionnée,
tout ensemble maximal cohérent contenant plus de formules queM1 sera lui même cohérent avec la base
fusionnée.

Proposition 54. Les opérateurs△k satisfont les propriétés(Wmaj) et (Card), et ils satisfont(Disj) si
k ≥ 1.

Preuve:

(Disj) Il y a deux cas :
– Si (

∧
E) ∧ µ est cohérent, alors△k

µ(E) ≡ (
∧
E) ∧ µ et△k

µ(E) |= (
∨
E) ∧ µ.

– Si(
∧
E)∧µ n’est pas cohérent, alors les modèles de△k

µ(E) sont des modèles deµ qui satisfont
au moinsk bases (k ≥ 1) du profilE. Donc ils sont aussi modèles de(

∨
E) ∧ µ, et le résultat

est vrai.
(Card) SoientM1,M2 ∈ MAXCONSµ(E) tel que#(M1) ≤ #(M2). Par hypothèse△k

µ(E) ∧M1

est cohérent.
Il y a deux cas :
– Si(

∧
E)∧µ est cohérent, alors△k

µ(E) ≡ (
∧
E)∧µ. En conséquence,MAXCONSµ(E) = {E}.

Donc△k
µ(E) ∧M2 est cohérent.
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– Si (
∧
E) ∧ µ n’est pas cohérent, alors soitω un modèle quelconque de△k

µ(E) ∧M1 ; ω est un
modèle deM1 qui satisfait au moinsk bases du profilE (puisque△k

µ(E) est cohérent lorsque
△k

µ(E)∧M1 est cohérent). CommeM1 ∈ MAXCONSµ(E), on peut en déduire que#(M1) ≥ k.
De plus, comme#(M1) ≤ #(M2), tout modèleω′ deM2 satisfaitµ et au moinsk bases deE.
Ainsi, ω′ est aussi un modèle de△k

µ(E) et△k
µ(E) ∧M2 est cohérent.

(Wmaj) Supposons que△k
µ(E2) soit cohérent. Il y a deux cas :

– Si (
∧
E2) ∧ µ est cohérent, alors△k

µ(E2) ≡ (
∧
E2) ∧ µ. Donc :

– Si
∧

(E1 ⊔E2)∧µ est cohérent, alors△k
µ(E1 ⊔E2) ≡

∧
(E1 ⊔E2)∧µ, qui est trivialement

cohérent avec(
∧
E2) ∧ µ, et donc avec△k

µ(E2). Ainsi (Wmaj) est satisfait avecn = 1.
– Si

∧
(E1⊔E2)∧µ n’est pas cohérent, alors pour tout entiern ≥ 1,

∧
(E1⊔E2 ⊔ . . . ⊔ E2︸ ︷︷ ︸

n

)∧µ

n’est pas cohérent. Par définition, les modèles de△k
µ(E1 ⊔ E2 ⊔ . . . ⊔ E2︸ ︷︷ ︸

n

) sont les modèles

deµ qui satisfont au moinsk bases deE1 ⊔ E2 ⊔ . . . ⊔ E2︸ ︷︷ ︸
n

. Soitω un modèle de△k
µ(E2).

Comme#(E2) ≥ 1, ω satisfaitµ et au moins une base deE2. Ainsi, pour toutn ≥ k, ω
satisfaitµ et au moinsk bases deE1 ⊔ E2 ⊔ . . . ⊔ E2︸ ︷︷ ︸

n

. En conséquence,ω est un modèle de

△k
µ(E1 ⊔ E2 ⊔ . . . ⊔ E2︸ ︷︷ ︸

n

) et de△k
µ(E2).

– Si (
∧
E2) ∧ µ n’est pas cohérent, on considère un modèleω de△k

µ(E2) : ω satisfaitµ et au
moinsk bases deE2. Alorsω satisfaitµ et au moinsk bases deE1 ⊔E2, doncω est un modèle
de△k

µ(E1 ⊔ E2) ∧△k
µ(E2). Ainsi (Wmaj) est satisfait avecn = 1.

2

Il est à remarquer que tous les opérateurs de fusion contrainte ne vérifient pas(Card) (voir paragraphe
6).

5.4 Complexité algorithmique

Pour les opérateurs de fusion à quota, on peut montrer que :

Proposition 55. FUSION(△k ) estcoBH(3)-complet.

Preuve:

– Appartenance : il suffit de réduire polynomialementFUSION(△k ) à UNSAT(3), le langage défini
parUNSAT(3) = {〈φ1, φ2, φ3〉 | φ1, φ2, φ3 ∈ L andφ1 ∈ UNSAT or (φ2 ∈ SAT andφ3 ∈ UNSAT)}.
Pour ce faire, nous avons montré dans la proposition 51 que lorsque

∧
E ∧ µ est incohérent,

on a△k
µ(E) ≡ (

∨
C∈pnkq

∧
j∈C Kj) ∧ µ où pnkq = {C ⊆ {1, . . . , n} | #(C) = k}. De

plus,(
∨

C∈pnkq

∧
j∈C Kj)∧µ est de taille polynomiale en|E|+|µ|. Soitf la réduction polynomiale

qui associe à toute instance〈E,µ, α〉 deFUSION(△k ) l’instance〈φ1 = (
∨

C∈pnkq

∧
j∈C Kj)∧µ∧

¬α, φ2 =
∧
E∧µ, φ3 =

∧
E∧µ∧¬α〉 deUNSAT(3). En exploitant le fait que

∧
E∧µ |= △k

µ(E),
on a 〈E,µ, α〉 ∈ FUSION(△k ) si et seulement si(

∨
C∈pnkq

∧
j∈C Kj) ∧ µ ∧ ¬α ∈ UNSAT or

(
∧
E ∧ µ ∈ SAT and

∧
E ∧ µ ∧ ¬α ∈ UNSAT).

– Difficulté : plutôt que de donner directement une réductionpolynomiale deUNSAT(3) vers
FUSION(△k ), on donne une traduction polynomiale fidèle et modulaire del’inférence full-meet
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(qui équivaut à l’inférence à partir d’une base fusionnée utilisant l’opérateur de fusion par inter-
section totale ou, de manière équivalente, l’opérateur à quota0) vers l’inférence à partir d’une base
fusionnée utilisant un opérateur à quota quelconque. L’inférencefull-meetpeut être définie par :
pour tousφ1, φ2, φ3 ∈ L, on aφ1 ◦FM φ2 |= φ3 si et seulement si :

si φ1 ∧ φ2 est cohérent
alors

∧
φ1 ∧ φ2 |= φ3

sinonφ2 |= φ3

L’inférence à partir d’une base fusionnée utilisant un opérateur à quotak peut être définie par :
pour tout profilE, contrainte d’intégritéµ et formuleα, on a△k

µ(E) |= α si et seulement si :

si
∧
E ∧ µ est cohérent

alors
∧
E ∧ µ |= α

sinon (
∨

C∈pnkq

∧
j∈C Kj) ∧ µ |= α

Pour tout entier naturelk fixé, à tout triplet〈φ1, φ2, φ3〉 de formules deL, on peut associer en
temps polynomial le triplet〈E = {φ1}⊔ {φ2}

k, µ = φ2, α = φ3〉 où{φ2}
k est le multi-ensemble

dans lequelφ2 possèdek occurrences (en particulier, le multi-ensemble vide quandk = 0). Clai-
rement, on aφ1 ◦FM φ2 |= φ3 si et seulement si△k

µ(E) |= α. Le fait que décider l’inférence
full-meetsoit un problèmecoBH(3)-difficile (cf. théorème 4.3 de [Neb98]) conclut la preuve.

2

On peut remarquer que la complexité deFUSION(△k ) descend àcoNP dans le cas dégénéré oùk
est plus grand que le nombre de bases deE ou sous la restriction où

∧
E ∧ µ est incohérent. En ef-

fet, si k = #(E), alors(
∨

C∈pnkq

∧
j∈C Kj) ≡ E et les parties ’alors’ et ’sinon’ de la conditionnelle

donnée dans la preuve de la proposition 55 coïncident ; ainsi, cette conditionnelle peut être simplifiée en :

∧
E ∧ µ |= α

ce qui réduit le problèmeFUSION(△k ) à une instance du problème de déduction (un problèmecoNP-
complet). De même, sik > #(E), alors (

∨
C∈pnkq

∧
j∈C Kj) ≡ ⊥, donc l’instruction ’sinon’ de la

conditionnelle donnée dans la preuve de la proposition 55 est équivalente à⊤ ; ainsi, les parties ’alors’
et ’sinon’ coïncident à nouveau et la conditionnelle peut être simplifiée comme indiqué ci-avant.

5.5 Manipulabilité

Intéressons-nous à présent à la résistance à la manipulation des opérateurs à quota.
Rappelons que la non-manipulabilité est une propriété difficile à réaliser, autant dans le cadre de la

théorie du choix social, pour l’agrégation de relations de préférences, cf le théorème d’impossibilité de
Gibbard-Satterthwaite [Gib73, Sat75, Mou88], que pour la fusion propositionnelle avec nombre d’opé-
rateurs existants (voir la partie II de ce mémoire).

On peut montrer que :

Proposition 56. Les opérateurs de fusion à quota ne sont manipulables pour aucun des indicesip, idw

et ids
.
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Preuve:
On considère d’abord l’indiceip.
Raisonnement par l’absurde. Supposons qu’il existe un entier naturelk et une contrainte d’intégritéµ
tels que△k

µ soit manipulable pourip. Alors on peut trouver un profilE = {K2, ...,Kn}, deux basesK
etK ′ tels que

ip(K,△
k
µ(E ⊔ {K})) < ip(K,△

k
µ(E ⊔ {K ′}))(∗).

– Si△k
µ(E ⊔ {K}) est incohérent, alors∀ω |= K, on aω 6|= △k

µ(E ⊔ {K}). Ainsi, ∀ω |= K, ω ne
satisfait pasµ ouω satisfait strictement moins dek − 1 basesKi aveci > 1. Dans ces deux cas,
ω ne peut satisfaire△k

µ(E ⊔ {K ′}) puisqu’il satisfait au mieuxk − 1 bases deE ⊔ {K ′} ou il ne
satisfait pasµ.
Ainsi, ∀ω |= K,ω 6|= △k

µ(E ⊔ {K ′}). Donc#([K] ∩ [△k
µ(E ⊔ {K ′})]) = 0. En conséquence,

ip(K,∆(E ⊔ {K ′}) = 0, ce qui interdit toute manipulation pourip. Ce cas est donc exclu.
– △k

µ(E ⊔ {K}) est cohérent. Alors on a à partir de l’égalité (*) :

#([K] ∩ [△k
µ(E ⊔ {K})])

#([△k
µ(E ⊔ {K})])

<
#([K] ∩ [△k

µ(E ⊔ {K ′})])

#([△k
µ(E ⊔ {K ′})])

(5.1)

Deux cas sont à considérer :
cas 1 :

∧
E ∧K ∧ µ est cohérent. Donc△k

µ(E ⊔ {K}) ≡
∧
E ∧K ∧ µ. Ainsi chaque modèle

de△k
µ(E ⊔ {K}) est un modèle deK, ce qui implique que la valeurip(K,△k

µ(E ⊔ {K})) = 1
est maximale, donc elle ne peut pas être augmentée, et aucunemanipulation n’est possible dans ce
cas.
cas 2 :

∧
E ∧K ∧ µ est incohérent. Alors△k

µ(E ⊔ {K}) ≡ (
∨

C∈pnkq

(
∧

j∈C

Kj)) ∧ µ, oùK1 = K

etE = {K2, ...,Kn}. Comme△k
µ(E ⊔ {K}) est cohérent, deux cas sont à examiner :

–
∧
E ∧ K ′ ∧ µ est cohérent. Alors△k

µ(E ⊔ {K ′}) ≡
∧
E ∧ K ′ ∧ µ. Aucun modèle deK

n’est un modèle de△k
µ(E ⊔ {K ′}). En effet, si c’était le cas, il existerait une interprétation

ω telle queω |= K et ω |=
∧

(E ⊔ {K ′}) ∧ µ. Alors on auraitω |=
∧

(E ⊔ {K}) ∧ µ, ce
qui est impossible puisque

∧
E ∧K ∧ µ est incohérent. Ainsi[K] ∩ [△k

µ(E ⊔ {K ′})] = ∅ et
ip(K,△

k
µ(E ⊔ {K ′}) = 0, ce qui empêche toute manipulation pourip.

–
∧
E ∧K ′ ∧ µ est incohérent. Alors

△k
µ(E ⊔ {K ′}) ≡ (

∨

C∈pnkq

(
∧

j∈C

K ′
j)) ∧ µ,

avecK ′
1 = K ′ etK ′

i = Ki pouri > 1 .
Siω |= K etω 6|= △k

µ(E ⊔{K}), alorsω ne satisfait pasµ ouω satisfait strictement moins que
k− 1 basesKi aveci > 1. Dans les deux cas,ω ne peut pas être un modèle de△k

µ(E ⊔ {K ′}).
En conséquence :

#([K] ∩ [△k
µ(E ⊔ {K})]) ≥ #([K] ∩ [△k

µ(E ⊔ {K ′})]). (5.2)

D’un autre côté, siω 6|= K et ω |= △k
µ(E ⊔ {K}), alors il existe au moinsk basesKi avec

i > 1 telles queω |= Ki ∧ µ. Alorsω |= △k
µ(E ⊔ {K ′}), et ainsi :

#([¬K] ∩ [△k
µ(E ⊔ {K})]) ≤ #([¬K] ∩ [△k

µ(E ⊔ {K ′})]). (5.3)

Pour simplifier les notations, on pose :
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– x = #([K] ∩ [△k
µ(E ⊔ {K})]),

– y = #([¬K] ∩ [△k
µ(E ⊔ {K})]),

– x′ = #([K] ∩ [△k
µ(E ⊔ {K})]),

– y′ = #([¬K] ∩ [△k
µ(E ⊔ {K})]),

L’inéquation (5.1) devient :
x

x+ y
<

x′

x′ + y′
. Comme on sait quey ≤ y′ grâce à (5.3), on a :

x

x+ y
<

x′

x′ + y
. Avec (5.2), on sait quex ≥ x′. Ainsi on peut écrirex′ = x − z, avecz ≥ 0.

On obtient
x

x+ y
<

x− z

x+ y − z
, ce qui est équivalent à :

(x)(x+ y − z)

(x+ y)(x+ y − z)
<

(x− z)(x+ y)

(x+ y − z)(x+ y)
,

soit

x2 + xy − xz < x2 + xy − xz − yz,

donczy < 0 avecy et z positifs : c’est impossible.
Les opérateurs à quota ne sont donc pas manipulables pourip. Une manipulation pouridw

entraîne
une manipulation pourip, même si l’opérateur ne satisfait pas(IC1) (voir proposition 25). Donc la non-
manipulabilité des opérateurs de fusion à quota pouridw

est une conséquence de la non-manipulabilité
de ces opérateurs pourip.

Finalement, le dernier cas est l’indice drastique fortids
. Supposons qu’il existe une manipulation

pour cet indice : il existe un entier naturelk et une contrainte d’intégritéµ tels que△k
µ est manipulable

pourids
. Alors on peut trouver un profilE = {K2, ...,Kn}, deux basesK etK ′ tels que

ids
(K,△k

µ(E ⊔ {K})) < ids
(K,△k

µ(E ⊔ {K ′})).

Cette inégalité implique que :

ids
(K,△k

µ(E ⊔ {K})) = 0 donc △k
µ (E ⊔ {K}) 6|= K

et

ids
(K,△k

µ(E ⊔ {K ′})) = 1 donc △k
µ (E ⊔ {K ′}) |= K.

Si△k
µ(E ⊔ {K ′}) est cohérent, cela implique une manipulation pour l’indiceip (voir proposition 25), et

on vient de voir que c’est impossible. Un problème est donc susceptible d’apparaître si△k
µ(E ⊔ {K ′})

n’est pas cohérent. Dans ce cas :
– soit k > #(E ⊔ {K ′}) et on a égalementk > #(E ⊔ {K}). Alors △k

µ(E ⊔ {K}) n’est pas
cohérent et△k

µ(E ⊔ {K}) |= K, ce qui contredit les hypothèses.
– soitk ≤ #(E ⊔{K ′}) et il n’y a aucun modèle deµ qui satisfaitk bases parmi{K2, ...,Kn,K

′}.
Comme△k

µ(E ⊔{K}) est cohérent, les modèles de△k
µ(E ⊔{K}) sont des modèles deK, ce qui

contredit encore les hypothèses.
Ainsi, une manipulation n’est pas possible si△k

µ(E ⊔ {K ′}) n’est pas cohérent, et les opérateurs de
fusion à quota ne sont pas manipulables pourids

, ce qui conclut la preuve.

2
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5.6 Quotas absolus et relatifs

Dans la définition des opérateurs de fusion à quota, un seuil absolu, c’est-à-dire un entier fixé indé-
pendant du nombre de bases du profil considéré, a été utilisé.Il peut aussi être intéressant d’exprimer
l’idée de quota de façon relative, et de définir les modèles dela base fusionnée comme les interprétations
satisfaisant au moins la moitié (ou les deux-tiers, ou la proportion voulue) des bases initiales.

Nous appelons de tels opérateurs les opérateurs de fusion à ratio :

Définition 43 (opérateurs à ratio). Soientk un nombre réel tel que0 ≤ k ≤ 1, E = {K1, . . . ,Kn}

un profil, etµ une contrainte d’intégrité. L’opérateur de fusion à ratiok , noté△
k
, est défini de façon

sémantique par :

[△
k
µ(E)] =

{
{ω ∈ [µ] | ∀Ki ∈ E ω |= Ki} si non vide,
{ω ∈ [µ] | #({Ki ∈ E | ω |= Ki}) ≥ k × n} sinon.

Exemple 39. (suite) On peut utiliser trois variables prises dans cet ordre pour représenter les croyances
des consultants :q avoir la qualification,j avoir le poste,m avoir la motivation. Alors le profilE =
{K1,K2,K3,K4} représente les croyances des agents, avec[K1] = {100, 001, 101}, [K2] = {001, 101},
[K3] = {100, 000}, [K4] = {111}, et la contrainte d’intégritéµ donnée par[µ] = W\{010, 011}. Alors
on a :
[△

0.2
µ (E)] = {001, 100, 101}, [△

0.3
µ (E)] = [△

0.5
µ (E)] = {001, 100, 101}.

On peut rapidement imaginer les liens étroits entre les deuxfamilles d’opérateurs de fusion à quota
(celle basée sur un quota absolu et celle basée sur un quota relatif ou ratio). Chaque opérateur de fusion à
ratio correspond à une famille d’opérateurs de fusion à quota (un pour chaque cardinal possible du profil).
Et pour chaque cardinal d’un profil, chaque opérateur de fusion à quota (absolu) correspond à une famille
d’opérateurs de fusion à ratio. La correspondance exacte entre les quotas absolus et les quotas relatifs (à
ratio) est précisée dans la proposition suivante (dans laquelle ⌊x⌋ représente la partie entière dex) :

Proposition 57. SoitE un profil tel que#(E) = n et soitµ une contrainte d’intégrité.

1. Soitk un nombre réel tel que0 ≤ k ≤ 1. On a△
k
µ(E) ≡ △

⌊k×n⌋
µ (E).

2. Soitk un entier naturel. Sik < n alors pour toutk ∈ [ k
n
, k+1

n
[, on a△k

µ(E) ≡ △
k

µ(E) ; sinon, on

a△k
µ(E) ≡ △

1
µ(E).

Preuve:

– Si
∧
E ∧ µ est cohérent,△k

µ(E) ≡
∧
E ∧ µ ≡ △

k
µ(E) pour tout entier naturelk et tout nombre

réelk ∈ [0, 1].
– Si

∧
E ∧ µ n’est pas cohérent, alors on considère deux cas :

– △k
µ(E) est cohérent. Soitω un modèle de△k

µ(E). Alorsω satisfaitµ et au moinsk bases deE.

Doncω satisfaitµ et un ratio de bases deE supérieur ou égal àk = k
n

. Ainsi ω |= △
k

µ(E), et en

conséquence,△k
µ(E) |= △

k

µ(E). Réciproquement, si△
k

µ(E) est cohérent etω est un modèle

de△
k
µ(E), alorsω satisfaitµ et un ratio de bases deE supérieur ou égal àk . Doncω satisfaitµ

et au moinsk = ⌊k×n⌋ bases deE. Ainsi ω |= △k
µ(E), et en conséquence,△

k
µ(E) |= △k

µ(E),
ce qui complète la preuve.
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– △k
µ(E) n’est pas cohérent : aucun modèle deµ ne satisfait au moinsk bases deE. Si k ≥ n,

aucun modèle deµ ne satisfait un ratio de bases deE égal à1 (puisque
∧
E ∧ µ n’est pas

cohérent). Ainsi△
1
µ(E) est incohérent et en conséquence, on a△

1
µ(E) ≡ △k

µ(E). Si k < n,
aucun modèle deµ ne satisfait un ratio de bases deE supérieur ou égal àk = k

n
(sinon il

satisferait au moinsk bases deE). Donc△
k
µ(E) est incohérent et en conséquence,△

k
µ(E) ≡

△k
µ(E).

2

Bien que les motivations intuitives des deux définitions de ces familles semblent différentes, il s’avère
que les opérateurs de fusion à ratio ont exactement les mêmespropriétés en ce qui concerne la complexité
algorithmique et la manipulabilité que les opérateurs de fusion à quota (absolu), bien que les preuves
des résultats soient parfois distinctes. Seules quelques propriétés logiques séparent les deux familles
d’opérateurs :

Proposition 58. Les opérateurs△
k

satisfont(IC0), (IC2), (IC3), (IC4), (IC5), (IC7), (IC8), et
(Card). Ils satisfont(Maj) si k > 0 et (Disj) si k ≥ 1

#(E) . Ils ne satisfont pas(IC1) et (IC6) en général.

Preuve:
Grâce à la proposition 57, de nombreuses preuves pour les opérateurs à ratio peuvent être déduites des
preuves pour les opérateurs à quota absolu correspondants.Plus précisément, chaque fois que le cardinal
du profilE peut être fixé une fois pour toute au début de la preuve, c’est-à-dire pour(IC0), (IC1), (IC2),
(IC3), (IC4), (IC7), (IC8), (Disj) pour un ratio supérieur à 1

#(E) et (Card), la preuve correspondante
pour les opérateurs à ratio peut être obtenue à partir de la preuve pour les opérateurs à quota absolu en
faisant les changements suivants ; soitn le cardinal du profil initialE, et k, k les deux nombres liés
comme mentionné dans la proposition 57 ; en remplaçant

– ’[△k
µ]’ par ’[△

k
µ]’,

– ’k bases’ par ’un ratiok = k
n

de bases’,

– ’{ω ∈ [µ] | #({Ki ∈ E | ω |= Ki}) ≥ k}’ par ’{ω ∈ [µ] | #({Ki∈E|ω|=Ki})
n

≥ k}’.

Ainsi, trois preuves seulement manquent :

– (IC5) : on considère deux profilsE1 avec#(E1) = n1 etE2 avec#(E2) = n2. Si k est le ratio
donné, on notek1 = k × n1, k2 = k × n2 etk = k × (n1 + n2) = k1 + k2.

Si △
k
µ(E1) ∧△

k
µ(E2) n’est pas cohérent, alors l’implication est évidente. Sinon, on considère un

modèleω de△
k
µ(E1) ∧△

k
µ(E2). Il y a trois cas :

– (
∧
E1)∧µ et(

∧
E2)∧µ sont cohérents. Alors△

k

µ(E1) ≡ (
∧
E1)∧µ et△

k

µ(E2) ≡ (
∧
E2)∧µ.

Dans ce cas,ω |= (
∧
E1)∧(

∧
E2)∧µ, donc

∧
(E1⊔E2)∧µ est cohérent. Ainsi△

k

µ(E1⊔E2) ≡

(
∧
E1) ∧ (

∧
E2) ∧ µ, et on a△

k

µ(E1) ∧△
k

µ(E2) |= △
k

µ(E1 ⊔ E2).
– (

∧
E1)∧µ n’est pas cohérent et(

∧
E2)∧µ n’est pas cohérent. Alorsω satisfaitµ, au moinsk1

bases deE1 et au moinsk2 bases deE2. Donc il satisfait au moinsk1+k2 = k bases deE1⊔E2.
Ainsi ω satisfaitµ et un ratio supérieur ou égal à k

n1+n2
bases deE1 ⊔ E2 ; en conséquence,

ω |= △
k
µ(E1 ⊔ E2).

– (
∧
E1) ∧ µ est cohérent et(

∧
E2) ∧ µ est incohérent (le cas restant est similaire par symétrie).

Considéronsω qui satisfaitµ, n1 bases deE1, et au moinsk2 bases deE2. Alors il satisfait au
moinsn1 + k2 bases deE1 ⊔ E2. Ainsi, ω satisfaitµ et un ratio supérieur ou égal àn1+k2

n1+n2
de
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bases deE1 ⊔ E2. Commen1 ≥ k1, on a :

n1 + k2

n1 + n2
≥
k1 + k2

n1 + n2
≥

k

n1 + n2
≥ k.

Alors ω satisfaitµ et un ratio supérieur ou égal àk bases deE1 ⊔E2. Doncω |= △
k
µ(E1 ⊔E2)

– (IC6) : considérons le contre-exemple suivant :P = {a}, E1 = {{a}, {a}, {a}, {¬a}}, E2 =

{{a}, {¬a}, {¬a}} et µ = ⊤. On a△
1
3
µ (E1) ≡ {a} et △

1
3
µ (E2) ≡ ⊤, donc la conjonction

△
1
3
µ (E1)∧△

1
3
µ (E2) est cohérente. En revanche,△

1
3
µ (E1 ⊔E2) ≡ ⊤, qui n’implique pas△

1
3
µ (E1).

– (Maj) : on veut montrer que∃n ∈ IN,△
k
µ(E1 ⊔E2 ⊔ . . . ⊔ E2︸ ︷︷ ︸

n

) |= △
k
µ(E2).

Pour simplifier la preuve, nous introduisons les notations suivantes :
– kω

1 = #({K | K ∈ E1 et ω |= K}),
– kω

2 = #(K | K ∈ E2 et ω |= K}),
– n1 = #(E1),
– n2 = #(E2).

1. Si(
∧
E2) ∧ µ est cohérent, alors il y a deux cas :

–
∧

(E1 ⊔E2)∧ µ est cohérent. Donc△
k

µ(E1 ⊔E2) ≡ (
∧
E1)∧ (

∧
E2)∧ µ et△

k

µ(E2) |=
(
∧
E2) ∧ µ. La propriété est vérifiée avecn = 1.

–
∧

(E1 ⊔ E2) ∧ µ n’est pas cohérent. Alors pour toutn ≥ 1,
∧

(E1 ⊔ E2 ⊔ . . . ⊔ E2︸ ︷︷ ︸
n

) ∧µ

est aussi cohérent.
Raisonnement par l’absurde: supposons qu’il existe un mondeω tel que, pour tout entier

natureln, ω |= △
k
µ(E1 ⊔ E2 ⊔ . . . ⊔ E2︸ ︷︷ ︸

n

) et ω 6|= △
k
µ(E2). Alors ω est un modèle de

µ qui satisfait un ratio supérieur ou égal àk de bases deE1 ⊔ E2 ⊔ . . . ⊔ E2︸ ︷︷ ︸
n

, et ω ne

satisfait pas(
∧
E2) ∧ µ. Doncω est un modèle de(

∨
E1) ∧ µ et n’est pas un modèle de

(
∨
E2) ∧ µ (puisque

∧
(E1 ⊔ E2) ∧ µ n’est pas cohérent). En conséquence,ω satisfait

exactementkω
1 bases deE1 ⊔E2 ⊔ . . . ⊔ E2︸ ︷︷ ︸

n

parmi lesn1 +n×n2 bases de ce profil, pour

toutn > kω
1 −k×n1

k×n2
. Doncω satisfait un ratio inférieur àk de bases deE1 ⊔E2 ⊔ . . . ⊔ E2︸ ︷︷ ︸

n

,

ce qui montre une contradiction. Donc△
k

µ(E1 ⊔ E2 ⊔ . . . ⊔ E2︸ ︷︷ ︸
n

) |= △
k

µ(E2) .

2. Si (
∧
E2) ∧ µ n’est pas cohérent, alors on prouve que la propriété est vraie en raisonnant

par l’absurde. Supposons qu’il existe un mondeω tel que, pour tout entier natureln, ω |=

△
k

µ(E1 ⊔ E2 ⊔ . . . ⊔E2︸ ︷︷ ︸
n

) etω 6|= △
k

µ(E2).

Commeω 6|= △
k
µ(E2), on akω

2
n2
< k, donckω

2 < k×n2 ; alors, on peut noterkω
2 = k×n2−ǫ

ω
2

avecǫω2 > 0.

Commeω |= △
k
µ(E1 ⊔ E2 ⊔ . . . ⊔ E2︸ ︷︷ ︸

n

), on a égalementk
ω
1 +n×kω

2
n1+n×n2

≥ k. Soit nω un entier

tel quenω >
kω
1

ǫω
2

. Alors :
kω
1

ǫω2
− nω < 0, donckω

1 − nω × ǫω2 < 0, ainsi
kω
1 − nω × ǫω2
n1 + nω × n2

< 0.
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Donc on a
nω × k × n2

n1 + nω × n2
+
kω
1 − nω × ǫω2
n1 + nω × n2

<
nω × k × n2

n1 + nω × n2

et, commen1 > 0 :

nω × k × n2

n1 + nω × n2
<
nω × k × n2

nω × n2
=
k × n2

n2
= k.

Donc :
nω × k × n2 + kω

1 − nω × ǫω2
n1 + nω × n2

=
kω
1 + nω × kω

2

n1 + nω × n2
< k.

Etω 6|= △
k
µ(E1 ⊔ E2 ⊔ . . . ⊔E2︸ ︷︷ ︸

nω

).

De plus, même en augmentant le nombre de copies deE2 dans le profil, on ne peut pas impo-

ser queω devienne un modèle de la base fusionnée :∀n ≥ nω, ω 6|= △
k

µ(E1⊔E2 ⊔ . . . ⊔ E2︸ ︷︷ ︸
n

).

Donc on sait que pour toutω tel que∃n ∈ IN, ω |= △
k

µ(E1⊔E2 ⊔ . . . ⊔E2︸ ︷︷ ︸
n

) etω 6|= △
k

µ(E2),

on peut trouver un entier naturelnω tel queω 6|= △
k
µ(E1 ⊔ E2 ⊔ . . . ⊔ E2︸ ︷︷ ︸

nω

). Pour conclure

la preuve, il suffit de considérerN = maxω∈Wnω : pour toutn ≥ N , on a△
k

µ(E1 ⊔

E2 ⊔ . . . ⊔E2︸ ︷︷ ︸
n

) |= △
k

µ(E2).

2

5.7 Les opérateurs△kmax

Que le quota choisi soit absolu ou pas, un point important estle choix de sa valeur. On peut observer
que les opérateurs de fusion à quota conduisent à une suite debases fusionnées monotone en ce qui
concerne l’implication logique :

Proposition 59. SoientE un profil,µ une contrainte d’intégrité. On a△k+1
µ (E) |= △k

µ(E) pour tous
les entiersk.

Preuve:
Si

∧
E∧µ est cohérent, alors△k+1

µ (E) ≡ △k
µ(E) ≡

∧
E∧µ, et la propriété est vérifiée. Si

∧
E∧µ est

incohérent, alors quelle que soit l’interprétationω satisfaisant au moinsk + 1 bases à deE, elle satisfait
au moinsk éléments deE, et la conclusion suit.

2

Parmi les éléments de cet suite, certains sont remarquables. Ainsi, △0 donne la conjonction des
bases (avec les contraintes) quand cette conjonction est cohérente, etµ sinon. Il correspond àl’opérateur
de fusion par intersection totale[KP99] (voir paragraphe 1.1.3).△1 donne la conjonction des bases
(avec les contraintes) si cette conjonction est cohérente et la disjonction des bases (avec les contraintes)
sinon ; il est proche de l’opérateur de fusion basique[KP99] (voir paragraphe 1.1.3), et est également
définissable comme un opérateur à sélection de modèles obtenu en utilisant la distance drastique etmax
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comme fonction d’agrégation [KLM02] (voir paragraphe 1.1.2). La seule différence est que△1 donne
un résultat incohérent quand la disjonction des bases n’estpas cohérente avec les contraintes, tandis
que l’opérateur de fusion basique donneµ dans ce cas. A chaque fois quek augmente, le résultat de la
fusion est le même que pour la valeur précédente dek ou est logiquement plus fort. Dans notre cadre
propositionnel fini, la suite(△k

µ(E))(k > 0) est évidemment stationnaire à partir d’un certain rang.
La valeur pour laquelle elle devient stationnaire n’est pasintéressante en soi, puisque la base fusionnée
correspondante à ce point fixe est soit la conjonction des bases du profil (avec les contraintes), soit la
base incohérente. Toutefois, une valeur intéressante dek est celle conduisant à la dernière base fusionnée
non triviale.

Définition 44 (△kmax). SoientE = {K1, . . . ,Kn} un profil etµ une contrainte d’intégrité. On pose
kmax = max({i ≤ #(E) | △i

µ(E) 6|= ⊥}). L’opérateur△kmax est défini de façon sémantique par :

[△kmax
µ (E)] =

{
{ω ∈ [µ] | ∀Ki ∈ E ω |= Ki} si non vide,
{ω ∈ [µ] | #({Ki ∈ E | ω |= Ki}) = kmax} sinon.

Notons quekmax n’est pas utilisé si la conjonction des formules (avec les contraintes) est cohérente,
puisque dans ce cas△kmax

µ (E) est simplement égal à cette conjonction. Il n’est donc pas utile de calculer
kmax dans ce cas.

Quoique très proche des opérateurs à quota, l’opérateur résultant△kmax n’est pas un vrai opérateur
à quota, dans la mesure où la valeur dekmax n’est pas donnéea priori, mais dépend deE etµ.

Exemple 40. (suite) On peut utiliser trois variables prises dans cet ordre pour représenter les croyances
des consultants :q avoir la qualification,j avoir le poste,m avoir la motivation. Alors le profilE =
{K1,K2,K3,K4} représente les croyances des agents, avec[K1] = {100, 001, 101}, [K2] = {001, 101},
[K3] = {100, 000}, [K4] = {111}, et la contrainte d’intégritéµ est donnée par[µ] = W \ {010, 011}.
Alors on a[△kmax

µ (E)] = {001, 100, 101}.

A première vue,△kmax semble similaire à l’opérateur à sélection de formules∆C4 qui sélectionne
des sous-bases de cardinalité maximale dans l’union des bases du profil [Kon00, BKM91, BKMS92].
Cependant,△kmax et ∆C4 sont distincts ; en effet, alors que les deux opérateurs satisfont (Disj), △kmax

satisfait(IC3) et (Maj) (voir proposition 61) alors que∆C4 ne satisfait ni l’un ni l’autre [Kon00]. En
revanche,△kmax appartient à deux familles importantes d’opérateurs de fusion à sélection de modèles,
la famille△Σ et la famille△GMax lorsque la distance drastiquedD est utilisée :

Proposition 60. SoientE un profil et µ une contrainte d’intégrité.△kmax
µ (E) ≡ △dD ,Σ

µ (E) ≡

△dD ,GMax
µ (E)

Preuve:
Par définition, les modèles de△dD ,Σ

µ (E) sont exactement les modèlesω deµ qui minimisentdD(ω,E) =∑
K∈E dD(ω,K). CommedD est drastique, le nombre de bases deE satisfaites parω est exactement

#(E)−dD(ω,E), donc la valeur minimale dedD(ω,E) quandω varie parmi les modèles deµ est égale
à#(E)−kmax, et cela montre que△kmax

µ (E) ≡ △dD ,Σ
µ (E). Finalement, le fait que△dD ,Σ

µ = △dD,GMax
µ

(proposition 4 de [KP02a]) conclut la preuve.
2

Ainsi, △kmax vérifie beaucoup des propriétés logiques attendues :

Proposition 61. △kmax satisfait(IC0 - IC8) , (Maj) , (Disj) et (Card).
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Preuve:
Comme△kmax

µ coïncide avec l’opérateur de fusion contrainte△dD,Σ
µ (proposition 60), le fait qu’il sa-

tisfait (IC0) - (IC8) et (Maj) est une conséquence directe de la proposition 2 de [KP02b]. De plus, on
sait qu’il satisfait également(Disj) et (Card) grâce à la proposition 53 et au fait que△kmax

µ peut être
associé à un opérateur de fusion à quota équivalent. Un tel opérateur de fusion à quota est celui tel que
k = kmax : bien que le calcul préalable dekmax soit nécessaire pour obtenir un opérateur à quota, le seul
impact du fait quekmax ne soit pas initialement donné concerne la complexité algorithmique (mais pas
l’aspect logique).

2

Assez clairement, l’opérateur△kmax est obtenu en considérant le problème d’optimisation du quota
(pour les opérateurs à quota,k est donné, ainsi il n’a pas besoin d’être calculé). De façon assez peu
surprenante, le problème d’inférence correspondant est algorithmiquement plus dur que le problème
d’inférence pour les opérateurs à quota (sous les hypothèses standard de la théorie de la complexité) :

Proposition 62. FUSION(△kmax ) estΘp
2-complet.

Preuve:
Le résultat découle directement du fait que△kmax

µ coïncide avec△dD ,Σ
µ (proposition 60), qui peut être

considéré comme l’opérateur de fusion DA2 △dD ,max,Σ
µ , lorsque chaque base se réduit à une formule

singleton (voir [KLM04]). La proposition 2 de [KLM04] complète la preuve.
2

Assez clairement, sikmax est calculé pendant une étape de prétraitement et devient une partie de
l’entrée ensuite, la complexité diminue àcoNP.

Quant à la manipulabilité, l’opérateur△kmax présente toutes les bonnes propriétés des opérateurs à
quota :

Proposition 63. △kmax n’est manipulable pour aucun des trois indicesip, idw
et ids

.

Preuve:
Le résultat vient directement du fait que△kmax

µ coïncide avec△dD ,Σ
µ (proposition 60), et de la proposi-

tion 26 donné en partie II.
2
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Chapitre 6

OpérateursGmin

Chaque opérateur de la famille△Gmin est paramétré par une pseudo-distanced entre interprétations,
qui permet de définir la «distance» entre une interprétationet chaque base du profil. Ensuite, la fonction
d’agrégation choisie pour déduire de ces distances la «distance» entre une interprétation et le profil est
basée sur l’ordre lexicographique sur les listes obtenues en ordonnant les distances d’une interprétation à
chaque base dans l’ordre croissant. Les opérateurs△d,Gmin

µ sont donc basés sur l’ordre lexicographique,
comme les opérateursGMax, la différence entre ces deux familles d’opérateurs vient du classement des
distances à chaque base, en l’ordre décroissant pourGMax et en l’ordre croissant pour△d,Gmin

µ .

6.1 Définition

Formellement, on a la définition suivante :

Définition 45 (opérateursGmin). Soientd une pseudo-distance,µ une contrainte d’intégrité,E =
{K1, . . . ,Kn} un profil et soitω une interprétation. La proximité d’une interprétationω à E, notée
dd,Gmin(ω,E), est définie comme la liste des nombres(d1, . . . , dn) représentant les distances au multi-

ensemble{d(ω,Ki) | Ki ∈ E} ordonnées en ordre croissant. Les modèles de△d,Gmin
µ (E) sont les

modèlesω deµ tels quedd,Gmin(ω,E) est minimal par rapport à l’ordre lexicographique≤lex induit par
l’ordre naturel, i.e.

ω ≤d,Gmin
E ω′ ssidd,Gmin(ω,E) ≤lex dd,Gmin(ω′, E)

et
[△d,Gmin

µ (E)] = min([µ],≤d,Gmin
E ).

Exemple 41. (suite) On peut utiliser trois variables prises dans cet ordre pour représenter les croyances
des consultants :q avoir la qualification,j avoir le poste,m avoir la motivation. Alors le profilE =
{K1,K2,K3,K4} représente les croyances des agents, avec[K1] = {100, 001, 101}, [K2] = {001, 101},
[K3] = {100, 000}, [K4] = {111}, et la contrainte d’intégritéµ donnée par[µ] = W\{010, 011}. Alors
on a : [△dD ,Gmin

µ (E)] = {001, 100, 101} et [△dH ,Gmin
µ (E)] = {101}. Les calculs sont reportés dans le

tableau 6.1. Chaque ligne correspond à un modèleω de la contrainteµ. Chaque colonneKi donne la
distancedH(ω,Ki) entre le modèleω deµ et la baseKi. Les lignes en gras correspondent aux modèles
deµ qui minimisentddH ,Gmin(., E).

6.2 Capacité d’inférence

Les opérateurs△Gmin raffinent l’opérateur∆kmax comme indiqué par la propriété suivante :
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ω K1 K2 K3 K4 ddH ,Gmin(ω,E)

000 1 1 0 3 (0, 1, 1, 3)

001 0 0 1 2 (0, 0, 1, 2)

100 0 1 0 2 (0, 0, 1, 2)

101 0 0 1 1 (0,0,1,1)

110 1 2 1 1 (1, 1, 1, 2)

111 1 1 2 0 (0, 1, 1, 2)

TAB . 6.1 – Opérateur△dH ,Gmin.

Proposition 64. Pour toute pseudo-distanced, toute contrainte d’intégritéµ et tout profilE,△d,Gmin
µ (E) |=

∆kmax
µ (E).

Preuve:
Montrons que siω et ω′ sont deux modèles deµ tels queω satisfaitkmax bases deE et ω′ satisfait
k′ bases deE, aveck′ < kmax, alorsdd,Gmin(ω,E) est strictement plus petit quedd,Gmin(ω′, E) par
rapport à l’ordre lexicographique≤lex. Cela vient facilement du fait que :

– quandω satisfaitkmax bases deE et d est une pseudo-distance, leskmax premières coordonnées
dedd,Gmin(ω,E) sont égales à0 (grâce à la propriété de la pseudo-distance)

– quandω′ satisfait strictement moins de bases deE et d est une pseudo-distance, lakmax-ième
coordonnée dedd,Gmin(ω′, E) n’est pas égale à0.

2

Comme les opérateurs∆kmax raffinent eux-mêmes les opérateurs à quota (proposition 59), les opé-
rateurs△Gmin raffinent également chaque opérateur de fusion à quota.

Le choix de la distance drastique pour définir un opérateur△Gmin conduit exactement à∆kmax :

Proposition 65. △dD,Gmin = ∆kmax .

Preuve:
Grâce à la proposition 64, on sait que△dD,Gmin

µ |= △kmax

IC . Il reste encore à montrer que

△kmax
µ (E) |= △dD,Gmin

µ (E). On considère un modèleω de△kmax
µ (E), oùE = {K1,K2, ...,Kn}.

On suppose d’abord que(
∨
E)∧µ est cohérent. Doncω satisfaitµ et un nombre maximalk de bases

Ki (i.e. il n’existe aucune interprétationω′ qui satisfait plus dek bases), etk est strictement plus grand
que0. Alors, lesk premières coordonnées de la listeddD ,Gmin(ω, {K1,K2, ...,Kn}) sont0, et lesn− k
suivantes sont1. Comme cette liste est nécessairement minimale pour l’ordre lexicographique parmi les
listes des distances des modèles deµ àE (pour tout les autresω′, ddD ,Gmin(ω′, {K1,K2, ...,Kn}) est
une liste d’au plusk 0, suivis par des1), ω est un modèle de△dD ,Gmin

µ (E). En conséquence,
△kmax

µ (E) |= △dD,Gmin
µ (E).

A présent, supposons que(
∨
E)∧µ est incohérent, alors on a△kmax

µ (E) ≡ µ, donc pour tout modèle
ω deµ et toute baseKi deE, on adD(ω,Ki) = 1. Donc pour tout modèleω deµ, ddD ,Gmin(ω,E) vaut

(1, 1, . . . , 1), et△dD,Gmin
µ (E) ≡ µ ≡ △kmax

µ (E).
2
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6.3 Propriétés logiques

Les opérateursGmin présentent de très bonnes propriétés logiques, puisque ce sont des opérateurs
de fusion contrainte majoritaires :

Proposition 66. Soitd une pseudo-distance.△d,Gmin satisfait(IC0 - IC8) et (Disj). Il ne satisfait pas
(Card), (Maj) et (Wmaj) en général.

Preuve:
On montre d’abord que△d,Gmin satisfait(IC0 - IC8) en prouvant que la fonction qui associe à chaque
profil E le pré-ordre≤d,Gmin

E est un assignement syncrétique, et on conclut grâce au théorème de repré-
sentation de [KP02a] (voir partie I). On donne d’abord une définition et deux lemmes utiles.

Définition 46 (⊙). Soientv1 et v2 deux listes d’entiers. On notev1 ⊙ v2 la liste d’entiers obtenus en
ordonnant par ordre croissant la concaténation dev1 etv2.

Lemme 67. Soientv1, v′1, v2, v
′
2 quatre listes d’entiers ordonnées par ordre croissant. Siv1 ≤lex v

′
1 et

v2 ≤lex v
′
2, alorsv1 ⊙ v2 ≤lex v

′
1 ⊙ v′2.

Preuve:
Supposons quev1 ≤lex v′1 et v2 ≤lex v′2, il est simple de montrer que :v1 ⊙ v2 ≤lex v′1 ⊙ v2 et
v′1 ⊙ v2 ≤lex v

′
1 ⊙ v′2. Ensuite, par transitivité de≤lex, on obtientv1 ⊙ v2 ≤lex v

′
1 ⊙ v′2.

2

Lemme 68. Soientv1, v′1, v2, v
′
2 quatre listes d’entiers ordonnées en ordre croissant. Siv1 ≤lex v

′
1 et

v2 <lex v
′
2, alorsv1 ⊙ v2 <lex v

′
1 ⊙ v′2 (où<lex désigne l’ordre strict associé à≤lex).

Preuve:
Sous les hypothèses du lemme, il est simple de montrer que :v1 ⊙ v2 ≤lex v

′
1 ⊙ v2 et

v′1 ⊙ v2 <lex v
′
1 ⊙ v′2. Alors par transitivité de≤lex, on obtientv1 ⊙ v2 <lex v

′
1 ⊙ v′2.

2

Vérifions à présent les conditions des assignements syncrétiques :

1. Si ω |= E et ω′ |= E, alors∀Ki ∈ E, ω |= E et ω′ |= E, doncdd,Gmin(ω,E) = (0, 0, ..., 0) et
dd,Gmin(ω′, E) = (0, 0, ..., 0), etω ≃d,Gmin

E ω′.

2. Si ω |= E et ω′ 6|= E, alorsdd,Gmin(ω,E) = (0, 0, ..., 0) et dd,Gmin(ω′, E) 6= (0, 0, ..., 0), donc
ω <d,Gmin

E ω′.

3. SiE1 ≡ E2, alors≤d,Gmin
E1

=≤d,Gmin
E2

.

4. On veut montrer que∀ω |= K∃ω′ |= K ′ω′ ≤d,Gmin
{K,K ′} ω. On a d(ω,K) = 0 et d(ω,K ′) =

minω′′|=K ′ d(ω, ω′′). Soitω′ |= K ′ tel qued(ω, ω′) = d(ω,K ′). Alors
d(ω′,K) = minω′′|=K d(ω′, ω′′) doncd(ω′,K) ≤ d(ω′, ω) etd(ω′,K ′) = 0.

Doncdd,Gmin(ω′, {K,K ′}) ≤lex dd,Gmin(ω, {K,K ′}). Alors par définitionω′ ≤d,Gmin
{K,K ′} ω.

5. On veut montrer que sidd,Gmin(ω,E1) ≤lex dd,Gmin(ω′, E1) et
dd,Gmin(ω,E2) ≤lex dd,Gmin(ω′, E2), alors
dd,Gmin(ω, {E1, E2}) ≤lex dd,Gmin(ω′, {E1, E2}). C’est une conséquence directe du lemme 67.

6. On veut montrer que sidd,Gmin(ω,E1) <lex dd,Gmin(ω′, E1) et
dd,Gmin(ω,E2) ≤lex dd,Gmin(ω′, E2), alors
dd,Gmin(ω, {E1, E2}) <lex dd,Gmin(ω′, {E1, E2}). C’est une conséquence directe du lemme 68.
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Donc la fonction qui associe à chaque profilE le pré-ordre≤d,Gmin
E est un assignement syncrétique,

et grâce au théorème de représentation de [KP02a] (voir partie I), cela prouve que△d,Gmin satisfait(IC0
- IC8).

– (Disj) : conséquence de la proposition 64, puisque△d,Gmin
µ (E) |= ∆kmax

µ (E).
– (Card) : considérons le contre-exemple suivant :P = {a, b}, E = {K1,K2,K3} avecK1 =
{¬a},K2 = {a∧¬b} etK3 = {(¬a∧ b)∨ (a∧¬b)} (µ ≡ ⊤). Deux éléments deMAXCONSµ(E)
sontM1 = {¬a,¬a ∧ b} etM2 = {a ∧ ¬b, a ∧ ¬b}. Clairement,#(M1) = #(M2). Cependant
△dH ,Gmin

µ (E) ≡ a ∧ ¬b, qui est cohérent avecM2 mais pas avecM1.
– (Wmaj) et (Maj) : SoientE1 = {a ∧ b}, E2 = {¬a ∧ ¬b} etµ ≡ { b}. Alors, pour toutn ≥ 1,
△d,Gmin

µ (E1 ⊔ E2 ⊔ . . . ⊔ E2︸ ︷︷ ︸
n

) a un unique modèlea ∧ b (car c’est la seule interprétation dont

la distance au profil commence par 0, elle est donc minimale),et donc n’est pas cohérent avec
△d,Gmin

µ (E2) qui a comme seul modèle¬a∧ b. Cet exemple montre que(Wmaj) (et donc(Maj)
) ne sont pas vérifiés.

2

La proposition précédente montre que chaque opérateur△d,Gmin se comporte comme un opérateur
de fusion à sélection de formules dans le sens où il satisfait(Disj). Cependant, tandis que les opérateurs
de fusion à sélection de formules échouent typiquement à satisfaire les propriétés logiques importantes
[Kon00], les opérateurs△d,Gmin sont des opérateurs de fusion contraintes (ils satisfont(IC0) - (IC8) ).
Ainsi les opérateurs△d,Gmin peuvent être vus comme des alternatives intéressantes aux opérateurs de
fusion à sélection de formules [BKM91, BKMS92] opérant sur les sous-ensembles maximaux cohérents,
dans la mesure où ils présentent de meilleures propriétés logiques.

6.4 Complexité algorithmique

Etudions à présent la complexité algorithmique des opérateurs de fusion△Gmin. La proposition
suivante est une conséquence directe d’un résultat de [KLM02] dans laquelle on suppose que la pseudo-
distance entre interprétations peut être calculée en tempspolynomial. Cette hypothèse n’est pas très forte,
puisque les distances usuelles la satisfont toutes, et est souvent faite pour l’étude de la complexité des
opérateurs de fusion à sélection de modèles.

Proposition 69. En supposant que la pseudo-distanced entre tout couple d’interprétationsω1 et ω2

peut être calculée en temps polynomial en#(ω1) + #(ω2), FUSION(△d,Gmin) est dans∆p
2.

Preuve:
Immédiate à partir d’une proposition de [KLM04] (voir partie I, proposition 13) et du fait que chaque
opérateur△d,Gmin

µ coïncide avec l’opérateur de fusion DA2 △d,max,Gmin
µ , lorsque chaque base consiste

en un singleton.
2

Pour des choix spécifiques de la pseudo-distanced, des résultats plus précis peuvent être obtenus :

Proposition 70.
– FUSION(△dD ,Gmin) estΘp

2-complet.
– FUSION(△dH ,Gmin) est∆p

2-complet.

Preuve:
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– Immédiate à partir des propositions 62 qui donne la complexité de l’opérateur∆kmax et 65 qui
montre que△dD ,Gmin est équivalent à∆kmax.

– L’appartenance vient directement de la proposition 69. Pour la difficulté, on considère la réduction
polynomialef suivante deMAX -SAT-ASGodd à FUSION(△dH ,Gmin). SoitΣ une formule proposi-
tionnelle telle queV ar(Σ) = {x1, . . . , xn}. Soitf(Σ) =

〈E = {Ki = {xi ∧

2(i−1)∧

j=1

newj} | i ∈ 1, . . . , n}, µ = Σ ∧

2(n−1)∧

j=1

¬newj , α = xn〉

où chaquenewj (j ∈ 1,. . . ,2n− 2) est une nouvelle variable (n’apparaissant pas dansΣ). Main-
tenant, pour chaque modèleω deµ et pour touti ∈ 1,. . . ,n− 1, on a

dH(ω,Ki) < dH(ω,Ki+1).

Cela montre que les listesddH ,Gmin(ω,E) obtenues en ordonnant les ensembles{dH(ω,Ki) |
i ∈ 1, . . . , n} dans l’ordre croissant sont toujours classées dans le même ordre (indépendamment
de ω) : le premier élément estdH(ω,K1), le deuxième estdH(ω,K2), etc. De plus, quel que
soit le modèleω1 de µ strictement inférieur à un modèleω2 de µ par rapport à l’ordre lexico-
graphique4 induit parx1 < x2 < . . . < xn, on addH ,Gmin(ω1, E) strictement plus grand que
ddH ,Gmin(ω2, E) (par rapport à≤lex). Comme les modèles deµ sont totalement ordonnés par
rapport à4, il y a exactement un modèle deµ minimal par rapport à l’ordre induit parE : c’est le
modèle deµ qui est maximal pour4. Par suite,xn a la valeur vrai dans ce modèle si et seulement
si △dH ,Gmin

µ (E) |= α est vrai. Cela conclut la preuve.

2

Il n’est pas très surprenant de constater que la complexité de l’inférence pour les opérateurs△d,Gmin

est plus élevée que la complexité de l’inférence pour les opérateurs à quota (sous les hypothèses ha-
bituelles de la théorie de la complexité). Cependant, il estimportant de noter que la complexité de
l’inférence pour les opérateurs△Gmin reste au premier niveau de la hiérarchie polynomiale sous des
conditions raisonnables sur la pseudo-distance et est moins élevée que celle des opérateurs à sélection de
formules.

6.5 Manipulabilité

Etudions à présent la question de la manipulabilité des opérateurs△Gmin. Dans le cas général, la
non-manipulabilité des opérateurs de fusion à quota est perdue. Nous avons déjà évoqué que même si un
opérateur est manipulable dans le cas général, on peut trouver certaines restrictions où la manipulation est
impossible. Tout d’abord, on peut voir que les propositions26 et 43 de la partie II qui établissent respec-
tivement la non-manipulabilité pourip d’un opérateur à sélection de modèles∆f,dD lorsque la distance
drastique est utilisée et la non-manipulabilité par dilatation d’un opérateur à sélection de modèles pour
ip restent vraies pour les opérateurs△Gmin. Les autres résultats généraux de non-manipulabilité (propo-
sitions 27 et 29) ne peuvent s’appliquer directement aux opérateurs△Gmin, puisqu’ils sont spécifiques
à la fonction d’agrégation somme. C’est d’ailleurs également le cas de la proposition 44, qui établit que
si un opérateur∆d,Σ est manipulable pour un des deux indices drastiques, il est manipulable par éro-
sion. Pourtant, même si ces trois propositions générales nes’appliquent pas directement aux opérateurs
△Gmin, nous allons voir qu’elles sont néanmoins vérifiées par ces opérateurs. Tout d’abord, une propo-
sition proche de la proposition 44 (quoique plus forte puisque le résultat tient pour l’indice probabiliste)
existe pour les opérateurs△Gmin :
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Proposition 71. Soit d une pseudo-distance quelconque. Si un opérateur de fusion△d,Gmin
µ est ma-

nipulable pourip, alors il est manipulable par érosion (i.e. lorsque la base fournie implique la base
réelle).

Preuve:
Raisonnement par l’absurde. Supposons qu’il existe un profilE = {K2, ...,Kn}, une contrainte d’inté-
gritéµ et deux basesK etK ′ avecK ′ 6|= K, tels que

ip(K,△
d,Gmin
µ ({K} ⊔ E)) < ip(K,△

d,Gmin
µ ({K ′} ⊔E)).

On a donc, de façon équivalente :

#([K ∧△d,Gmin
µ ({K} ⊔ E)])

#([△d,Gmin
µ ({K} ⊔ E)])

<
#([K ∧△d,Gmin

µ ({K ′} ⊔ E)])

#([△d,Gmin
µ ({K ′} ⊔ E)])

.

On définitK ′′ par [K ′′] = [K ∧K ′ ∧△d,Gmin
µ ({K ′} ⊔ E)]. Nous allons montrer dans la suite de la

preuve qu’une manipulation est possible en fournissantK ′′ à la place deK, (ce qui est une manipulation
par érosion carK ′′ |= K).

1. D’abord, on montre parraisonnement par l’absurdequeK∧△d,Gmin
µ ({K ′}⊔E) |= K ′ . Supposons

que∃ω 6|= K ′ tel queω |= K∧△d,Gmin
µ ({K ′}⊔E). Commeω est un modèle de△d,Gmin

µ ({K ′}⊔E),
ω satisfaitµ et un nombre maximal de bases de{K ′}⊔E, disonsk bases. Commeω 6|= K ′,ω satisfait
k bases deE. Doncω satisfaitk + 1 bases de{K} ⊔ E. Supposons que∃ω′ 6|= K tel queω′ |=

△d,Gmin
µ ({K}⊔E). Alorsω′ satisfaitµ et satisfait au moinsk+1 bases de{K}⊔E. Commeω′ 6|= K,

ω satisfait au moinsk+1 bases deE, donc au moinsk+1 bases de{K ′}⊔E. Cela contredit le fait que
ω est un modèle de△d,Gmin

µ ({K ′}⊔E) en satisfaisant un nombre maximalk de bases de{K ′} ⊔E.
Donc tout modèle de△d,Gmin

µ ({K} ⊔E) est un modèle deK, etip(K,△
d,Gmin
µ ({K}⊔E)) = 1 est

maximal, ce qui contredit l’hypothèse.

2. Ensuite, on a[K ′′] 6= ∅, sinon il n’y aurait aucun modèle deK dans△d,Gmin
µ ({K ′} ⊔ E), ce qui

contredirait la manipulabilité deE pourK ′.

3. On considère à présent un modèleω1 deK ∧K ′ ∧△d,Gmin
µ ({K ′}⊔E). Notonsd au lieu dedd,Gmin

pour simplifier l’écriture. On aω1 |= µ et d(ω1, {K
′′,K2, ...,Kn}) = d(ω1, {K

′,K2, ...,Kn}),
puisqued(ω1,K

′′) = d(ω1,K
′) = 0. De plus :

d(ω1, {K
′,K2, ...,Kn}) = min({d(ω, {K ′,K2, ...,Kn}) | ω |= µ},≤lex).

Donc :
d(ω1, {K

′′,K2, ...,Kn}) = min({d(ω, {K ′,K2, ...,Kn}) | ω |= µ},≤lex). (6.1)

et

min({d(ω, {K ′′,K2, ...,Kn}) | ω |= µ},≤lex) ≤

min({d(ω, {K ′,K2, ...,Kn}) | ω |= µ},≤lex)

D’autre part, commeK ′′ |= K ′, on a :

∀ω ∈ W, d(ω,K ′) ≤ d(ω,K ′′).

Donc∀ω ∈ W, d(ω, {K ′,K2, ...,Kn}) ≤lex d(ω, {K
′′,K2, ...,Kn}), et

min({ω, {K ′,K2, ...,Kn}) | ω |= µ},≤lex) ≤

min({ω, {K ′′,K2, ...,Kn}) | ω |= µ},≤lex).
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Avec (6.1), on obtient :

min({d(ω, {K ′,K2, ...,Kn}) | ω |= µ},≤lex) =

min({d(ω, {K ′′,K2, ...,Kn}) | ω |= µ},≤lex). (6.2)

4. Considérons maintenant un modèleω1 deK ∧ △d,Gmin
µ ({K ′} ⊔ E). On aω1 |= µ et ω1 |= K ′

grâce au point 1 de la preuve. Alorsω1 |= K ′′ et commed(ω1,K
′) = d(ω1,K

′′) = 0, on a
d(ω1, {K

′′,K2, ...,Kn}) = d(ω1, {K
′,K2, ...,Kn}). De plus, comme :

d(ω1, {K
′,K2, ...,Kn}) = min({d(ω, {K ′,K2, ...,Kn}) | ω |= µ},≤lex),

(6.2) donne que :

d(ω1, {K
′′,K2, ...,Kn}) = min({d(ω, {K ′′,K2, ...,Kn}) | ω |= µ},≤lex).

Doncω1 est un modèle de△d,Gmin
µ ({K ′′} ⊔E) et on a :

#([K ∧△d,Gmin
µ ({K ′} ⊔ E)]) ≤ #([K ∧△d,Gmin

µ ({K ′′} ⊔ E)]).

5. Finalement, si l’on considèreω1 |= ¬K ∧△d,Gmin
µ ({K ′′} ⊔ E), alorsω1 |= µ et :

d(ω1, {K
′′,K2, ...,Kn}) = min({d(ω, {K ′′,K2, ...,Kn}) | ω |= µ},≤lex).

CommeK ′′ |= K ′, on ad(ω1,K
′) ≤ d(ω1,K

′′). On obtient :

d(ω1, {K
′,K2, ...,Kn}) ≤lex d(ω1, {K

′′,K2, ...,Kn}).

Ainsi :

d(ω1, {K
′,K2, ...,Kn}) ≤lex min({d(ω, {K ′′,K2, ...,Kn}) | ω |= µ},≤lex).

A partir de (6.2), on trouve :

d(ω1, {K
′,K2, ...,Kn}) ≤lex min({d(ω, {K ′,K2, ...,Kn}) | ω |= µ},≤lex).

On peut en déduire que :

d(ω1, {K
′,K2, ...,Kn}) = min({d(ω, {K ′,K2, ...,Kn}) | ω |= µ},≤lex)

etω1 est un modèle de△d,Gmin
µ ({K ′} ⊔ E) et :

#([¬K ∧△d,Gmin
µ ({K ′′} ⊔ E)]) ≤ #([¬K ∧△d,Gmin

µ ({K ′} ⊔ E)]).

Donc,
#([K ∧△d,Gmin

µ ({K ′} ⊔E)])

#([△d,Gmin
µ ({K ′} ⊔ E)])

≤
#([K ∧△d,Gmin

µ ({K ′′} ⊔E)])

#([△d,Gmin
µ ({K ′′} ⊔ E)])

.

Et,
ip(K,△

d,Gmin
µ ({K ′} ⊔ E)) ≤ ip(K,△

d,Gmin
µ ({K ′′} ⊔ E)).

Finalement,
ip(K,△

d,Gmin
µ ({K} ⊔ E)) < ip(K,△

d,Gmin
µ ({K ′′} ⊔ E)),

ce qui conclut la preuve.

2

Une conséquence de cette proposition 71 est que la proposition 29, valable pour les opérateurs à
sélection de modèles et la fonction d’agrégationΣ, peut s’étendre aux opérateurs△Gmin :
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Proposition 72. △d,Gmin n’est pas manipulable pourip, idw
ou ids

si la base initiale est complète.

Preuve:

On utilise la proposition 71, qui établit que si un opérateurde fusion△d,Gmin
µ est manipulable pour

ip, alors il est manipulable par érosion. Clairement, une telle manipulation n’est pas possible si la base
initiale est complète, donc on peut conclure que△d,Gmin

µ n’est pas manipulable pourip, et donc pour les
indicesidw

et ids
(grâce à la proposition 25 et puisque△d,Gmin

µ satisait(IC1)).

2

Enfin, la dernière proposition générale de non-manipulabilité existant pour la fonction d’agrégationΣ
et concernant la fusion de deux bases (proposition 27) resteégalement vraie pour les opérateurs△Gmin :

Proposition 73.
△d,Gmin n’est pas manipulable pour l’indiceidw

(resp.ids
) si #(E) = 2 etµ ≡ ⊤.

Preuve:
On se place dans la situation où#(E) = 2 etµ ≡ ⊤. Le résultat avec ces hypothèses est une conséquence
directe du lemme suivant :

Lemme 74. △d,Gmin
⊤ ({K1,K2}) ∧K1 est cohérent.

Preuve:
Raisonnement par l’absurde. Supposons que pour deux basesK1 etK2, △d,Gmin

⊤ ({K1,K2}) est inco-
hérent avecK1. On a :

∃ω′ |= ¬K1,∀ω |= K1, d(ω, {K1,K2}) >lex d(ω
′, {K1,K2}).

Comme∀ω |= K1, d(ω,K1) = 0, on obtient :

∃ω′ |= ¬K1,∀ω |= K1, (0, d(ω,K2)) >lex dd,Gmin(ω′, {K1,K2}). (6.3)

Commeω′ |= ¬K1, d(ω′,K1) 6= 0, donc pour que l’inéquation (6.3) soit vraie il faut qued(ω′,K2) = 0.
Donc

∃ω′ |= ¬K1,∀ω |= K1, (0, d(ω,K2)) >lex (0, d(ω′,K1)).

En particulier, si l’on considèreω1 |= K1 tel qued(ω′,K1) = d(ω′, ω1), on a :

(0, d(ω1,K2)) >lex (0, d(ω′, ω1)).

Cela nécessite qued(ω1,K2) > d(ω′, ω1) avecω′ |= K2, mais c’est impossible par définition. Contra-
diction.

2

Nous pouvons à présent prouver la proposition principale :
idw

: on a idw
(K1,△

d,Gmin
⊤ ({K1,K2})) = 1, puisque△d,Gmin

⊤ ({K1,K2}) ∧ K1 est cohérent
(lemme 74), donc aucune manipulation n’est possible (idw

est maximal).
ids

: raisonnement par l’absurde. Si△d,Gmin
⊤ est manipulable, on peut trouverK ′

1 tel que

ids
(K1,△

d,Gmin
⊤ ({K1,K2})) < ids

(K1,△
d,Gmin
⊤ ({K ′

1,K2})).

Pour l’indice drastique fort, cela signifie exactement que :

ids
(K1,△

d,Gmin
⊤ ({K1,K2})) = 0
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et
ids

(K1,△
d,Gmin
⊤ ({K ′

1,K2})) = 1.

Donc on a :
△d,Gmin

⊤ ({K1,K2}) 6|= K1 (6.4)

△d,Gmin
⊤ ({K ′

1,K2}) |= K1. (6.5)

Comme△d,Gmin
⊤ ({K ′

1,K2}) ∧ K2 est cohérent (lemme 74), on peut trouverω2 |= K2 tel que

ω2 |= △d,Gmin
⊤ ({K ′

1,K2}). Avec (6.5), on conclut queω2 |= K1.
Comme on aω2 |= K1 ∧ K2, on conclut qued(ω2, {K1,K2}) = (0, 0). En conséquence,
pour tout modèleω de△d,Gmin

⊤ ({K1,K2}), on ad(ω, {K1,K2}) = (0, 0). Cela implique que

△d,Gmin
⊤ ({K1,K2}) ≡ K1 ∧K2. Ceci contredit (6.4), donc aucune manipulation n’est possible.

2

En précisant les distances utilisées, on obtient des conditions nécessaires et suffisantes de non-
manipulabilité des opérateurs△Gmin :

Proposition 75.
– △dD,Gmin est non manipulable pour chacun des trois indicesidw

, ip et ids
.

– △dH ,Gmin est non manipulable pourip si et seulement si toutes les bases du profilE sont com-
plètes.

– △dH ,Gmin
µ est non manipulable pouridw

(resp.ids
) si et seulement si toutes les bases du profilE

sont complètes ou si#(E) = 2 etµ ≡ ⊤.

Preuve:

– △dD,Gmin est non manipulable chacun des trois indicesidw
, ip et ids

.
C’est une conséquence directe de la proposition 26 qui établit la non-manipulabilité des opérateurs
à sélection de modèles∆f,dD pour la distance drastique, ou encore de la proposition 65 qui établit
que△dD ,Gmin = ∆kmax et de la proposition 63, qui montre que∆kmax est non manipulable pour
les trois indices.

– △dH ,Gmin est non manipulable pourip si et seulement si toutes les bases du profilE sont com-
plètes.
– Si toutes les bases du profilE sont complètes, grâce à la proposition 72, on sait que△dH ,Gmin

n’est pas manipulable pourip.
– Pour la réciproque, l’exemple suivant montre que△dH ,Gmin

µ est manipulable pourip, même si
µ ≡ ⊤ et deux bases sont fusionnées. ConsidéronsK1 etK2 données par
[K1] = {0000, 0111, 1011, 1101, 1110}, [K2] = {1000, 0100, 0010, 0001} etµ = ⊤. Alors
[△dH ,Gmin

⊤ ({K1,K2})] = {0000, 0001, 0010, 0100, 1000}, et

ip(K1,△
dH ,Gmin
⊤ ({K1,K2})) = 1

5 .
Si l’agent 1 donneK ′

1 avec[K ′
1] = {0111, 1011, 1101, 1110} à la place deK1, alors

[△dH ,Gmin
⊤ ({K ′

1,K2})] = {0001, 0010, 0100, 0111, 1000, 1011, 1101, 1110} et

ip(K1,△
dH ,Gmin
⊤ ({K ′

1,K2})) = 1
2 , ce qui prouve la manipulabilité. (voir tableau 6.2).

– △dH ,Gmin
µ est non manipulable pouridw

(resp.ids
) si et seulement si toutes les bases du profilE

sont complètes ou si#(E) = 2 etµ ≡ ⊤.
– Si toutes les bases du profilE sont complètes ou si#(E) = 2 et µ ≡ ⊤, la proposition 72

montre que△dH ,Gmin n’est manipulable pour aucun des indices drastiquesidw
et ids

.
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ω K1 K ′
1 K2 ddH ,Gmin(ω, {K1,K2}) ddH ,Gmin(ω, {K ′

1,K2})
0000 0 3 1 (0,1) (1, 3)

0001 1 2 0 (0,1) (0,2)

0010 1 2 0 (0,1) (0,2)

0011 1 1 1 (1, 1) (1, 1)

0100 1 2 0 (0,1) (0,2)

0101 1 1 1 (1, 1) (1, 1)

0110 1 1 1 (1, 1) (1, 1)

0111 0 0 2 (0, 2) (0,2)

1000 1 2 0 (0,1) (0,2)

1001 1 1 1 (1, 1) (1, 1)

1010 1 1 1 (1, 1) (1, 1)

1011 0 0 2 (0, 2) (0,2)

1100 1 1 1 (1, 1) (1, 1)

1101 0 0 2 (0, 2) (0,2)

1110 0 0 2 (0, 2) (0,2)

1111 1 1 3 (1, 3) (1, 3)

TAB . 6.2 – Manipulation de△dH ,Gmin
µ pourip avec deux bases non complètes.

– Pour la réciproque, on étudie les différents cas :
idw

: pour le casµ 6≡ ⊤ et #(E) = 2, considéronsP = {a, b}, K1 etK2 données par[K1] =

{00, 01}, [K2 ] = {11}, etµ = a ∨ ¬b. Alors [△dH ,Gmin
µ ({K1,K2})] = {11}, et

idw
(K1,△

dH ,Gmin
µ ({K1,K2})) = 0.

Si l’agent 1 donne[K ′
1] = {00} à la place deK1, alors[△dH ,Gmin

µ ({K ′
1,K2})] = {00, 11}

et idw
(K1,△

dH ,Gmin
µ ({K ′

1,K2})) = 1. (voir tableau 6.3).

ω K1 K ′
1 K2 ddH ,Gmin(ω, {K1,K2}) ddH ,Gmin({K ′

1,K2})

00 0 0 2 (0, 2) (0,2)

10 1 1 1 (1, 1) (1, 1)

11 1 2 0 (0,1) (0,2)

TAB . 6.3 – Manipulation de△dH ,Gmin
µ pouridw

avec deux bases etµ 6≡ ⊤.

Pour le casµ ≡ ⊤ et #(E) 6= 2, considérons l’exemple suivant : soientK1, K2 et K3

données par[K1] = {000, 001}, [K2 ] = {100, 111},[K3 ] = {011} et µ ≡ ⊤. Alors
[△dH ,Gmin

⊤ ({K1,K2,K3})] = {011}, etidw
(K1,△

dH ,Gmin
⊤ ({K1,K2,K3})) = 0.Si l’agent

1 donneK ′
1 avec [K ′

1] = {000} à la place deK1, alors [△dH ,Gmin
⊤ ({K ′

1,K2,K3})] =

{000, 011} et idw
(K1,△

dH ,Gmin
⊤ ({K ′

1,K2,K3})) = 1. (voir tableau 6.4).
ids

: Pour le casµ 6≡ ⊤ et #(E) = 2, considérons l’exemple suivant :P = {a, b, c}, K1

et K2 données par[K1] = {000, 011}, [K2] = {001, 111}, et µ = a ∨ b ∨ ¬c. Alors
[△dH ,Gmin

µ ({K1,K2})] = {000, 011, 111}, et ids
(K1,△

dH ,Gmin
µ ({K1,K2})) = 0.

En revanche si l’agent 1 donne[K ′
1] = {000} à la place deK1, alors

[△dH ,Gmin
µ ({K ′

1, K2})] = {000} et ids
(K1,△

dH ,Gmin
µ ({K ′

1,K2})) = 1. (voir Tableau 6.5).
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ω K1 K ′
1 K2 K3 ddH ,Gmin(ω, {K1,K2,K3}) ddH ,Gmin(ω, {K ′

1,K2,K3})
000 0 0 1 2 (0, 1, 2) (0,1,2)

001 0 1 2 1 (0, 1, 2) (1, 1, 2)

010 1 1 2 1 (1, 1, 2) (1, 1, 2)

011 1 2 1 0 (0,1,1) (0,1,2)

100 1 1 0 3 (0, 1, 3) (0, 1, 3)

101 1 2 1 2 (1, 1, 2) (1, 2, 2)

110 2 2 1 2 (1, 2, 2) (1, 2, 2)

111 2 3 0 1 (0, 1, 2) (0, 1, 3)

TAB . 6.4 – Manipulation de△dH ,Gmin
µ pour idw

avec trois bases.

ω K1 K ′
1 K2 ddH ,Gmin(ω, {K1,K2}) ddH ,Gmin(ω, {K ′

1,K2})
000 0 0 1 (0,1) (0,1)

010 1 1 2 (1, 2) (1, 2)

011 0 2 1 (0,1) (1, 2)

100 1 1 2 (1, 2) (1, 2)

101 2 2 1 (1, 2) (1, 2)

110 2 2 1 (1, 2) (1, 2)

111 1 3 0 (0,1) (0, 3)

TAB . 6.5 – Manipulation de△dH ,Gmin
µ pour ids

avec deux bases etµ 6≡ ⊤.

Pour le casµ ≡ ⊤ et #(E) 6= 2, on considère l’exemple suivant :K1, K2 et K3 don-
nées par[K1] = {000, 011}, [K2 ] = {000, 111}, [K3] = {001, 111} et µ = ⊤. Alors
[△dH ,Gmin

⊤ ({K1,K2,K3})] = {000, 111}, et ids
(K1,△

dH ,Gmin
⊤ ({K1,K2,K3})) = 0. Si

l’agent 1 donneK ′
1 avec[K ′

1] = {000} à la place deK1, alors[△dH ,Gmin
⊤ ({K ′

1,K2,K3})] =

{000} et ids
(K1,△

dH ,Gmin
⊤ ({K ′

1,K2,K3})) = 1. (voir tableau 6.6).

ω K1 K ′
1 K2 K3 ddH ,Gmin(ω, {K1,K2,K3}) ddH ,Gmin(ω, {K ′

1,K2,K3})
000 0 0 0 1 (0,0,1) (0,0,1)

001 1 1 1 0 (0, 1, 1) (0, 1, 1)

010 1 1 1 2 (1, 1, 2) (1, 1, 2)

011 0 2 1 1 (0, 1, 1) (1, 1, 2)

100 1 1 1 2 (1, 1, 2) (1, 1, 2)

101 2 2 1 1 (1, 1, 2) (1, 1, 2)

110 2 2 1 1 (1, 1, 2) (1, 1, 2)

111 1 3 0 0 (0,0,1) (0, 0, 3)

TAB . 6.6 – Manipulation de△dH ,Gmin
µ pourids

avec trois bases.

2

Il est intéressant de constater que même si les opérateurs△Gmin sont manipulables, cette manipula-
bilité est relativement faible si l’on compare le comportement de ces opérateurs avec d’autres opérateurs
à sélection de modèles. En fait, les opérateurs△Gmin se comportent exactement comme les opérateurs
∆d,Σ du point de vue de la manipulabilité et on a vu dans la partie IIque les opérateurs∆d,Σ sont les
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moins manipulables des opérateurs à sélection de modèles.

6.6 Discussion

On peut remarquer que des fonctions d’agrégation proches decelles utilisées pour définir les opéra-
teurs à quota et les opérateursGmin sont parfois utilisées pour traiter des structures relationnelles plus
complexes que des bipartitions de mondes (qui est la structure de la logique propositionnelle standard).
Par exemple, de telles fonctions ont été considérées en logique possibiliste et pour les problèmes de sa-
tisfaction de contraintes (voir par exemple [DPY99, DFP96,Far94]). Cependant, à notre connaissance,
aucune étude systématique des opérateurs à quota etGmin n’a été conduite pour la fusion dans le cadre
propositionnel. De plus, ces opérateurs n’ont jamais été évalués en considérant conjointement les critères
évoqués auparavant.

Il semble assez difficile de mettre en perspective les propriétés des opérateurs de fusion les uns par
rapport aux autres, parce que les paramètres pouvant intervenir sur ces propriétés sont nombreux (dis-
tance utilisée et fonction d’agrégation pour les opérateurs à sélection de modèles, présence ou absence
de contrainte d’intégrité, critères de sélection des maximaux cohérents pour les opérateurs de combinai-
son...). La multiplicité de ces paramètres complique la vision globale que l’on peut avoir du comporte-
ment de tel ou tel opérateur. Nous nous sommes cependant efforcés de comparer les opérateurs que nous
avons proposés avec les principaux opérateurs de fusion propositionnelle existants. Voici le bilan que
nous pouvons dresser.

Propriétés logiques

Concernant les propriétés logiques, les opérateurs△Gmin ont un comportement aussi bon que les
opérateurs à sélection de modèles basés sur les fonctions d’agrégationΣ etGMax, qui sont des opéra-
teurs de fusion contrainte (ils satisfont tous les postulats définis dans [KP02b]), et ont un meilleur com-
portement que les opérateurs∆d,max

µ , qui ne satisfont pas(IC1) et (IC6). Ils ont également un meilleur
comportement que les opérateurs à sélection de formules qui, au mieux, ne satisfont pas le postulat(IC6),
ou (IC4) pour∆∩,Σ

µ . Le postulat(IC4) est très important pour un processus de fusion, puisqu’il corres-
pond à un principe d’équité. Le postulat(IC6) est l’un des deux postulats non vérifiés par les opérateurs
à quota (avec le postulat(IC1)), donc concernant le critère de la rationalité, on peut conclure que les
opérateurs à quota se comportent comme la plupart des opérateurs à sélection de formules. En revanche,
les opérateurs△Gmin se comportent de ce point de vue comme des opérateurs à sélection de modèles,
mais ont la particularité supplémentaire de vérifier le postulat (Disj), c’est-à-dire de sélectionner les mo-
dèles de la base fusionnée parmi les modèles de la disjonction des bases du profil. Cette propriété(Disj)
est vérifiée par les opérateurs à sélection de formules, par les opérateurs à quota et par les opérateurs
△Gmin, mais elle n’est pas vérifiée en général par les opérateurs à sélection de modèles. Le fait de ne
pas respecter cette propriété est un des défauts parfois reprochés aux opérateurs de fusion à sélection de
modèles. En effet, le fonctionnement de ces opérateurs les conduit à caractériser les modèles de la base
fusionnée comme ceux étant les plus «proches» du profil, à l’aide d’une notion de distance entre inter-
prétations. Ce choix est indépendant de l’appartenance du modèle à la disjonction des bases et est fait
seulement en se basant sur la distance du modèle aux bases dans certains cas : il peut sembler artificiel
de choisir comme modèle représentant les croyances/buts dugroupe des interprétations qui ne sont des
croyances/buts d’aucun élément du groupe. Les opérateurs△Gmin semblent donc offrir une alternative
plus rationnelle aux opérateurs à sélection de formules, pour qui cherche à utiliser un opérateur de fusion
vérifiant le postulat(Disj). Une autre alternative serait d’utiliser les opérateurs à sélection de modèles
basés sur la distance drastique, puisque ceux-ci vérifient(Disj), et possèdent de bonnes propriétés lo-

150



6.6. Discussion

giques. Cependant, on peut regretter avec ces opérateurs uncomportement peu discriminant (proche de
la disjonction en présence d’incohérences), et leur préférer un opérateur△Gmin.

Complexité algorithmique

Concernant la complexité algorithmique, l’inférence pourles opérateurs△d,Gmin
µ est typiquement

Θp
2-complète pour la distancedD, et∆p

2-complète pour la distancedH , ce qui correspond à la complexité
de l’opérateur∆d,GMax, mais ce qui est plus élevé que l’opérateur∆dH ,Σ

µ (Θp
2-complet ) et∆d,max

µ

(coBH(3)-complet pourd = dD et Θp
2-complet pourd = dH). La classe de complexité∆p

2 est une
des classes «usuelles» où se situe la complexité des problèmes de raisonnement non monotones, comme
l’inférence préférentielle, la révision, etc... La complexité de△d,Gmin

µ est cependant moins élevée que
celle des opérateurs à sélection de formules, puisque le problème de l’inférence pour ces opérateurs est
typiquementΠp

2-complet. Les opérateurs à quota ont, eux, une complexité algorithmique assez faible,
puisque le problème de l’inférence estcoBH(3)-complet pour les opérateurs à quota. Ainsi, on peut
conclure que, pour le critère de complexité, l’opérateur△Gmin est comparable à d’autres opérateurs à
sélection de modèles, tandis que les opérateurs à quota ont,eux, une complexité algorithmique relative-
ment faible.

Manipulabilité

Concernant enfin le critère de la manipulabilité, au regard des résultats que nous avons obtenu, les
opérateurs à quota sont non manipulables, comme d’ailleursles opérateurs à sélection de modèles basés
sur la distance drastique et les opérateurs à sélection de formules «simples» que sont l’opérateur de fu-
sion par intersection totale et l’opérateur de fusion basique. Cette résistance à la manipulation est perdue
pour les opérateurs à sélection de modèles utilisant la distance de Hamming (sauf dans des cas très res-
treints, par exemple lorsque le profil est constitué de deux bases ou que l’on fusionne des croyances/buts
très spécifiques, quand les bases sont complètes), y comprispour les opérateurs△Gmin, et pour les opé-
rateurs à sélection de formules plus «fins» que sont les opérateurs de combinaison. En fait, concernant
le critère de la manipulation, il semble que plus l’opérateur a un comportement drastique sur le profil,
moins il est sensible à la manipulation. Cette hypothèse fournit une perspective intéressante à notre tra-
vail : étudier plus précisément le lien qui semble exister entre le «comportement» d’un opérateur et sa
sensibilité à la manipulation.
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Conclusion

Dans ce travail, nous nous sommes intéressés tout d’abord à la notion de manipulation dans le cadre
de la fusion. La question posée était de déterminer si le théorème de Gibbard-Satterthwaite dans le cadre
de la théorie du vote a ou non un équivalent dans le cadre de la fusion. Plus précisément, comme ce théo-
rème établit que toute opération d’agrégation de préférences qui satisfait des propriétés «raisonnables»
(c’est-à-dire, des propriétés qui semblent souhaitables pour une procédure de vote) est manipulable, la
question était de déterminer si tous les opérateurs de fusion propositionnelle sont manipulables égale-
ment et si oui, sous quelles conditions. La première difficulté rencontrée a été de transcrire la notion
de manipulabilité dans le cadre de la fusion propositionnelle. En effet, dans le cadre du théorème de
Gibbard-Satterthwaite, les préférences des votants sont représentées par un ordre total strict sur l’en-
semble des alternatives : il y a manipulation quand le mensonge d’un votant lui permet de faire élire un
candidat préféré pour lui au candidat élu s’il est sincère. En revanche, dans le cadre de la fusion propo-
sitionnelle, on ne dispose que d’un pré-ordre à deux stratessur les interprétations pour représenter les
préférences d’un agent ; en outre, ce n’est pas nécessairement une interprétation unique qui est choisie.
Comment peut-on décider si un ensemble d’interprétations satisfait davantage un agent qu’un autre en-
semble d’interprétations ? Pour répondre à cette question,nous avons été conduits à définir une notion
d’indice de satisfaction, qui associe un réel à deux ensembles d’interprétations, permettant d’évaluer la
satisfaction d’un agent relativement au résultat de la fusion. Nous avons en particulier étudié quatre in-
dices : les indices drastiques faibles et forts, qui ont une signification logique, l’indice probabiliste, qui
est plus graduel, et enfin l’indice de Dalal, qui est un peu particulier, puisqu’il permet une manipulation
par rapport au pré-ordre entre interprétations lié à la distance de Hamming. On pourrait imaginer des
améliorations à ce dernier indice, par exemple définir un nouvel indice qui serait égal à12 iDalal + 1

2 ip :
cela permettrait, lorsqu’il n’y a pas cohérence entre la base fusionnée et la base de l’agent, de tenir
compte du pré-ordre entre interprétations liées à la distance de Hamming ; et lorsqu’il y a cohérence
entre la base fusionnée et la base de l’agent, de tenir comptede la proportion des modèles de l’agent
présents dans la base fusionnée. Cet indice constituerait en quelque sorte une généralisation des quatre
indices que nous avons proposés. D’autres indices de satisfaction nous paraissent intéressants, en parti-
culier ceux introduits par Duggan et Schwartz [DS00], qui associe au résultat d’une fusion une valeur de
l’utilité du résultat du vote grâce à des distributions de probabilité.

À la lumière de notre étude, la manipulabilité d’un opérateur apparaît comme une propriété indépen-
dante du fait que celui-ci satisfasse ou pas les postulats derationalité donnés dans [KP99, KP02a]. Cela
signifie que satisfaire les postulats de rationalité pour lafusion contrainte n’empêche pas l’existence ou
l’absence de manipulation. Néanmoins, on peut noter que lesopérateurs d’arbitrage, comme∆d,GMax,
sont plus sensibles à la manipulation que les opérateurs de majorité, comme∆d,Σ. Ceci s’explique fa-
cilement par le fait que les opérateurs d’arbitrage sont égalitaires : ils visent à donner un résultat qui
est proche de chaque base du profil. Intuitivement, le changement d’une base du profil peut fortement
changer le résultat entier. En revanche, les opérateurs de majorité cherchent à satisfaire la majorité des
agents pour définir la base résultante, ainsi, ils sont plus robustes à la manipulation. Cette constatation
peut être généralisée : en effet, l’utilisation d’une distance drastique pour les opérateurs à sélection de
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modèles empêche toute manipulation. De même, les opérateurs à sélection de formules «simples» que
sont l’opérateur par intersection totale et l’opérateur basique ne sont pas manipulables. Cela semble in-
diquer que plus l’opérateur est «subtil » dans la prise en compte des bases du profil, plus il est soumis à
la manipulabilité.

La manipulabilité est une notion qui apparaît également indépendante de la complexité algorithmique
de l’inférence par rapport à la base fusionnée (voir [KLM04]) : il n’existe apparemment pas de corré-
lation entre la complexité de l’inférence et la manipulabilité de l’opérateur. En revanche, une question
importante qui reste ouverte est la complexité algorithmique de la recherche pratique d’une manipulation,
étant donné un profil, une contrainte et un opérateur. En effet, utiliser un opérateur de fusion manipulable
n’est pas nécessairement gênant si déterminer une stratégie est difficile. Un tel problème de complexité a
été étudié pour des schémas de vote [CS03, CLS03, CS02a, CS02b] lorsque les préférences individuelles
sont données explicitement (ce qui n’est pas le cas dans notre cadre de travail). Un premier résultat vient
facilement de notre proposition 44 : si la distanced entre interprétations peut être calculée en temps
polynomial dans la taille de l’entrée (ce qui n’est pas une hypothèse forte), déterminer si un profil donné
peut être manipulé par une base pour l’indice drastique, étant donnés∆d,Σ

µ etµ est dansΣp
2.

La manipulabilité est donc une dimension supplémentaire, indépendante des critères de rationalité
et de complexité et qui peut être utilisée comme un critère additionnel pour comparer entre eux les
opérateurs de fusion. On peut regretter que l’équivalent d’un théorème de Gibbard-Satterthwaite n’ait
pas été obtenu dans le cadre de la fusion, même si les opérateurs résistants à la manipulabilité sont
rares. Cela est sans doute lié à la définition même de la manipulation dans le cadre de la fusion, qui est
dépendante des indices considérés. Ce cadre de travail, plus complexe que celui du vote de ce point de
vue, a sans doute compromis l’obtention d’un résultat de manipulabilité général. En particulier, en se
contentant du seul indice probabiliste, on aurait des résultats de manipulabilité quasi-généraux.

Cette étude appelle à de nombreuses perspectives. Une question intéressante est d’étudier la manipu-
labilité d’un processus de fusion lorsque des coalitions sont possibles. Au lieu de considérer la manipula-
tion par un seul agent, on peut se poser le problème de la manipulation par des coalitions d’agents qui co-
ordonnent leurs choix pour modifier le résultat pour la coalition. On peut se reporter à [MGC01, CGM06]
pour des définitions de la manipulation pour une coalition dans le cadre de la fusion d’OCFs. Comme
la manipulation par un agent seul est un cas particulier de manipulation par une coalition, que de nom-
breux d’opérateurs sont manipulables pour un agent seul, ilest clair que la non-manipulabilité par des
coalitions sera difficile à obtenir.

Nous avons également considéré deux familles d’opérateursde fusion disjonctive, les opérateurs à
quota et les opérateursGmin. Nous nous sommes intéressés aux propriétés de ces opérateurs par rapport
à trois critères : rationalité, complexité algorithmique et manipulabilité. Nous pensons que ces critères
sont les principaux à prendre en compte pour évaluer les opérateurs de fusion propositionnelle (quand on
reste à un niveau général, i.e. sans se focaliser sur une application ou un domaine particulier).

Bien qu’il n’existe pas d’opérateurs de fusion optimisant tous les critères, nous avons montré que les
opérateurs à quota et les opérateursGmin constituent des compromis intéressants : même s’ils ne sont
pas totalement rationnels et discriminants, les opérateurs à quota présentent une complexité « faible» et
ne sont pas manipulables ; les opérateursGmin sont certes plus complexes que les opérateurs à quota
et manipulables dans le cas général, mais ils sont pleinement rationnels au sens de la fusion contrainte
et beaucoup moins prudents. Ces opérateurs conduisent tousà des bases fusionnées qui impliquent la
disjonction des bases du profil considéré et constituent, dece fait, des alternatives intéressantes aux opé-
rateurs à sélection de formules [BKM91, BKMS92, Kon00, KLM02], qui sont typiquement au moins
aussi difficiles du point de vue de la complexité et satisfontmoins de postulats de rationalité. Ce postulat
de disjonction nous paraît important, en particulier si l’on fusionne des croyances. Si l’on fusionne par
exemple des croyances d’experts, la recherche d’un compromis entre les croyances contradictoires par
l’opérateur de fusion n’est pas nécessairement un comportement souhaitable, alors qu’un tel comporte-
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ment semble naturel si l’on fusionne des buts.
Ce travail appelle lui aussi à quelques perspectives. L’uned’entre elles consiste à déterminer dans

quelle mesure les trois critères considérés sont (in)dépendants. Nous savons déjà qu’il n’y a pas une
indépendance complète, puisque tous les opérateurs de fusion propositionnels qui satisfont(IC1) et(IC2)
sontBH2-difficiles (proposition 1 de [KLM04]) ; et donc la dimensionlogique et la complexité sont liées.
Réaliser une analyse précise de l’indépendance de ces critères permettra de réaliser une table multi-
dimensionnelle dans laquelle les méthodes de fusion pourront être situées, facilitant ainsi le choix d’une
méthode particulière.

Une perspective générale est également d’étudier les liensexistants entre l’agrégation de jugement
et la fusion. La première remarque que l’on peut faire est quel’agrégation de jugement a un point de
vue local sur les propositions : pour chaque proposition, oncherche à savoir si elle est acceptée par
suffisamment de membre du groupe pour être acceptée par le groupe. Ensuite seulement, on agrège les
croyances du groupe, pour obtenir l’ensemble résultant. Lafusion, en revanche, a un point de vue global
sur les croyances de chacun des membres du groupe, c’est-à-dire qu’on cherche avant tout à établir un en-
semble cohérent de croyances ou de buts à partir des croyances/buts de chacun. Cependant, la perspective
d’utiliser une méthode de vote pour déterminer si chaque proposition fait partie du résultat peut paraître
intéressante pour faire de la fusion (c’est d’ailleurs le principe des opérateurs à quota), puisque la com-
plexité algorithmique d’une telle méthode est beaucoup plus faible que celle de la fusion. Néanmoins, le
paradoxe discursif peut empêcher en pratique d’utiliser detels méthodes, puisqu’il a pour conséquence
d’aboutir à des bases fusionnées incohérentes. Une question intéressante est donc d’adapter au cadre de
la fusion les méthodes d’agrégation de jugement, dans l’hypothèse bien sûr où on peut garantir la cohé-
rence du résultat. Les théorèmes d’impossibilité de List etPettit [LP04] restent-ils vrais dans le cadre de
la fusion ? Comment adapter le cadre de la fusion a l’agrégation de jugement ? Les hypothèses requises
par ces théorèmes ont-ils encore un sens pour la fusion ? Ces questions ouvertes dans un domaine récent
semblent prometteuses. A l’inverse, on peut également voirle problème autrement : puisque l’agréga-
tion de jugement semble difficile à réaliser suite aux théorèmes d’impossibilité, peut-on imaginer des
méthodes de fusion plus adaptées au problème de l’agrégation de jugement ? Une question intéressante
également est celle des hypothèses couramment faites dans le cadre de l’agrégation de croyances, en par-
ticulier celle qui concerne la complétude des croyances desagents. En général, on suppose en effet que
tous les agents ont des convictions sur chacune des propositions : soit il l’accepte, soit il la rejette. Or ce
pré-requis semble assez peu naturel. En effet, il est clair qu’un individu n’est pas omniscient. Ne pourrait-
on pas, comme dans la fusion, autoriser l’ignorance ? Les théorèmes d’impossibilité restent-ils vrais en
l’absence de cette hypothèse forte de complétude des croyances ? Ces pistes de recherche nous semblent
intéressantes, et nous espérons pouvoir apporter quelquesréponses à ces questions dans l’avenir.
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