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Introduction

1 Contexte et motivation

Nous sommes tous soumis, dans notre vie quotidienne, aléprelde la fusion d'informations.
Cela fait méme partie de notre fagon de fonctionner, de té&fléde nous informer, de nous forger une
opinion, et finalement contribue a notre maniére de prendsedécisions. Lorsque nous confrontons
différents points de vue sur un événement (télévisionprgdurnaux, internet...), nous arrivons souvent
a nous forger une opinion de cet événement, sur son déronleses implications. Rarement I'étre
humain se contente d’'une seule et unique source d’infoomatnais au contraire, il s'assure par la
multiplicité des sources et leurs variétés que la visiorl @ui’une situation est la plus proche possible
de la réalité. Ainsi, lorsque nous cherchons une réponse @uestion, nous ne prenons pas toujours
pour argent comptant ce que nous dit un seul livre, un sealisiernet ou une seule personne, mais
au contraire, nous cherchons le maximum d’informationdessujet qui nous intéresse, afin d'en faire
une synthése. C’est en particulier le cas lorsque I'opirdicse faire fonde une décision délicate (e.g.
dois-je vraiment subir une intervention chirurgicale 7¢tt€ aptitude humaine, naturelle, est en fait la
capacité de fusionner les informations, c’est-a-dire deigger, a partir de sources d’information parfois
diverses ou contradictoires, une opinion cohérente sufdktd. Lorsque nos choix dépendent de I'avis
d’'un groupe auquel nous participons, par exemple si un grdigmis doit décider du film que le groupe
ira voir, du restaurant ou tous iront manger, ou de la desimal’'un week-end en commun, se pose le
probléme de la fusion de préférences. Chacun a des prééérsncune situation et I'opération de fusion
doit déterminer les préférences du groupe de maniére &gag&tiau mieux chacun de ses membres. Dans
ce cas, les buts des agents peuvent étre contradictoires.

La fusion d'informations provenant de différentes souresisune problématique importante en in-
formatique, en particulier dans le domaine des bases detdende l'intelligence artificielle, de la déci-
sion multi-critére. Selon le domaine d’application, leimations fournies par les différentes sources
peuvent étre de natures différentes, observations ou BEsIONNaissances expertes, états épistémiques,
préférences. La qualité des informations peut varier d'smérce a une autre et celles-ci peuvent étre
incomplétes, incertaines, imprécises, contradictoibesplus, le degré de fiabilité des sources peut va-
rier. Dans tous les cas, il s’agit d’extraire le maximum fimmations provenant de chacune des sources
sans pour autant produire des incohérences. Malheurensdtaptitude humaine a pouvoir réaliser une
synthése cohérente de données hétérogénes n’'est pagpapeagles machines : comment gérer les
contradictions ? Comment représenter l'information, etiqalier lorsqu’elle est issue de sources diffé-
rentes, qui ne partagent pas nécessairement le méme fameadit les mémes conventions ? Comment
traiter des données incertaines ou incomplétes, qu'uneradifon ultérieure peut radicalement modi-
fier? L'esprit humain parvient avec une étonnante facilit@aliser ce que la machine peine a faire,
méme imparfaitement.

La fusion d’'informations est devenue un champ de recherichesrtant du traitement de I'informa-
tion, dans des domaines trés différents ou les informa#idasionner, les objectifs, les méthodes, et donc
la terminologie, peuvent varier beaucoup, malgré de nonseeanalogies |[BED1]. Cette problématique

9



Introduction

est au coeur d’'une recherche trés active en intelligendiciaite, méme si la diversité des domaines
d’'application, et la diversité des sources d’informaticompliquent la vision globale que I'on peut avoir
du probléme. De trés nombreuses applications nécessistitrlation de certaines grandeurs a partir
d’'informations, parfois contradictoires et hétérogémesjes de plusieurs sources. Cette problématique
de fusion d’informations, relativement récente, fait j&tid’un intérét croissant du fait de la multiplica-
tion des systémes informatiques déployés ou une partiagrderthation disponible est fournie par des
capteurs et de 'augmentation considérable des moyensnaf@ues. Le but de la fusion d'informations
est en général d’apporter une aide pour la prise de décisipsiibstituant a une vision parcellaire et hé-
térogéne, parfois méme contradictoire, de la réalité usierviglobale, cohérente et homogéne. On peut
notamment distinguer trois principaux types d’applicasio

— la fusion multi-capteurs, consistant a combiner des @bfiens issues de différents capteurs (ins-
truments de mesure, images, sons, capteurs virtuels, lats.flomaines d’applications ou se pose
classiquement ce type de problemes sont la télédéteciimagerie médicale, la robotique, etc.,

— la gestion de bases de données distribuées : une requétésesia plusieurs bases de données
fournit typiquement des résultats en partie contradiesyide précision et de pertinence variable,
gu’il s’agit de combiner,

— la combinaison d’avis d’experts.

Concernant la fusion multi-capteurs, un premier problesteelui de la classification des données.
Par exemple, en détection d'images, la classification djesasatellite consiste a affecter chaque pixel
d’'une image a une classe particuliere (végétation, cudiuigeres ?). Dans un souci d’amélioration de la
classification, il convient d'utiliser toutes les infornmats disponibles afin de pouvoir, en fusionnant ces
différentes informations, prendre la meilleure décisiongible quant a la nature exacte du pixel (on peut
par exemple faire appel aux différentes bandes spectralas @mage, aux données exogénes relatives
au contexte géographique de la région étudiée telles quertia des routes, des rivieres, des villes, les
altitudes, l'orientation des pentes...). Dans le domaiii#aine, la fusion d’informations est également
apparue afin de gérer des quantités trés importantes deetonmdti-sources, et des méthodes de fusion
ont été adaptées et développées pour la classification degem En effet, on se trouve confronté dans
de nombreuses applications a un grand nombre de donnéedditgsa ce qui pose souvent probléme
pour les classifier.

Méme lorsque le probléme de la classification ne se pose#éssibn de données reste au centre
de nombreuses applications. Une application de la fusiatodaées en imagerie médicale est la neuroi-
magerie. Cette technique médicale donne acceés a la ldaalisd & la dynamique des sources d’activité
cérébrale et est aujourd’hui un des outils majeurs d’inga8on des processus cognitifs. L'lmagerie
par Résonance Magnétique nucléaire (IRM) d’'une part, letdtébencéphalographie (EEG) d'autre part,
sont deux méthodes de prospections tres complémentaiq@erant chacune une échelle spécifique
d’organisation spatiale et temporelle de 'activationébtale. La fusion d'informations issues de I'IRM
et de 'EEG consiste a exploiter la complémentarité de caz dedalités d’'imagerie dans le but de ca-
ractériser au mieux les réseaux de populations de neurompigiiés dans un traitement d’information
cérébral.

Dans le domaine des bases de données, le probleme de lasagiose également : le but est alors de
déterminer une seule base de données cohérente a partisteups. En fait, deux problémes se posent a
des niveaux différents dans ce cadre. Il faut d’abord rdglprobléme de I'hétérogénéité des différentes
bases de données. De nombreux travaux portent sur cet agpgloerchent a déterminer un schéma
global a partir des schémas localix [BL86. Sulh94, Kim95]. Bemonde difficulté peut apparaitre, une
fois réglé celui du schéma global, qui est la possible noiite des données : il faut alors trouver un
moyen de rétablir la cohérenck. [Sub94] suppose I'existefun médiateur capable de résoudre de tels
conflits. Cholvy, dand. ICho95], propose par exemple dieilila confiance que I'on peut accorder aux
bases en fonction des sujets, et utilise cette confianceqgienir des informations cohérentes.
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Une autre application de la fusion d’'informations appadaits les systémes multi-agents, lorsque
les agents doivent prendre une décision collective ou méter quelles sont les croyances du groupe
d’agents, ou le domaine de la robotique, lorqu’un agentreutee doit prendre une décision a partir de
données contradictoires fournies par plusieurs captBanss les jeux virtuels se pose également le pro-
bleme de I'état des croyances d’agents non humains facedodages diverses sur leur environnement.
Enfin, dans les systémes experts, on cherche a combinemraissances d’'un groupe d'experts sur les
différents aspects d'un probléme, par exemple pour établdiagnostic.

On retrouve également la problématique de la fusion dangréadomaines que l'informatique. Par
exemple en économie, dans larecherche d’'un partage édguitamarchandises, et également en Théorie
du Choix Social, domaine dont le but est d’établir un moyeuitégle et slr d’élaborer les préférences
d’'une société a partir des préférences individuelles dengesbres. Ce dernier cas est certainement celui
qui a été le plus anciennement étudié, puisque la déterimindées préférences d'une société humaine
est a la base de la démocratie et existait sans doute bieh Awasi depuis longtemps, on cherche un
moyen de prendre des décisions en se basant sur I'agrégatagoréférences de chaque personne de la
Société, en général a I'aide d’'un opérateur d'agrégatimplsi tel que le vote.

La difficulté de la fusion d’informations est liee a I'impedtion (incomplétude, imprécision, in-
certitude) de I'information apportée par chacune des ss & I'hétérogénéité de ces informations, a la
fiabilité (connue ou inconnue) des différentes sourcesj giria la nature de leur dépendance éventuelle.
La résolution de ce type de probléeme nécessite donc le reéodees outils puissants de modélisation et
de gestion des informations incertaines et impréecisestr@tigories ont notamment été proposees pour
la modélisation et le traitement de telles données : la th@ms probabilités, la théorie des possibilités,
et la théorie des fonctions de croyance, la logique proposielle (inférence non monotone).

Dans les formalismes associés a ces théories, les infarmsagieuvent étre représentées par des
strates ordinales (ou par des fonctiot)s par des bases possibilistes, par des diagrammes deitausal
(réseaux bayésiens), par des fonctions de croyance..ellBg teprésentations complexes permettent de
représenter l'incertitude liée aux informations.

2 Contribution

Parmi les différentes approches de la fusion multi-souriessapproches logiques ont suscité un
intérét croissant ces derniéres années, en particuliEsagli s'inscrivent dans le cadre de la logique
propositionnelle. Les opérateurs de fusion propositidengsent a déterminer les croyances, ou les
buts, d'un groupe d’agents a partir des croyances, ou desdichacun d’entre eux, exprimés sous la
forme de formules propositionnelles. Les opérateurs deriuge croyances et les opérateurs de fusion de
buts sont trés semblables, bien que les notions de croyahdesuts soient tres différents. Typiquement,
on peut utiliser des opérateurs de fusion de croyances psigniher des buts, et les propriétés qu’on
attend de ces opérateurs sont trés proches. Notre travgilisedans le cadre propositionnel : nous nous
sommes intéressés au cas ou les croyances, les buts, de cwEnt s’expriment par un ensemble de
formules propositionnelles. Pourquoi s’intéresser a cieecpour la fusion ? Tout d’abord parce que ce
cadre, le plus simple possible, peut se révéler étre suffiars de nombreuses applications. Ensuite, la
logique propositionnelle est a la base de la plupart degsiajpproches possibles ; plus précisément, la
plupart des autres approches sont des généralisationgichudi la logique propositionnelle et on peut
retrouver ce cadre comme un cas particulier de telles appso&tudier d’abord la problématique de la
fusion dans le cadre de la logique propositionnelle avamotsidérer des formalismes plus complexes
semble étre une approche raisonnable. Enfin, le cadre dgitgu propositionnelle est déja riche et
complexe et I'étude de la fusion propositionnelle un trasaffisamment ambitieux pour motiver que
I'on s’en préoccupe pour elle-méme.
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Considérons I'exemple suivant de fusion de buts pour iugtotre propos. Dans cet exemple, on
peut représenter les buts de chaque personne comme undgatenla logique propositionnelle, puis
déterminer les buts du groupe, a I'aide d’'un opérateur derfus

Exemple 1. Trois amis, Marie, Alain et Pierre veulent planifier leurscemces ensemble. Ils ont a déci-
der s’ils préférent aller a la montagne, a la mer, ou ne pagipart aussi déterminer s'ils partent durant
une longue ou une courte période. Les buts de Marie sonted’alla fois a la mer et a la montagne s'ils
partent pour une longue période, sinon elle préfére allea inontagne seulement ou ne pas partir. Les
buts d’Alain sont d’aller a la mer pour une longue période olaanontagne pour une courte période.
Enfin, Pierre veut seulement aller & la mer pour une longuéoplérou ne pas partir. La question est de
savoir ce que doit décider le groupe pour ses vacances : ntertagne ? longtemps ou pas ?

Lorsque I'on est confronté a un probléme de fusion de butseoardyances et que ce probléme
peut s’exprimer dans un cadre propositionnel, la questserielle est de déterminer quel opérateur de
fusion propositionnelle choisir parmi tous ceux existahtabituellement, deux critéres principaux sont
utilisés pour faire ce choix :

Rationalité : Une exigence principale pour adhérer a une méthode de fesibgu’elle possede les
propriétés attendues de ce gu’intuitivement signifie «diuser ». Cette attente conduit a définir des
propriétés souhaitables (des postulats) pour un «bonsatguérde fusion. On peut par exemple
attendre d’un opérateur qu'il soit équitable (i.e. qu'ilfagorise aucun agent particulier), ou qu'il
détermine un résultat cohérent. Dans le cas de la fusion tde dou peut espérer que I'opérateur
minimise l'insatisfaction individuelle en cherchant umgaromis entre les buts des agents, ou au
contraire qu’il cherche a satisfaire un maximum d’agentsrdvanche, dans le cas de la fusion de
croyances, une attente peut étre que I'opérateur de fudlent®nne des croyances parmi celles
des agents, puisqu’il est souvent raisonnable de suppasefun d’entre eux a une vision juste
de I'état réel du monde. Une fois déterminé I'ensemble deprptés souhaitables, il est simple
de choisir le ou les opérateurs les plus rationnels, c'@litedqui satisfont le plus de ces postulats.

Complexité algorithmique : Lorsque I'on est a la recherche un opérateur de fusion powystgéme
multi-agents autonome, une attente naturelle est I'effieadgorithmique. En effet, le probleme
de la fusion est de ce point de vue difficile et il est donc ingoarpour les applications de choisir
des opérateurs de faible complexité.

La plupart des opérateurs de fusion existants ont été &tydie rapport a ces deux critéres dans
de nombreux travaux. Pour la rationalité, on peut se repar{®ev97 [ 1S98, LM99, Kon0(0, KPORa,
KLMOZ] et pour la complexité algorithmique, voir [KLM0Z, T8¢]. Ces travaux ont montré que les
opérateurs a sélection de modBlest souvent une complexité combinatoire plus faible (Eneince est
typiqguemento}-compléte ouAb-compléte) que les opérateurs a sélection de formule$éfiénce peut
étreIl5-compléte) [KLMO2/ Neb98]. Les opérateurs a sélection deléfes satisfont aussi typiquement
plus de postulats de rationalité que les opérateurs a #atd formules (voirl[KP0Za, KondO0]).

Notre thése est que la comparaison des différents opésatediusion ne peut étre conduite en suivant
ces deux seuls critéres. En effet, il nous apparait impbdarconsidérer un autre aspect : la manipula-
bilité de I'opérateur. Il est naturellement attendu desggyearticipant a un processus de fusion qu’ils
fournissent sincérement leurs croyances/buts. Une guestiverte est de déterminer dans quelle mesure
les opérateurs de fusion propositionnelle permettent plendre a cette attente, c’est-a-dire, comment
peut-on étre sdr en participant a un processus de fusion@ue’h pas intérét a mentir, pour obtenir

lUne distinction entre opérateurs & sélection de modéldsséectionnent certaines interprétations qui sont lesipl
proches» des bases représentant les croyances/buts des agepérateurs a sélection de formules, qui choisissetaines
formules dans I'union des bases est souvent faite [KLIM02].
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2. Contribution

une base fusionnée résultante qui répond mieux a ce quedfmre? Une premiére contribution de cette
thése est de tenter de donner des réponses a ces intemegaiaus avons proposé une définition de la
manipulationdans le cadre de la fusion propositionnelle et évalué la pudatdilité des opérateurs de
fusion existants. Le principal résultat de notre étude aetlg non-manipulabilité est difficile a obtenir
pour les opérateurs de fusion propositionnelle. Ce réspétat sembler relativement attendu puisque,
en théorie du choix social, un théoréme (le théoréme de @ibBattertwhaite), établit que dans le cas
général, on ne peut pas agréger des préférences de faconamiputable [GIb /B, Saf75, MouB8]. Ce-
pendant, il existe de nombreuses restrictions permeteagarchntir la non-manipulabilité de I'agrégation
de préférences, donc on pourrait s’attendre a ce que lafisfiéaile le fusion propositionnelle et la pos-
sibilité de considérer des cas restreints, permettentedtidre la non-manipulabilité dans le cadre de la
fusion de bases. En fait, nous montrons dans ce travail qakeureusement, méme dans avec des hy-
pothéses trés spécifiques, la plupart des opérateurs de fisibases de croyances/buts de la littérature
sont manipulables.

Pour certaines applications particulieres, certains deroés criteres (rationalité, complexité, et ma-
nipulabilité) peuvent étre plus pertinents que d'autreseé peut conduire a définir et choisir différents
opérateurs de fusion comme les meilleurs selon le contexte.

Quand on évalue les opérateurs de fusion propositionneitaats par rapport a ces trois critéres
considérés conjointement, il apparait qu’aucun opératefusion n’est optimal (i.e. totalement rationnel
au sens des postulatkC), en temps polynomial et non manipulable). Une deuxiémeritorion de
cette these est de définir des opérateurs de fusion offramedkurs compromis pour les trois critéeres
que les opérateurs existants. Nous avons ainsi défini deuwelles familles d’'opérateurs de fusion
propositionnelle, les avons évalués par rapport a cesesitt montré qu’ils constituent des alternatives
intéressantes aux opérateurs existants. Ces deux fadidlgérateurs de fusion sélectionnent les modéles
de la base fusionnée parmi la disjonction des bases pantisipau processus de fusion : ce sont des
opérateurs de fusion disjonctiv€ette attente est relativement naturelle dans le cas desianf de
croyances, puisgu’elle correspond a l'idée qu’au moinsematents posséde une vision juste de I'état
du monde. En effet, il est souvent raisonnable de penserequetde réel fait partie des mondes choisis
par au moins un des agents. Par exemple, si plusieurs médecipenchent sur le cas d’'un patient et
que leurs croyances sont contradictoires, on peut pensdfuqud’entre eux a établi le bon diagnostic.
En revanche, si I'on fusionne des buts, cette attente peublse moins importante, puisqu’il est assez
naturel que chacun fasse des compromis par rapport a ses. &isiin premier agent désiteA b et
gu'un second désirea A —b, il est raisonnable de penser qu’une solution optimale eshdisira A —b
ou—a A b. Les opérateurs a sélection de formules sont des opératedusion disjonctives, puisqu’ils
sélectionnent des ensembles maximaux cohérents danan’'das bases de croyances. En revanche, les
opérateurs a sélection de modéles ne sont en général pasétatears de fusion disjonctives.

La premiére famille que nous avons introduite est compoeéepkrateurs a quotaLes opérateurs
a quota correspondent a une idée simple : tout monde est ualendal résultat du processus de fusion
s'il satisfait « suffisamment» de bases du profil. « Suffisanim@eut signifier «au moins» (un entier
fixé, quota absolu), ou «au moih% » (un quota relatif), ou finalement «autant que possiblechague
interprétation induit une famille d’opérateurs de fusipadfique. Nous avons montré que ces opérateurs
ont de bonnes propriétés logiques, ont une complexité quatdire faible et sont non manipulables.

Les opérateurs a quota peuvent néanmoins souffrir d’'umefgibuvoir de discrimination. En effet,
selon la valeur fixée au quota, le résultat de la fusion peatg@bche d’'une simple disjonction, ce qui
est pauvre du point de vue de la capacité inférentielle.t@epartie pourquoi nous avons introduit une
seconde famille d’'opérateurs de fusion : les opérat@msn. Chaque opérateuEminest paramétré par
une pseudo-distance et chacun d’entre eux a la propriétéfiiteer les opérateurs a quota (c’est-a-dire
gu'ils préservent plus d'information). Ces opérateurg,sommme les opérateurs a sélection de modéles,
plus rationnels que les opérateurs de fusion a sélectiomrdeufes, mais ils choisissent, comme ces
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derniers, leurs modeéles dans la disjonction des bases gances. Nous avons donc montré que les
opérateursGminoffrent une alternative intéressante aux opérateurs atgflede formules.

3 Plan du mémoire

Cette these est organisée en trois parties principalegsAgroir , dans le paragraphke 3, posé les
notations utilisées et précisé quelques conventions fitemsuivies tout au long de cet écrit, la premiere
partie fournit une synthése des travaux existants centrda fusion et le vote.

La deuxiéme partie présente la premiere contribution de teése. Elle consiste en une étude de la
manipulabilité de la plupart des opérateurs de fusion sitipanelle de la littérature, incluant les opéra-
teurs a sélection de modeéles et les opérateurs a sélectfomades. Pour chaque opérateur considéré,
nous avons déterminé s'il est manipulable dans le cas géaésg le cas échéant, la manipulabilité peut
étre évitée sous certaines restrictions du processus & fitomme le nombre d’agents et la présence
de contraintes d'intégrité) ou des stratégies autoriséaslps agents.

La troisiéme partie présente la seconde contribution de de¢se. Cette partie est consacrée a la
présentation et a I'étude de deux familles d’opérateursuigien au travers de trois critéres d’évaluation
(rationalité, complexité et manipulabilité). Nous y mamts que les opérateurs a quota et les opérateurs
Gminsont des opérateurs disjonctifs qui représentent de banpromis pour ces critéres par rapport
aux opérateurs existants.

Enfin, en conclusion, nous discutons les résultats obtdéesisnettons en perspective et présentons
les suites envisagées a cette these.
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4 Logique propositionnelle

Un langage propositionnél est défini inductivement comme le pour petit ensemble (gmatlision
ensembliste) de mots définis a partir d'un ensemble fini (etwie) de variables propositionnell@set
d’'un ensemble de connecteWrscomme suit :

—YeeP,xeLl,

— sicd'aritén estdang” etzq, ..., x, sontdans, alorscz; . .. x,, est dans’.

Tout élément d&€ est appelé proposition ou formule. Nous considérons icangdge propositionnel
«classique », c’est-a-dire construit a partir des conueste

— T, la constante booléenne toujours vraie eta constante booléenne toujours fausse,

— - (négation) d'arité 1,

— A (conjonction),V (disjonction),— (implication matérielle) e (équivalence) d’arité 2.

On peut associer une sémantique a tout élément déne interprétation (ou monde)de £ est une
application deP dans{0, 1}. Elle peut étre représentée par un vecteur{$ut } en supposant qu’un
ordre strict total est spécifié s@. Pour éviter de manipuler des notations trop lourdes, ontiitk
chaque monde avec le terme canonique sBrdontw est 'unique modéle. Par exempleBi= {a, b}
etw(a) = 1, w(b) = 0, w est identifié au terme A —b, ou encore au vectedd. L'ensemble de toutes
les interprétations est noi&.

La sémantiqué|¢|](w) d’'une formuleg de £ dans l'interprétation est un élément dgo, 1} défini
inductivement par :

- Sig € P, [[¢l](w) = w(®),

- Si¢p = cxy...xy, [|0](w) = cr([|z1]](w), ..., [|zn]](w)), OU cr est 'unique application de

[0,1] x ... x [0, 1] dans|0, 1] associée a.

Une interprétationv est un modéle d’'une formulg € L si et seulement si elle la rend vraie au sens
fonctionnel usuel, c’est-a-dire si et seulemenf|sj](w) = 1. Dans le cas contraire; est un contre-
modele dep.

[¢] représente I'ensemble de modeéles de la formyliee. [¢] = {w € W | w [ ¢}.

Une formule¢ de £ est cohérente si et seulementdi # 0. ¢ est une conséquence logique d'une
formule ), notéy = ¢, si et seulement $i)] C [¢]. Deux formules sont logiguement équivalentes (
si elles partagent les mémes modéles.

5 Fusion propositionnelle

Une base de croyances/buts représente I'ensemble de croyances/buts d’'un agent. Gresh-
semble fini de formules propositionnelles, interprétéegarwtivement. Lorsqu&” = {¢1,..., ¢, } est
une base de croyances/bufé,représente la base singleton contenant la conjong{iéh = {1 A ... A
¢n} de toutes les formules d€. On dit qu’'une base de croyances/buts est cohérenfiefSiest cohé-
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rente. Dans ce cas, on nate= K pourw = A K. Une base de croyances/buts est dite compléte si elle
a exactement un modele. Siest ce modele, on not€ = K. Dans la suite, on utilise le terme «base »
pour une base de croyances ou de buts, indifferemment. @rkntgnsemble des bases.

Exemple 2. SoitP = {a,b}. Alors K = {a,a — b} est un exemple de base. Elle est compléte car elle
a un seul modele A b.

Un profil de croyances/but& dénote le groupe d’agents impliqués dans le processus amfus
C’est un multi-ensemble non vide de bases de croyancedibuty K1, . .., K, } (puisque deux agents
peuvent exhiber des bases identiques). Dans la suite, ls® & terme profil pour profil de croyances
ou de buts, indifferemment. On nafd’ensemble des profils.

/\ E représente la conjonction des basegde {K1,...,K,},ie. AE=ANKiA...ANN\K,, et
on note\/ E la disjonction des bases d¢ i.e.\/ E= AK; V...VAK,.

Un profil E est dit cohérent si et seulemenysiE’ est cohérent. On note alars= E pourw = A E.
L'union multi-ensembliste est noté et la relation d’inclusion multi-ensembliste est notée

Exemple 3. SoitP = {a,b}. On considere deux bases de croyankgs= {a,a — b} et Ky = {—-aVb},
et les profilsk; = {K;, K2} et By = {Kq, Ko, K1 }.

Ona:AEi = (aN(a—b)A(-aVb) =aAb, doncE; est cohérent. On a aussi\/ E; =
(aN(a—b))V(-aVb)=-aVb.

EFiUEy = {Kl,KQ,Kl,KQ,Kl} etk C Es.

Le cardinal d'un ensemble fini (ou d’'un multi-ensemble fiAigst noté#(A). C représente l'inclu-
sion ensembliste et I'inclusion ensembliste stricte, i.el C B si et seulement st C B et A # B.

Une contrainte d'intégrité est une formule cohérenteCdpie la base fusionnée doit satisfaire (elle
peut représenter des lois physiques, des normes, ete p$lindépendante du profil. On note en général
cette contrainteu.

Un opérateur de fusion est une applicatibrqui associe a tout couple”, 1) de& x £ une basds
de K. Le résultat de la fusion des bases d’'un prafilou fusion d’un profilE) avec I'opérateur de fusion
A\, sous la contrainte d'intégrite, est notéA ,(£) plutdt queA(E, i) et est appelé la base fusionnée .

Si Ey et E5 sont deux profils de croyances, on dit glig et 5 sont équivalents, not&; = F,
si et seulement si il existe une bijectignde £y, = {K}, K»,..., K, } dansEy, = {K|, K}, ..., K]}
telle quef(K;) < K. Cela signifie qu'a I'équivalence logique prés et a la peatiom prés, on a le
méme profil. On peut envisager d'autres définitions de cejtévalence entre profil (voil [Revd7] par
exemple), mais celle-ci semble la plus naturelle.

6 Ordre et pré-ordre

Un pré-ordre< sur)V est une relation réflexive et transitive. Un pré-ordre)duest total sivw, w’ €
W, w < w' ouw < w. Un pré-ordre suwV est total sivw,w’ € W, w < o’ ouw’ < w. Un ordre strict
< surWV est une relation irréflexive, transitive et asymétrique rferpeut avoir en méme temps< «’
etw' < w).

Soit < un pré-ordre sudV. On peut définir un ordre correspondantsur W parw < ' si et
seulement siv < W’ etw’ £ w, et la relation d’équivalence s induite par< (indifférence)~ est
donnée paw ~ ' si et seulement sb < o’ etw’ < w. On écritw € min(A, <) si et seulement si
weAetd € Astuw < w.
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7 Complexité algorithmique

On suppose le lecteur familier avec les claf®eal=%=IT5, NP=X} etcoNP=II} et on considére
les classes suivantes situées au premier et deuxiéme xideda hiérarchie polynomiale (voir [Pap94,
Neb98] pour une introduction a la théorie de la complexité) :

— BH(2) (connu aussi commBP) est la classe de tous les langadetels quel = I, N Ly, 0U L
est dand\NP et L, danscoNP. Un probléme complet canonique de la claBsH2) est le probléme
SAT-UNSAT : étant données deux formules propositionnejtest ), a t'on ¢ est cohérent ep
est incohérent ?

— BH(3) est la classe de tous les langadetels quel. = L; U Lo, ou L, est danBH(2) et Lo
dansNP. Un probléme complet canonique de la claB$#(3) est : étant données trois formules
propositionnellesy, i et, at'ony est cohérent et/ est cohérent oty est incohérent) ?

— coBH(3) est la classe de tous les langadesels queL € BH(3). Un probléme complet canonique
de la classeoBH(3) est : étant données trois formules propositionnelies et~, a t'on ¢ est
incohérent ou est incohérent ef est cohérent) ?

- A} = PNP est la classe de tous les langages qui peuvent étre reconrtesnps polynomial
par une machine de Turing déterministe munie d’'un orbi@gou un oracleNP résout n'importe
quelle instance d’'un probléniP en une unité de temps. Un probleme canonique completfbur
est le problem@lAX-SAT-ASG, 44 : €tant données une formule propositionneflsous forme
normale conjonctive (ou un ensemble de clauses) sur lesblasi propositionnelles;, po, . . . , pn,
la fonction de poid$V” définie sur les interprétations: {pi,...,p,} — {0, 1} telle quelV(a) =
Yia(p;)2¢71, est-ce-que interprétation de poids maximal qui saitisfeest paire ?

— 0L = AP[O(log n)] est la classe de tous les langages qui peuvent étre recamterss polyno-
mial par une machine de Turing déterministe utilisant un imend’appels a un oraclP borné
par une fonction logarithmique de la taille de I'entré¥, contient les classes de la hiérarchie
booléenneBH et coBH, qui sont les classes de problémes qu’on peut résoudre avecrabre
d’appels constants a un oracle. Un probleme canonique ebregt le problem@®ARITY-SAT :
étant donnée une suite de formules propositionnelles. ., ¢, telles quep; ¢ SAT implique
wi+1 & SAT, l'indice maximali telle quey; est satisfiable est-il pair ?

-3 = NPNP est |a classe de tous les langages qui peuvent reconnus ps pefgnomial par une
machine de Turing non déterministe munie d’'un orddf, ou un oracleNP résout n'importe
quelle instance d’un probléniéP en une unité de temps. Le probléme complet canoniqugde
est le probleme-QBF, c’'est-a-dire le probléeme de décider si la formule booléequantifiée
suivante est vraie :

IrVq, é(p, q).

— II5 = coX} est la classe de tous les langadetels queL € X5. Le probléme complet canonique
dell} est le probléme-QBF.
On a évidemment les inclusions suivantes :

BH(2) C BH(3) C ©5 C A} C 5.

et
coBH(3) C ©F C Al CII.

Nous présentons ici le seul probleme auguel nous nous sointée=ssés du point de vue de la com-
plexité, celui de I'inférence pour les bases fusionnéed. Sain opérateur de fusion propositionnelle,
on considére le probléme de décision suivawsION(A) :

— Entrée : un triplet (E, u, ) ou E = {K,...,K,} est un profil,u € L est une contrainte

d'intégrité, eto € £ est une formule.
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— Question :A-t-on A, (E) F a?
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Généralités sur 'agrégation
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Chapitre 1

Fusion

La problématique de la fusion propositionnelle est mutivie & cause de la variété des informations
possibles a fusionner. Si I'on veut fusionner les croyampeepositionnelles de divers agents sur I'état du
monde réel, il peut sembler important que le résultat faaséepdes croyances d’au moins un agent. Si
I'on veut fusionner des buts propositionnels, alors on pétendre qu’un compromis soit trouvé entre les
désirs de chacun et ne pas nécessairement choisir le tgsntai les buts des agents. Eventuellement,
on peut étre conduit a considérer des relations de plaitsisilir les croyances de chaque agent, lui
permettant de représenter la confiance qu'il a en chaque en@dattend alors des méthodes de fusion
gu’elles agrégent a la fois les informations et les relatida plausibilité, afin de déterminer comment
le groupe d’agents considérés percoit le monde réel. Ongredre prendre en compte une relation de
confiance entre les sources, qui indique la fiabilité de amcet permet de régler certains conflits.

L'objectif de cette partie est de donner un apercu des tragaistants dans le domaine de la fusion
d’informations. Elle est organisée en deux principalesiggr tout d’abord, nous nous intéressons aux
opérateurs de fusion dans le cadre propositionnel, puisia@éfinis dans des cadres plus complexes,
c’est-a-dire les opérateurs de fusion de bases pondéréapt€ tenu de la diversité des cadres ou la
problématique de la fusion est considérée, cette prégamta se veut nullement exhaustive.

1.1 Fusion de bases propositionnelles

Dans le cadre propositionnel «standard», on considére sgndnle de sources d’'informations qui
ont toute la méme fiabilité. Chaque source d’informatiorapgielé base, elle définit les croyances ou les
buts d'un agent et est représentée par un ensemble fini del&smpropositionnelles cohérentes, ou de
facon équivalente par 'ensembles des modeles de la cdigorde ces formules. L'ensemble des bases
de croyances/buts est appelé profil, c’est un multi-ensefintilqui représente les croyances ou les buts
du groupe d’'agents. L'objectif d’un processus de fusiordegtéterminer quelles sont les croyances/buts
du groupe d'agents, a partir de leurs croyances/buts theiNs.

Deux approches simples sont possibles pour définir une basmhéeA ,(E) d'un profil £ sous la
contraintey, dans le cas propositionnel, selon que I'on considéere desrprés entre interprétations ou
non. Dans le cas ou aucun pré-ordre n’est utilisé, on peutidifibase fusionnée de deux maniéres, qui
dépendent de la présence ou de I'absence de conflits enseuess, précisément :

— par une conjonction :

AL(E) = \(B) Ap
— par une disjonction :

AY(E) = (\(E) Au
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Chapitre 1. Fusion

La premiére approche est appropriée lorsque les bases h@adrtonflictuelles, c’est-a-dire si
A\(E) A u est cohérent; et la seconde approche dans le cas contrapen@ant, méme si la disjonc-
tion permet de garantir la cohérence de la base fusionnéegj(dau moins une bas; est cohérente),
cette approche est souvent trop prudente. C’est pour rem&die probléme que des alternatives inter-
médiaires (c’est-a-dire «entre la conjonction et la disjmm ») ont été proposees. Elles sont en général
basées sur la sélection de certains sous-ensembles dshér@ximaux deF/, qui sont maximaux soit
pour I'inclusion, soit pour la cardinalité.

Une autre approche consiste a associer des pré-ordredntetpeétations aux profil&. Les modeles
de la base fusionnée sont alors les modeéleg d@gnimaux pour le pré-ordre, c’est-a-dire ceux qui sont
«les plus proches» dE. Un moyen simple d’associé un pré-ordre entre interpaata un profil est
d’utiliser une distancé entre interprétations, précisément :

1. on classe I'ensemble des interprétations pour chaque frapositionnellei’; en utilisant une
«distance»(w, K;).

2. on classe I'ensemble des interprétations pour I'enseids bases propositionnelles, en calculant
la «distance » globale entre chaque interprétation et il pi(w, F).

3. on sélectionne les interprétations qui sont des élémmaimisnaux pour I'ordre induit entre inter-
prétations par cette «distance » globale, ce sont les n®delta base fusionnée.

Bien s(r, si tous les agents sont d'accord sur certaineswo®g/buts, c'est-a-dire si le profil est cohé-
rent, on peut raisonnablement penser que la fusion doisiémglement les croyances/buts sur lesquelles
tous les agent s'accordent (la conjonction des bases di) prefprobléme n’est plus si simple si le profil
n'est pas cohérent, autrement dit si certaines croyangss#iont conjointement contradictoires. Com-
ment sélectionner une méthode particuliére ? Pour pouvaiparer ces méthodes entre elles, il est né-
cessaire de réfléchir aux propriétés souhaitables du musee fusion. Dans ce but, nous rappelons tout
d’'abord brievement les postulats de rationalité mis eneppes Konieczny et Pino-Perez [KR99, KP02a]
parce leurs travaux généralisent les précédentes prigmssile Revesz [RevBB, Rev97], Liberatore et
Schaerf[[LS98], ou Lin et Mendelzoh [LM99]. Les postulateposés ont pour objectif de «capturer»
les opérateurs de fusion ayant un comportement attendes/Awoir rappelé ces postulats, nous présen-
tons les deux principales familles d’opérateurs de fusimpgsitionnelle de la littérature. La premiere
famille, appelée «opérateurs a sélection de modéles » (gaimmodel-based operatorsest définie par
un processus de sélection de certaines interprétationsedande famille, appelée «opérateurs a sélec-
tion de formules» (en anglafsrmula-based operatoysest caractérisée par un processus de sélection
de certaines formules. Nous donnons également quelquespbtsed’opérateurs de fusion contrainte de
chaque famille. Enfin, la derniére partie de cette sectidisqate des opérateurs de fusion proposition-
nelle définis par deux étapes d’agrégation, les opératButd, qui permettent a la fois de prendre en
compte de fagcon non triviale les bases de croyances inatkéréce qui n'est pas le cas des opérateurs a
sélection de modéles), et la redondance d’'information (E@'gst pas le cas des opérateurs a sélection
de formules).

1.1.1 Caractérisation logique des opérateurs de fusion ctmainte

Les travaux existants sur les propriétés logiques des tgugsade fusion s’appuient sur le cadre AGM
[AGMB8E|, [Gar88], une caractérisation logique des opératdarrévision. La révision consiste a détermi-
ner I'état de croyances d’'un agent apres avoir pris corgaiesd’'une information nouvelle, considérée
comme plus fiable (on parle de primauté de la nouvelle inftiona Bien que ce probléme semble a
priori différent de celui de la fusion de connaissances,i&ny et Pino-Perez ont montré que les opé-
rateurs de fusion contraintes qu'ils ont proposés permiette capturer la révision, en considérant que
la nouvelle information par laquelle on veut réviser est comtrainte d’intégrité. De maniere générale,
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1.1. Fusion de bases propositionnelles

les postulats proposés tentent de garantir a I'opératefusitn considéré un comportement compatible
avec la fusion. Dans ce cadre, on dispose de diverses salirdesmations (le profil), d’'une contrainte
d'intégrité (une formule cohérente que le résultat de l@fusdloit respecter et qui peut représenter des
lois, des normes, ou autre, indépendante du processusioi)fuet on veut déterminer la base fusionnée
correspondante, c’'est-a-dire le résultat de la mise en aonttes diverses informations sous la contrainte
d'intégrité donnée. Les postulats retenus décrivent dasrigtés que doit vérifier la base fusionnée, afin
d’assurer par exemple I'équité entre les sources, qui gabritante dans l'idée de la fusion, mais aussi
d’autres propriétés souhaitables :

Définition 1 (opérateurs de fusion contraintgKP02a] Soient/\ un opérateur de fusion proposition-
nelle, E, FE1, FEs des profils, K7, Ks deux bases at, u1, 1o des formules/\ est unopérateur de fusion
contraintesi et seulement si il satisfait les postulats suivants :

(IC0) Au(E) = p.
(IC1) Sipu estcohérent, alord ,(E) est cohérent.

(IC2) SiAE A pestcohérent, alord,(E) = A E A p.
(IC3) SiE; = Ey anduy = po, alorsA, (Er) = Ay, (Eo).

(IC4) SiK; = petKs = p,alorsA,({ K1, Ko }) AK; estcohérent si et seulement’sj, ({ K, Ka}) A
K est cohérent.

(|C5) A“(El) VAN A“(Eg) ): A“(El (] Eg)

(IC6) SiAL(E1) ANAL(Es) estcohérent, alors (B U Ey) = A (Er) AAL(E?)
(IC7) Du (E) A pa = Dpyaps (E).

(IC8) SiA,, (E) A ug estcohérent, alord ,, nu, (E) = Ay, ().

Le postulat(IC0O) assure que le résultat de la fusion satisfait les contsidiatégrité. (IC1) de-
mande que le résultat de la fusion soit cohérent si les dotesad’intégrité le sont. Le troisiéme postu-
lat, (IC2), représente une attente assez naturelle pour la fusionalmehce de contradiction entre les
croyances des agents, le résultat de la fusion est simptdaneonjonction des bases des agents, avec la
contrainte d'intégrité(IC3) assure «l'indépendance » du processus de fusion par raplacstyntaxe : si
deux profils sont équivalents, ainsi que les contraintegsbien droit d’attendre du processus de fusion
gue les deux bases fusionnées soient équivalentes égalél@dn correspond a un principe d'équité :
un opérateur de fusion doit avoir un comportement symedranire deux bases lors de leur fusion, il ne
doit en privilégier aucune. Notons que ce postulat peutcdéfinent étre étendu a plus de deux bases,
puisque, a partir de trois bases, des «synergies» peuvpataijre entre les bases. Le post(lars)
exprime l'idée suivante : si un monde fait partie des altévaa choisies indépendamment par un groupe
E et par un groupdss, alors il doit aussi faire partie des alternatives choipade groupe formé paft,
et F» conjointement. En ajoutant le postu{#£6) au postula{IC5), on obtient que les si elles existent,
les alternatives choisies indépendamment par un gréijpet par un groupd,, sont exactement les
alternatives choisies par le groupe formé paret F, conjointement(IC7) garantit qu'un monde fai-
sant partie des alternatives choisies par un grdugeivant la contrainte; et qui est cohérent avec une
contrainteus fera aussi partie des alternatives choisies par le grédupaivant les contrainteg; A po
(cela traduit une notion de proximité : si un monde est suffre@nt «proche» d& pour étre choisi
et fait partie des modeles de, il doit rester suffisamment proche deavec la contrainte:; A uo. En
d'autres termes, le choix des mondes ne dépend que de lamt@xdu profil). En ajoutant le postulat
(IC8) au postulafIC7), on obtient que les si elles existent, les alternativessiémipar un group&
cohérentes aveg, sont exactement les alternatives choisies par le gréupe suivant les contraintes

M1 A 2.
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On peut également définir un postulat supplémentaire, luladgle disjonctionDisj), qui assure
que les modeles de la base fusionnée sont choisis parmi E&l@sale la disjonction des bases du profil,
c’est-a-dire parmi les modéles d’au moins une base du profil :

(Disj) Si(\ E) A pestcohérent, alord ,(E) = (\V E) A p.

Les opérateurs de fusion veérifiant cette propriété sonbdégateurs de fusion disjonctive
Parmi les opérateurs de fusion contraintes, deux famidesgnt étre distinguées : les opérateurs ma-
joritaires, dont le but est de satisfaire au mieux le growgreségon ensemble, et les opérateurs d’arbitrage,
qui tente de diminuer l'insatisfaction individuelle de goa agent du groupe.
Un opérateur de fusion contrainte est opérateur de fusion contrainte majoritair€il satisfait
(Maj) :
(Ma]) [KPOZEL] dn A“ (El UEy ... U Eg) ’: AH(EQ)
n
Ce postulat exprime I'idée que si une croyance est partag€erpnombre suffisant de membres du
groupe, alors elle doit faire partie des croyances du groupe
Un opérateur de fusion contrainte est opérateur de fusion contrainte d’arbitraggil satisfait
(Arb) :
Dy (K) = By, (K2)
(arb) [KPoza) Smemm(ELED) = (o) U n g g1 = A (K.
p fE p2
p2 = p
Lintuition derriére cette propriété est plus simple a @&b@nder quand elle est exprimée en terme de
conditions sur les mondes. L'idée derriére ce postulat estsiles résultats de la fusion de deux bases
sous deux contraintes; et uo sont équivalentes et si, de plus, les alternatives préfgvaele groupe
formé des deux bases sous une seule des deux contraintesxaotement cette contrainte, alors les
alternatives préférées du groupe sous l'union des deuxaiotes doivent étre les alternatives préférées
d’un groupe sous une seule contrainte.
Ces propriétés logiques peuvent étre associées a un théderaprésentation, qui fait correspondre
a chaque opérateur vérifiant ces propriétés logiques ureidan qui associe a chaque profil un pré-
ordre sur les interprétations. Un tel théoréme fournit wemaatérisation constructive des opérateurs de
fusion contrainte. Avant de donner ce théoreme, nous avessiib de définir la notion dassignement
syncrétique

Définition 2 (assignement syncrétiqugKP02&] Unassignement syncrétigest une fonction qui asso-
cie a chaque profiE un pré-ordre<g sur les interprétations telle que pour tous prafilst;, £ et pour
toutes base&’, K’ on a:

1. Siw = Fetw | E, alorsw ~p '

. Siw = Eetw £ E, alorsw <p o'

. SiE] = E», alors<p,=<pg,

NV EK, W EK, <{K,K'} W

. Siw <p, W' etw <p, W', alorsw <g,,p, W’

o 01~ WN

. Siw <p, W' etw <g, W', alorsw <g,up, W

La premiéere condition impose que deux modéles d’un mémel smit équivalents par rapport au
pré-ordre associé a ce profil. La seconde condition dit quiadéle d’'un profil est strictement préféré
pour le pré-ordre associé a un contre-modeéle. La troisiémdition est une forme «d'indépendance par
rapport a la syntaxe » : si deux profils sont équivalentssdés pré-ordres associés sont identiques.
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La quatrieme condition porte sur le pré-ordre associé a ofil ppnstitué de deux bases : pour tout
modele de I'une des bases, il existe un modeéle de l'autredrasst au moins aussi bon pour le pré-ordre
associé a I'union des deux bases (aucune des deux basemviestte).

La cinquiéme condition est liée a I'idée suivante : si unenotétation est préférée a une autre pour
les pré-ordres associés a deux prafilset E», alors cette interprétation doit également étre préféoée p
le pré-ordre associéB, LI Es, et la sixieme condition est un renforcement de la cinquiéomalition pour
des préférences strictes. Ces conditions peuvent étragdéodss comme des traductions de la condition
de Pareto en Théorie du Choix Social.

On peut a présent énoncer le théoreme de représentati@msuiv

Proposition 1. [KP0O2&] Un opérateurA est un opérateur de fusion contrainte si et seulement sistex
un assignement syncrétique qui associe a chaque g@fafit pré-ordre total<p tel que :

[Au(E)] = min([u), <p).
On peut étendre cette représentation aux opérateurs taagsiet d'arbitrage.

Définition 3 (assignement syncrétique majoritairglkP02d] Unassignement syncrétique majoritaire
est un assignement syncrétique qui vérifie la conditionesuié:
7. Siw <p, W', alors3n tel quew <g,uEy W'.

n

< , /_/%
ou £ représenters U ... U Es.

Cette condition indique que si I'on répete un praéfil suffisamment, alors les préférences strictes de
E5 seront respectées.

Définition 4 (assignement syncrétique just§KP02&] Unassignement syncrétique jugst un assigne-
ment syncrétique qui vérifie la condition suivante :
w<p Wi
8. w<g,ws = w <[ UE, W1
w1 :EluEQ w2

Cette condition dit que ce sont les choix médians qui soriég¥e pour le groupe.
Ainsi,on a:

Proposition 2. [KP02d] Un opérateurA est un opérateur de fusion contrainte majoritaire (resgare’
bitrage) si et seulement si il existe un assignement syigoetmajoritaire (resp. juste) qui associe a
chaque profilE’ un pré-ordre total<p tel que :

[Au(E)] = min([u], <p).

1.1.2 Opérateurs de fusion a sélection de modéles

Dans cette partie, nous présentons une premiére grandéefdfopérateurs de fusion existants, les
opérateurs de fusion a sélection de modéles, basés sureldizelde certaines interprétations de la
contrainte d'intégrité, les plus «proches» du profil. Laxgroté est définie usuellement grace a une
notion de distance et une fonction d’agrégation [Rev97, &K¥P99 LMY/ LS9B].

Un travail trés complet sur une généralisation de ces apdnaest[KLMO04]; on peut déduire des
résultats fournis dans [KLM04] des résultats de complexités propriétés logiques satisfait par la plu-
part des opérateurs a sélection de modéles (et égalemeeitdims opérateurs a sélection de formules).
Nous reviendrons sur ce travail dans la suite (cf paragriaghé).
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Caractérisation des modeéles de la fusion

On définit tout d’abord la notion de proximité entre intetptidns a I'aide d’'une pseudo-distance :

Définition 5 ((pseudo-)distances)
— Unepseudo-distancentre interprétations est une fonction totdle)V x W — R t.q. pour tout
w, W ,WeW:dw,w) =dw,w), etd(w,w’) = 0 si et seulement si = w'.
— Unedistanceentre interprétations est une pseudo-distance qui safigiégalité triangulaire :
Vw,w' " eW, dw,w) < d(w,w") + dw” ).

Deux distances entre interprétations couramment utdiséat les distances de Dalal[D&l88], notée
dy, qui est la distance de Hamming entre les interprétatiansdmbre de variables propositionnelles
de valuations différentes entre les deux interprétatipas)a distance drastique, notég, qui est sans
doute la plus simple pseudo-distance que I'on peut défirlie d®nne0 si les deux interprétations sont
identiques et sinon.

Exemple 4. SoientP = {a,b,c}, et trois interprétationss; = a AbAc,wy = aAbA —cetws =
—a A b A —c. Alors :

— dp(w1,wz) = dp(wi,w3) = dp (w2, ws3) = 1.

— dH(wl,wg) =1, dH(wl,wg) =3, eth(wg,wg) = 2.

Définition 6 (fonction d’agrégation) [KLM0O4] Une fonction d’agrégationf est une fonction totale
associant un nombre réel non négatif a tout tuple fini de nemb#els non négatifs et t.q. pour tout
Ti,...,Tp, 2,y €ERT:

—siz <y, alorsf(x1,...,x,...,x,) < f(x1,...,y,..., Tpn). (croissance)
- f(z1,...,2,) =0sietseulementsi; =... =z, =0. (minimalité)
— f(z) = . (identité)

Des fonctions d'agrégation couramment utilisées soif ter [Rev9i [ KP02a], la somme [Reval,
LM99, [KP99], ou le leximaxG M ax [KP99,[KP024].

Exemple 5. Considérons les entiets;, = 0, o = 2 etzg = 1. Alors :
— Max(x1,x9,x3) =2
- Z($1,1‘2,1‘3) =04+24+1=3
— GMaz(x1,22,23) = (2,1,0)

Présentée ainsi, le leximax n’est pas une fonction d’adi@gau sens de la définitidd 6, puisque le
résultat est un vecteur, pas un réel. En fait, une transtismaimple permet de passer de fagon unique
de ce vecteur a un réel, et permet donc de considérer le lexiorame une fonction d’agrégation. Cette
transformation est la suivante : on défidif comme un majorant strict des (c’est-a-dire que pour
tout vecteur(zy,...,z,), 7; < M), et on posey(i) = M™% Alors, 'ordre induit sur les vecteurs
(71,...,,) par l'ordre des reel&;q(i)z,(;) (@veco une permutation d¢l,...,n} telle quer, ) >
To2) = - - - To(n)) €St €Xactement 'ordre lexicographique (voir le parageap.1.4).

La distance entre interprétations choisie induit une adizt B entre une interprétation et une base,
ce qui donne une «distance » entre une interprétation etafih n utilisant une fonction d’agrégation.
Cette derniere distance donne la notion recherchée denpitéxau multi-ensemblé”, noté <g (un
pré-ordre sudV induit parE).

>Terme abusif puisque ce n'est pas une distance du point denatieématique. Nous ferons cet abus dans la suite et
utiliserons le terme distance (sans utiliser de guillepyisr alléger I'écriture)
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Définition 7 (opérateurs de fusion a sélection de modél&s)ientd une pseudo-distance entre interpré-
tations etf une fonction d’agrégation. bpérateur a sélection de modéiaastéAﬁf(E) de la fusion du
profil £ étant donné la contrainte d'intégritéest définie par :

(A3 (E)) = min([u), <p) = {w € [u] | B’ € [4], v’ <pw}

ou :
- w <p ' sietseulement si(w, E) < d(u', E), avec
- d(w7E) = f{KEE}(d(w7K))' et
- d(w, K) = min,gd(w,w’).

On peut observer qu& (w, F) serait une notation plus correcte gl(e, E) ; cependant, pour éviter
I'emploi de notation trop lourde et comme il N’y a pas d’ambit§ dans le choix d¢ dans la suite, on
préfére la notation plus simpt&w, E).

Revenons a I'exemple donné en introduction pour illusteecdmportement de certains opérateurs
de fusion a sélection de modeéles :

Exemple 6. On considere 'ensembie avec trois variables propositionnellédongue période)p(lage)
et m(ontagne), prises dans cet ordre. Les buts des trois agemtsdonnés par les basds,, K, K3
telles que :[K;] = {000,001,111} (les souhaits de Marie)K>] = {001,110} (souhaits d’Alain) et
[K3] = {000, 110} (souhaits de Pierre). Il n’y a pas de contrainte d’'intégrfgé= T).

On a[AY>({K,, Ky, K3})] = {000,001,110}. Le tableau Tl donne les détails des calculs. La
premiére colonne donne tous les mondes possibles. La elEnrfi = 1...3) donne pour chaque
mondew la valeur de la «distance» entte et K;, dy(w, K;). Finalement, la colonne la plus a droite
donne pour chaque mondela valeur de la «distance » entre et le profil E = { K, K3, K3} avec la
fonction d’agrégation sommeés; (w, { K1, K», K3}). Les mondes pour lesquelsiy (w, { K1, K2, K3})
est minimal (en gras) sont les modeéles de la base fusioﬂrﬁéé:({Kl, Ky, K3}).

AT YK Ko, K3))
1

w
000
001
010
011
100
101
110
111

iy
N
w

o =] =] = | o|o| X
._.o,_.,_.,_.,_.op_.k,'
HOMHM»—A»—‘OMN

DO| b= | | COf | COf =

TaB. 1.1 — Fusion aved %"

D'autre part, on a]A““M (K0 Ky K3})] = {000,001, 110}. Le tableauIl2 donne les détails
des calculs. On retrouve les mémes colonnes que dans latdbl2, mais ici la colonne la plus a droite
donne pour chague mondela valeur de la «distance » entte et le profil E = {K;, Ky, K3} avec la
fonction d’agrégationG Maz, M (w, { K1, Ko, K3}). Les mondes pour lesquels
dSMaz(y {K1, Ko, K3}) est minimal (en gras) sont les modéles de la base fusionnée
AN (], Ky, K3)).

Enfin, on a]A% M ({1 Ky, K3})] = {000,001,010,100,110,111}. Le tableaul 13 donne les
détails des calculs. On retrouve les mémes colonnes quel@égaisleau 1L, mais ici la colonne la plus
a droite donne pour chaque mondeda valeur de la «distance » entte et le profil E = { K7, K», K3}
avec la fonction d’agrégation/azx, d3%* (w, { K1, K2, K3}). Les mondes pour lesquels
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w | K1 | Ko | K3 || AT ¥ ({K1, K2, K3))
500 | 0 | 1[0 (1,0,0)
001 [ 0 [ 0 [ 1 (1,0,0)
o0 1 | 1 ] 1 1,1,1)
o 1T [ 1] 2 2,1,1)
00 1 | 1 | 1 1,1,1)
1] 1 | 1] 2 2,1,1)
0] 1 [ 0] 0 (1,0,0)
1] o | 1T | 1 1,1,0)
TAB. 1.2 — Fusion aveaf#-¢Maz,

w | K1 | K | Ks || ATOMO (K K, Ks))
000 0 1 0 1
001 0 0 1 1
010 1 1 1 1
011 1 1 2 2
100 1 1 1 1
101 1 1 2 2
110 1 0 0 1
111 0 1 1 1
TaB. 1.3 — Fusion aved ",

dMaer(w, {K1, Ks, K3}) est minimal (en gras) sont les modéles de la base fusionnée
AR (K, Ky, Ks)).

On peut constater sur cet exemple que I'opérateur de fusiec & fonction d’agrégatiortz M ax
est un raffinement de I'opérateur de fusion avec la fonctiagrégation M azx.

En considérant la distance drastique, seules deux fortibegrégation sont a considérer, puisque
dp(w, {K1, Ko, K3}) = d9M®(w, { K1, K2, K3}). Les résultats complets sont groupés dans un unique
tableauTH.

w K Ko Ks A?—D’M,am({Kl,Kg,Kg}) Afer’leaz({Kl,Kg,Kg})
000 0 1 0 1 (1,0,0)
001 0 0 1 1 (1,0,0)
010 1 1 1 1 (1,1,1)
011 1 1 1 1 (1,1,1)
100 1 1 1 1 (1,1,1)
101 1 1 1 1 (1,1,1)
110 1 0 0 1 (1,0,0)
111 0 1 1 1 (1,1,0)

TAB. 1.4 — Fusion basée sdp,.

On sait (voir le théoreme de représentation -proposiilgrgde I'on peut associer a tout opérateur
de fusion contrainte une fonction (un assignement symgré}j qui associe a chaque profil un pré-ordre
entre interprétations. Une question ouverte est de déterrsi les pré-ordres ainsi construits sont tous
basés sur des distances entre interprétations.

Propriétés logiques et complexité

On peut extraire de [KLMO4, KP0Ra] les propriétés logiquelaeomplexité algorithmique de la
plupart des opérateurs a sélection de modeles. Nous rayggeida les résultats concernant les opérateurs
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a sélection de modeéles. Pour les propriétés logiques, ant @bord un résultat général :

Proposition 3. [KLMO4] Les opérateursAﬁ’f satisfont les propriété¢lCO0), (IC1), (IC2), (IC7) et
(IC8). lIs ne satisfont pas en général les autres postulats.

On obtient les résultats suivants en précisant la fonctiagrdgation utilisée :

Proposition 4. [KP024]
— Les opérateurs\~M* satisfont les propriété4C0), (IC1), (IC2), (IC3), (IC4), (IC5), (IC7),
(IC8) et(Arb). lls ne satisfont pafiC1), (IC6), (Maj) et(Disj) en général.
— Les opérateursﬁf;Z sont des opérateurs de fusion contrainte majoritaires.ntéssatisfont pas

(Disj).
— Les opérateurgxﬁ’GM “* sont des opérateurs de fusion contrainte d’arbitrage. #ssatisfont pas
(Disj).

On peut également s’intéresser a la complexité algorithente ces opérateurs.

Proposition 5.
— Sid et f sont calculables en temps polynomiausmN(AZ’f) est dansAL.
— Sid et f sont calculables en temps polynomial et sont polynomia1etmmés,FuS|ON(Aﬁ’f) est
danse?.

En précisant les fonctions d’agrégation et les distandéisagts, on obtient des résultats plus précis
de complétude :

Proposition 6.
— FusIoN(A%P M%) est BH (2)-complet.
— FUsION(AL My esteb_complet.

Proposition 7.
— FUSION(AZP “MaT) a5t _complet.

— FUSION(A%:GMazy st AP_complet.
Proposition 8. FUSION (A%*) est©”-complet.

Les résultats de ces propositions découlent directemefaidque les opérateurAfﬂ’f , Aﬁ“M a“
AdaMaz Adp GMaz | A di,GMaz o Ad12 cgincident respectivement avec les opérateurs de fusidn DA
ALST NS Maz -\ dip & Maz | \dp.Silex | diSler o £ d1:E:2 orsque chaque base est un singleton
(voir [KLMO4)), et de la propositiol 14 dé [KLM04], voir la séion suivante (paragraphe111.4).

1.1.3 Opérateurs de fusion a sélection de formules

Une autre famille importante d’opérateurs de fusion estgasée des opérateurs appelé usuellement
«opérateurs de fusion a sélection de formules» ou « opésadleufusion syntaxiques». Pour ces opéra-
teurs, la forme syntaxique des bases en jeu peut influenoésu#tat du processus de fusion : remplacer
une basek = {¢1,. .., v, } par une base (logiquement équivalemie)= {¢1 A... A, } peut conduire
a changer la base fusionnée correspondante (alors questepa%®le cas des opérateurs a sélection de
modeles).
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Premiers opérateurs

Les premiers opérateurs que nous présentons sont deseapgrapérant sur les formules de facon
assez simple. Le premier de ces opérateurs de fusion e$é apgeateur de fusion par intersection totale.
Pour cet opérateur, le résultat de la fusion est simplenwnvaient a la conjonction des bases du profil
et de la contrainte si cohérent et a la contrainte sinon :

Définition 8. [Kon9%] SoientE = { K7, ..., K, } un profil, x une contrainte. L'opérateur desion par
intersection totalenoté A7, est défini par :

N\ E A u sicohérent,

fmpy =
Au(B) = { 7 sinon.

Cet opérateur correspond avec I'opérateur de révigiirmeet base revisiofNeb98]. Le second
opérateur, appelé opérateur de fusion basique, fournimmngsultat la conjonction des bases du profil
et de la contrainte si cohérent, sinon, la conjonction dedpmition des bases et de la contrainte si
cohérent, sinon, la contrainte :

Définition 9. [Kon99] SoientE = {Kj,..., K,} un profil, x une contrainte. L'opérateur desion
basique, noté\’, est défini par :

A\ K; A p si cohérent, sinon,
AV(E)=< VK;Ap sicohérent,
I sinon.

Opérateurs de combinaison

Baral, Kraus, Minker et Subrahmanian dans |BKMB1, BKMS98] proposé d’autres opérateurs
a sélection de formules, appelésérateurs de combinaisofLes opérateurs sont basés sur la sélection
de sous-ensembles cohérents de formules dans I'union des ta profilE. Différents opérateurs sont
obtenus en faisant varier les critéres de sélection. Ldtaéslu processus de fusion est I'ensemble des
conséquences qui peuvent étre inférées de tous les sarsialas sélectionnés.

Définition 10 (sous-ensemble maximal cohérent)Soient K" une base et une contrainte d'intégrite.
MAXCONS(K, 1) est 'ensemble de tous les sous-ensembles maximaux (gaortapl’inclusion) cohé-
rents (notésMAXCONS) de K U {u} qui contiennenj., i.e. MAXCONS(K, 1) est 'ensemble de tous les
ensembled// cohérents qui satisfont :

- M C KU{u}, et

—ueM,et

- siM Cc M' C KU{u}, alorsM’ n'est pas cohérent.

Exemple 7. Considérons I'ensemble (incohérent) de formules- {a AbAc,aV bV c,aN—b,aA—c}
et la contraintey, = T. Il y a deux éléments dans I'ensemiMexCcoNs(K, T) (autrement dit deux
ensembles maximaux cohérent$p:AbAc,aVbVe, Tret{aVbVe,aA—baN e, T}

Si a présent, on considére la contrainte= c, le résultat est modifievAXCONS(K, ¢) contient :
{aNbAc,aVbVechet{aVbVcaA b, c}.

Lorsque la maximisation doit étre considérée par rappatcatdinalité (au lieu de l'inclusion), on
utilise la notatior(MAXCONS,..;-q( K, i), c’est-a-dire :

Définition 11. SoientK une base et une contrainte d'intégrittMAXCONS,..-4( K, i) est I'ensemble
de tous les ensembléd cohérents qui satisfont :
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- M C KU{u},et
—pneM,et
— Si#(M') > #(M)etM' C K U{u}, alorsM’ n'est pas cohérent.

Exemple 8. Considérons le méme ensemble de form#les {a AbAc,aV bV ec,aA—b,aA—c}que
précédemment et la contrainte= T. Il y a un seul élément dans I'ensemM@XCONS..q( K, T) :
{aVvbVe,aN—baN—e T}

Si a présent, on considére la contrainte= c, le résultat est modifiéMAXCONS(K, ¢) contient :
{aNbAc,avbVecctet{aVbVeaN-b,c}.

Pour tout profilE et contrainte d'intégrité:, on pose

MAXCONS(E, u) = MAXCONS(U K, )

K;eFE
L'union classique entre ensembles (et non I'union mulseanbliste) est utilisée ici.

Exemple 9. Considérons les basds; = {a AbAc,aVbVc}, Ko = {aA-b,aA—c} etlacontrainte
p = T.Alors pourE = {K;, K>}, il y a deux éléments dans 'ensemmexcoNs(E, T) : {a Ab A
c,aVbVe Tret{aVbVe,aA-baN—e T}

Si a présent, on considére la contrainte= ¢, on obtient deux autres maximaux cohérenftg A b A
c,aVbVecchet{aVbVea-b,ch

Concernant les maximaux cohérents pour la cardinalité, @RaCONS .,.q(E, T) = {aVbVc,aN
—b,a A —e, T}; @6 MAXCONS qrd(E,c) = {{aNbAc,avVbVeccl,{aVbVean-b,ct}.

Lesopérateurs a sélection de formulgsivants ont été définis dars [BKM91, BKM$92] et reformu-
|és dans[IKonQ0] :

Définition 12 (opérateurs de combinaison)SoientE un profil ety une contrainte d'intégrité :
c1 _
-~ iéi”g; _ x%% FA?AGX;?AZ(S:EDZ’S%E T) et M U {u} cohéren}
-~ A%“(E) _ V{M € MAXCONS4-q(E ’u)} -
- Aé5(E) - V{iMu{u} | M éarMAX’CON-S(E T)etM U {u} cohérent si{M U {u} | M €
[ = )
MAXCONS(E, T) et M U {u} cohéren} est non vide eﬁgf’(E) = p sinon.

L’opérateurAg1 considére I'ensemble des ensembles maximaux cohérerteneoih la contrainte.
Afj” considére I'ensemble des ensembles maximaux cohérerdasgrge ceux qui sont cohérents avec
la contrainte.Ag4 considére I'ensemble des ensembles maximaux cohérentslgp@ardinalité qui
contiennent la contrainteAf5 est une variante dé:?’, mais vérifie plus de propriétés logiques (voir
la propositior{P). En particuliemg?’ peut générer des bases fusionnés incohérentes, ce qupa&kt
cas des autres opérateurs listés ici. On ne trouve pas daméiste d’opérateumg2 puisque 'opérateur
Afﬁ initialement proposé par Baral, Kraus et Minker est ider&iQAgl.

Revenons a I'exemple donné dans I'introduction :

Exemple 10. Les buts de Marie, Alain et Pierre peuvent étre encodés sabdses suivantes (respecti-
vement) {(=lA-p)V({IApAm)}, {(=IA-pAM)V ([IApA—m)}et{(mlA-pA—-m)V (IApA—m)}.
Comme il n'y a pas de contrainte d'intégrit¢. (= T), les sous-ensembles maximaux (par rapport
a l'inclusion ensembliste) cohérents de I'union de ces ®as®t :{(—l A —p) V (I Ap Am), (=l A
“pAmM)NV (UApA—-m), TH{(=IA-p)V{IApAmM),(mlAN—-pA-m)V (IApA-m)T} et
{(HIAN=pAM)V (IApA—-m),(ZIAN=pA—-m)V (I ApA-m),T}

Alors, pour cet exemple, on obtient(! (E) = AJ3(E) = ASHE) = ASS(E) = (<IA-p) V(I ApA
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-m).
Ainsi, les buts du groupe sont : pour une courte périoder alla montagne seulement ou ne pas partir ;
pour une longue période, aller a la plage seulement.

Cet exemple n’est pas trés illustratif, puisqu’il 'y a pasocdntrainte d’'intégrité, et qu’en ce cas, les
opérateurs de combinaisak®!, A et AC® se comportent de la méme maniére (plus précisément ils
sont égaux). L'exemple ci-dessous est plus révélateuriffésethces entre ces opérateurs :

Exemple 11. Considérons a nouveau les bad€s = {a AbAc,aVbVec}, Ko = {a A —-b,a A —c}
et la contraintey = T. On a vu que pouZ = {Kj, K}, il y a deux éléments dans I'ensemble
MAXCONS(E, T) : {fa AbAc,aVbVe Thet{aVbVecaA-baA —c, T} Avec la contrainte
w = ¢, on obtient les maximaux cohérents suivants AbAc,aVbVe,ctet{aVbVe,aA-b,c}. On
a enfinMAXCONS.-¢(E,c) ={{a ANbAc,aVbVe,ct,{aVbVe,a—b,ct}
On obtient donc :
- ACl( )=(aAbAc)V(aA-bAc)=aNc

AC?’(E)Ea/\b/\c
c _ _
- ATHE)=(aAbA)V(aA=bAc)=aNc
- AP (E)=anbAic

D'autres opérateurs a sélection de formules intéressantgept etre définis, par exemple en rem-
placant chaque bask par K, la base singleton contenant la conjonction de ses élémmrant d’'en
réaliser I'union. Comme la virgule - qui est un connecteugcifigue [KLMOZ], méme s'il n'est pas
véri fonctionnel - n’est habituellement pas équivalenta édnjonction standard, de tels opérateurs dans
le cadre de la sélection de formules conduisent a des basiesriges différentes. Par exemple, avec
pw=T,K ={anb},Ky = {-(anb)} etK| = {a,b}, le fait queK| = K; n'implique pas que
Agl({Kl,KQ}) = Agl({K{7K2}), pUiSC]UEAgl({Kl, Kg}) =T etASl({K{, Kg}) =aVb.

Evidemment, les opérateurs résultants, ntzﬂ&é%, ne sont plus sensibles a la forme syntaxique des
bases (remplacer chague base par une base logiquemerdléaigvne change pas le résultat de la
fusion). Formellement, on a :

Définition 13 (autres opérateurs de combinaisoBpientE = { K7, ..., K,, } un profil ety une contrainte
d’intégrité, etAC un opérateur de combinaison. On définit :

A(B) = DK, K.

Exemple 12. Considérons a nouveau les bases de connaissaliges {a AbAc,a VbV c}, Ko =
{aA—b,aN—c} etlacontraintey = T.On ak, = {anbAc} etK, = {aA—-bA—c}. On adeux éléments
dans I'ensembl®IAXCONS(E, T) : {aAbAc, T} et{aA—bA—c, T }. Avec la contraintg: = ¢, on obtient
un seul maximal cohérentMAXCONS(E, c) = {{a A b A ¢,c}}. Enfin, on aMAXCONS,-4(E, c) =
{{a AbAc )}

On obtient donc :

AOYE) = AB(E) = A E) = AP (B)=anbAc

Autres opérateurs a sélection de formules

D’autres opérateurs syntaxiques ont été définis dans [HohQibjectif de ces opérateurs est de
pallier un défaut des opérateurs de combinaison, qui esé ¢ prendre en compte les sources d'in-
formation lors de la fusion. En effet, les opérateurs de dnaibon mettent en commun les informations
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issues de chaque source et sélectionnent ensuite des déesemalzimaux cohérents, sans se « souvenir»
de l'origine de chaque information. Il n'est donc pas pdssjinbur ces opérateurs de prendre en consi-
dération la fréquence d'apparition d’'une formule : qu'éfparaisse dans une base ou dane change
pas la facon dont elle est traitée. En conséquence, il na&stppssible de sélectionner seulement les
ensembles maximaux cohérents qui satisfont par exemplajtait® des bases. De la méme maniére, il
n'est pas non plus possible de définir un arbitrage, c'afiteade sélectionner des maximaux cohérents
afin de satisfaire au mieux chacune des sources.

L'idée qui sous-tend les opérateurs définis par Konieczhgl'asiliser une fonction de sélection per-
mettant de choisir parmi les ensembles maximaux cohérentsqui sont les plus proches des bases. Les
différences entre les opérateurs viennent de définitioradedistance » entre les ensembles maximaux
cohérents et les bases, et ensuite de la méthode d’agreghticsie pour déterminer la « distance » entre
les ensembles maximaux cohérents et un profil. Les opésgpeoposés sont définis a partir de I'opéra-
teur A®!, mais on peut facilement étendre ces définitions a tous tessaopérateurs de combinaison.

— Opérateur majoritaire drastique
La «distance » entre bases que I'on considére ici est duastidette distance vaut 0 si la conjonc-
tion des deux bases est cohérente et 1 sinon.

Définition 14. Soient un profilE = {Kj,...,K,} et un ensemble maximal cohérehf de
Uizt K-
La distance drastique enthd et une basé(; pourl <i <nest:

0 siM A K; cohérent
1 sinon

distp(M, K;) = {
La «distance » entr&/ et E est alors :
distp(M, E) = Yk, cpdistp(M, K;).

L’ opérateur majoritaire drastiquenoté AP est défini par :

AJ(E)={M e A, (E) | distp(M, E) = Mierglgnl(E)(dzstD(Mi,E))}.

Donc cette fonction de sélection choisit parmi les maximeoixérents ceux qui sont cohérents
avec le maximum de bases du profil.

— Opérateur différence symétrique
L'opérateur suivant est défini a partir d'une «distance »rgprésente la cardinalité de la diffé-
rence symétrique entre les bases. |l permet de sélectibtemensembles maximaux cohérents de
facon moins manichéenne que l'opérateur précéedent.

Définition 15. Soient un profilE = {K;,...,K,} et un ensemble maximal cohérehf de
Uizt K-

La «distance » différence symétriqgue entfeet une basé(; pourl < i < nest:
dists(M, K;) = ##(K; \ M) + #(M \ K3).
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La «distance » entré/ et £’ est alors :
dists(M, E) = Xk,cpdists(M, K;).
L’ opérateur différence symétriqueoté A, est défini comme :

S3(my — c1 : B . . ‘
Ap=(E)={M € A, (E) | dists(M, E) = Mielglgnl(E)(dzsts(Mz,E))}.

— Opérateur intersection
Cet opérateur est défini a partir d'une «distance » qui reptésla cardinalité de l'intersection
entre les bases.

Définition 16. Soient un profilE = {Kj,...,K,} et un ensemble maximal cohérehf de
Uiz1.n K-

La «distance » entré/ et une basé(; pourl <i < nest:
distn(M, K;) = #(K; N M).
La «distance » entré/ et F est alors :
distn(M, E) = Yk,epdistn(M, K;).
L’ opérateur intersectiomoté A™>, est défini par :

S — c , _ . ,
AlVS(E) ={M e A (E) | distn(M, E) = Mieni%)%(E)(dZStm(M“E))}'

Propriétés logiques et complexité

On peut trouver dans [BKMS92, Kon(0, Neb98] une présemtates propriétés logiques et la com-
plexité algorithmique de la plupart des opérateurs a sélede formules. D’autres résultats peuvent étre
également déduits dz [KLMD4]. Nous rappelons ici les réssiitoncernants la plupart des opérateurs a
sélection de formules.

Pour les propriétés logiques, on a les résultats suivants :

Proposition 9. — L'opérateur de fusion par intersection totalb{im satisfait les postulatglCO),

(IC1), (IC2), (IC3), (IC4), (ICH), (IC7), (IC8) et(Disj). Il ne satisfait pagIC6) et(Maj).

— L'opérateur de fusion basiquez satisfait les postulatdC0), (IC1), (IC2), (IC3), (IC4), (IC5),
(IC7), (IC8) et(Disj). Il ne satisfait pagIC6) et(Maj) .

— L'opérateur AC! satisfait les postulatg§lCO), (IC1), (IC2), (IC4), (IC5), (IC7) et (Disj). Il ne
satisfait paqIC6), (IC8) et (Maj).

— L’opérateur A3 satisfait les postulat§lC4), (IC5), (IC7), (IC8) et (Disj). Il ne satisfait pas
(1C0), (IC1), (IC2), (IC6), et(Maj) .

— L’opérateur A“* satisfait les postulat§lC0), (IC1), (IC2), (IC7), (IC8) et (Disj). Il ne satisfait
pas(IC4), (IC5), (IC6), et(Maj) .

— L’opérateur A" satisfait les postulatgiC0), (IC1), (IC2), (IC4), (IC5), (IC7), (IC8) et(Disj).
Il ne satisfait pagIC6) et(Maj) .

— L'opérateur majoritaire drastiqueAB vérifie (IC0Q), (IC1), (IC2), (IC4), (IC5), (IC7), (Maj) et
(Disj). Il ne vérifie paqIC6) et (IC8).
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— L'opérateur différence symétriquk;?E satisfait(IC0), (IC1), (IC2), (IC4), (IC7), (IC8), (Ma))
et(Disj). Il ne satisfait pagIC5) et (1C6).

— L'opérateur intersectionﬁﬂ’Z vérifie (IC0), (IC1), (IC2), (IC5), (IC6), (IC7), (IC8), (Maj) et
(Disj). Il ne vérifie paqIC4).

On peut a présent s’intéresser a la complexité algorithendices opérateurs.

Dans[Neb9B], Nebel étudie la complexité des opérateurévision syntaxiques, en particulier, celle
des opérateurs de révision par intersection partielle.opégateurs sont basés sur la sélection de sous-
ensembles maximaux pour 'inclusion (ou pour la cardigaldohérents avec la formule par laquelle on
révise. Il y a donc une correspondance entre les opératewsribinaison (la contrainte jouant le réle
de la formule par laquelle on révise) et les opérateurs dsioévpar intersection partielle. On peut en
déduire la complexité des opérateurs de combinaison :

Proposition 10. [Neb98]
— FUSION(ACY) estITh-complet.
FUSION(A®?) estITh-complet.
— FUSION(A®?) estOb-complet.
— FUSION(A®?) estITh-complet.

D’autre part, comme I'opérateur de fusion par intersedtiidale (A/™) correspond a I'opérateduill
meet base revisigron a :

Proposition 11. [Neb98]
FUSION(A/™) estcoBH(3)-complet.

D’autres résultats dérivent des résultats pour les opésatie fusionD A?

Proposition 12.
— FUSION(AD) est©}-complet,
— FUSION(A}"™) est@b-complet.

Les résultats découlent directement du fait que I'opérateufusionD A% Adp-Maz.2 est I'opéra-
teur drastique majoritaird? et A0-=* est I'opérateur intersection,,” et de la propositiofi14 de
[KLIMO4].

1.1.4 Opérateurs de fusionD A?

Konieczny, Lang et Marquis ont proposé dans [KLMO0Z2, KLMOA]nouveau modéle pour la fusion
propositionnelle, pour pallier les imperfections des d&fins préalables. Un probleme de la fusion
propositionnelle & sélection de modéles est qu’elle né pas compte des bases non cohérentes. Ce
probléme peut étre évité dans le cadre de la fusion proposgile a sélection de formules, si I'on
utilise un connecteur additionnel, la virgule, qui n’ess péri fonctionnel. Cependant, un autre probleme
apparait alors. Comme la fusion a sélection de formulesasgtebsur la sélection d’ensembles maximaux
cohérents de l'union J K; des bases du profil, on n’a aucun moyen de prendre en cortgidéla
distribution d’'une information dans les bases (qu'une fdew apparaisse dans une base ou dans
cela ne change pas la prise en comptedee qui n’est pas intuitif).

Koniecnzy et al. définissent une nouvelle famille d’'opéregale fusion propositionnelle, paramétrés
par une pseudo-distandeentre interprétations et deux fonctions d’agrégatioet ©. La premiere étape
d’agrégation est utilisée a I'intérieur de chaque b&seelle permet de calculer la « distance » de chaque
interprétationw a K; comme l'agrégation des «distances»ud@ chaque formule dé&;. La seconde
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étape d’agrégation permet de calculer la «distance » deuehiaterprétationv a £/, en agrégeant les
«distances» de a chaque base. Cette approche permet de prendre en consptect'ayntaxique des
bases impliquées dans le processus de fusion, en panti@ileepermet de ne pas «oublier» les bases
incohérentes. De plus, Konieczny, Lang et Marquis monmeetcette définition recouvre de nombreux
opérateurs existants, a la fois a sélection de modéles erorilies, mais permet également de définir
des opérateurs de fusion propositionnelle originaux.

Définition 17 (opérateurs de fusio® A2). [KLMO4] Soient d une distance entre interprétationsgeet
® deux fonctions d’agrégation. On définibpérateur de fusiod A2 A%®:© de la fagon suivante : pour
tout profil EF = {Kj, ..., K, } et toute contrainte d'intégrité :

[AREO(E)] = min([u], <p®©)

,P,0

ot < est défini pat <4®© o/ si et seulement si(w, E) < d(u/, E), avec

d(wv E) = Q(d(wv Kl)a s 7d(w7 KTL))
et pour toutls; = {¢; 1, ..., Pin, } :
d(w7 KZ) = @(d(wv ¢i,1)7 cee ad(w> ¢Z,nz))

Koniecnzy et al. argumentent dans leur travaux l'intéré&tatesidérer a priori deux fonctions d'agré-
gation distinctes. Le point essentiel est que la nature gesgations est différente : la premiéere étape
est une agrégation interne a chaque source, ce qui n'est gas Ilde le deuxiéme phase d'agrégation.
L'exemple suivant illustre la capacité des opérateurs d®fuD A% & prendre en compte de fagon non
triviale des bases de croyances incohérentes :

Exemple 13.[KCMO04] On considere le profil suivank = { K3, K, K3, K4} sous la contrainte d'inté-
grité u =T, avec :
- K; ={a,b,c,a = b}

- K2 = {a,b}
- K3 = {—a,—b}
- Ky ={a,a E b}

Dans cet exempld{; pense que est vrai, et cette partie d’information n’est impliqguée damcune
contradiction, donc on peut penser qu’il faut faire confiare /; par rapport a la vérité dec. Les
opérateurs a sélection de modéles ne prennent pas en coetptesituation : les bases de croyances
incohérentes ne sont pas considérées. Par exemple, esantila distance de Hamming;, I'opérateur
A% donne une base fusionnée dont les modélessaritA —c eta A b A c et 'opérateur Ads-GMaz
donne une base fusionnée dont les modéles-sontb A —¢, ~a Ab A ¢, a A —b A —c, eta A —b A —c.
Dans ces deux cas, rien n'est dit sur la véritéde€e qui n’est pas intuitif puisqu’aucun argument ne
peut aller a I'encontre de cette information dans les dosndentrée.

Les opérateurs a sélection de formules prennent en comitasa incohérente, mais pas la distri-
bution de I'information. Par exemple, les opérateudx§™ et A4 donnent respectivement comme base
fusionnéec et c A —a. a ne fait donc pas partie de ces bases fusionnées, alors dgi¢ partie de trois
des quatre bases fournies au départ.

Les opérateurs de fusio A% proposent un compromis entre les opérateurs de fusion &tsire
de modéles et ceux a sélection de formules, en tenant compéedistribution de I'information et de
l'information issue des bases incohérentes. Par exemipfgérateur A?2->* donne une base fusionnée
dont I'unique modeéle est A b A ¢, et A%0:>GMaz donne une base fusionnée dont les modéles sont
—a AbAcetaA—bA c. Ainsi, on peut en déduire queest vrai pour le groupe.
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Différents choix possibles sont possibles pour la distamtee interprétations et les fonctions d’'agré-
gation, donnant lieu & chaque instanciation a un nouveltgér de fusion propositionnelle. Konieczny
et al. proposent la distance drastiqig et la distance de Hammingy;, mais aussi une autre distance, la
distance de Hamming pondérég, , qui est défini par :

Définition 18 (distance de Hamming pondérégKLMO04] Soient ¢ une fonction deP dansN*, w; et
wo deux interprétations. On définit la distance de Hamming poéel par :

dr, (W1, w2) = Eiaeplw; (2)ws ()} 4(T)

Cette distance permet de prendre en compte la différencgditance éventuelle entre les symboles
de la logique propositionnelle.
Konieczny, Lang et Marquis considérent également deuxtifame d’agrégation :

Définition 19 (somme pondérée)KLMO04] Soit une fonctiong de {1,2,...,n} dansN* telle que
q(1) =1 sin = 1. On définit lasomme pondérésotéell/ S, par :

WSy(e1,...,en) =3q(i)e;.

Définition 20 (somme ordonnée pondére¢iKLMO04] Soit une fonctiong de{1,2,...,n} dansN* telle
queq(l) = 1sin = 1 etq(l) # 0 dans tous les cas. On définitd@amme ordonnée pondéraetée
OW S, par :

OW Sy(e1;---,en) = Xq(i)eq(s,

ouo est une permutation dg, 2, ..., n} telle quee, 1y > ey2) > ... > ex(n)-

La fonction de pondération permet d'associer a chaque formule d’'une base ou a chaqealhas
profil un poids correspondant a la confiance que I'on accordetta formule ou base. Ces définitions
permettent de généraliser les fonctions d’agrégationllesuyguisque lorsque(i) = 1 pour touti, on
retrouve pouV S, et OW S, la fonction X usuelle ; lorsquey (1) = 1 etg(i) = 0 pour touti # 1, on
retrouve poulOW S, la fonction Maz ; enfin pourg(i) = M™% ou M est un majorant strict des poids,
on retrouve pouOW S, la fonctionGM az.

Comme le montre [KLMO02], les opérateurs de fusior? sont effectivement une généralisation des
opérateurs de fusion propositionnelle a sélection de nesd#la sélection de formules. Plus précisément,
Adp.Maz,Maz agt 'gpérateur de fusion par intersection totaldp-* ez est 'opérateur drastique ma-
joritaire etA?p->> est 'opérateur intersection. Lorsque toutes les basedgissrsingletons (ou de fagon
équivalente lorsqu’on fait la conjonction des formules Haque base avant la fusion), chaque opéra-
teur A4®.Mazr est un opérateud/ az, chaque opérateuk®®> est un opérateur et chaque opérateur
AGD.GMaz ast yn opérateutrMaz. De plus, en considérant toujours des bases singletoqeréiceur
AISWMAXe oUW MAX,(21,...,2,) = mazi—1._,min(q(i), z;), €st un opérateur de fusion pos-
sibiliste (voir la section suivante).

Konieczny, Lang et Marquis ont également donné de nomb#gésuktats de complexité algorithmique
et identifié les propriétés logiques des opératdéurs. Le premier résultat est un résultat général :

Proposition 13. [KLM04] Soit Aﬁ’@@ un opérateur de fusio® A%. Etant donnés un profiE et deux
formulesy eta, ona:
— Sid, ® et® sont calculables en temps polynomial, alors déterminegxs?"® = o est dansA®.
— Sid, ® et® sont calculables en temps polynomial et sont polynomiateimanés, alors détermi-
ner siA“®® £ o est dansd?.

Instancier les fonctions d’agrégation et les distancemped’obtenir des résultats plus précis de
complétude :
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Proposition 14. [KLMO04] Etant donnés un profiE’ et deux formules et « construites sufP, la com-
plexité du probléme d'inférence d&"“® = o est donnée dans les tabledix 11 L4 1.1 &fl1.1.X (si
est une classe de complexifé;c signifie X -complet).

®/0 Max by GMax | WS, | OWS,
Max | BH(2)-c| ©5-c| ©b-c | Al-c| ©b-c

) ©h-c | ©fc| Al-c | Al-c| Al
WS, Ab-c | Ab-c| Abc | Al-c| Ab-c
oOwS,| ©5c |Abc| Al-c | Al-c| Alc

TAaB. 1.5 — Résultats de complexité palie= dp

®/© | Max | ¥ | GMax | WS, | OWS,
Maz | ©5-c | ©5-c | Ab-c | Ab-c| Ab-c
) Ob-c | ©8-c | Al-c | Ab-c| Al-c
WS, | Ab-c | Ab-c| AB-c | Al-c| Al-c
OWS, | Ab-c| Alc| Alc | Al-c| Al-c

TAB. 1.6 — Résultats de complexité pali= dyy

®/© | Max | ¥ | GMax | WS, | OWS,
Maz | Ab-c | Ab-c| Abc | Al-c| Ab-c
) Ab-c | Ab-c| Al-c | Al-c| Al-c
WS, | A-c | Al-c| Al-c | Al-c| Al
OWS, | Ab-c | Al-c| Al-c | Alc| Al-c

TAB. 1.7 — Résultats de complexité palie= dp,

Pour les propriétés logiques, on trouve dans [KLMO04] lesltéts suivants :

Proposition 15. A%®:© gatisfait les postulatéC0), (IC1), (IC2), (IC7) et (IC8). Il ne satisfait pas en
général les autres postulats. Les tableBux1.1[4°efll. Indelat les résultats complets en instanciant les
distances et les fonctions d'agrégation (le post(l&t) est noté i, ef\/ (resp.A) représentéMaj (resp.
Arb)).

1.2 Fusion dans d’autre cadre pour l'incertain

Nous venons de voir des opérations de fusion dans lesqaeiteme distinction entre les bases n’est
supposeée : on considére que toute les bases ont la mémeamgmrPour les opérateurs de fusion propo-
sitionnelle a sélection de formules précédents, aucutiaation n’est faite entre les formules des bases,
elles ont également toutes la méme importance et aucurn@é@ndéest donnée entre les interprétations.
Pour les opérateurs de fusion propositionnelle a séleditamodéles présentés, aucune distinction n'est
faite entre les formules des bases, mais un pré-ordre esédamntre les interprétations, en général dérivé
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®/G Max by GMax WS, | OWS,
Maz 3,4,5,A 1 3,4,5,6, M, A | 3,4,5,6, M,A | 5,6, M | 3,4
) 5, A 5,6, M 5,6, A 5,6, M
wWS,—OwWS,| 5A 5,6, M 5,6, A 5,6, M
TAB. 1.8 — Propriétés logiques podr= dp
®/0 Max by GMax | WS, | OWS,
Max 5,A |5,6,M]| 56,A |56 M
) 5 A | 56,M | 56,A |56, M
WS, —OWS, | 5,A | 5,6, M | 5,6,A | 5,6, M

TAB. 1.9 — Propriétés logiques potr= dy oud = dg,

d’une distance entre interprétations. L'absence de pémexplicites sur la logique propositionnelle ne

permet pas d'exprimer finement des notions d'incertituddesidonnées. Lorsqu’un agent fournit une

basel, il exprime une bipartition sur les monde§ K|, [ K}, ordonnée de fagcon a ce que tout modele
de K soit strictement préféré a tout contre-modéle. Il nestgmssible d’exprimer qu’'un modéle dé

est strictement préféré a un autre (ou plus plausible, aaigidsirable). Lorsqu’une information supplé-

mentaire permettant d’évaluer la plausibilité de chaquade@our chaque agent de facon mains fruste
que dans le cadre propositionnel «pur» est présente, iingstriant de I'exploiter dans le processus de
fusion. Il existe différents formalismes possibles poyrésenter ces informations supplémentaires.

Une premiére approche pour le traitement de I'incertaimsesur I'utilisation des probabilités pour

pondérer les données, afin de modéliser I'imprécision (pamele liée a I'utilisation de capteurs) ou
I'incertitude (cette notion concerne plus particuliereinka méconnaissance de I'état réel du monde).
La distinction entre imprécision et incertitude est claiemt définie par Dubois et Prade [DPB8b] :
«L’'imprécis concerne le contenu de l'information tandis diucertain est relatif a sa veérité, entendu
au sens de sa conformité a une réabité.
La théorie des probabilités s'applique particulieremeéanlaux problémes de fusion liés a de I'observa-
tion, mais moins bien a des situations de connaissancespietes (les probabilités ne permettent pas
de modéliser l'ignorance). Nous nous intéressons ensaiticplierement aux fonctions de croyances
issues de la Théorie de Dempster et Shafer (ou théorie dddigse), qui offre une méthode numérique
de raisonnement, et qui permet de combiner les croyanagssisie différentes sources.

Cette théorie peut étre mise en relation avec la théorie aesilplités, qui est tres utilisée pour mo-
déliser des données incertaines pour lesquelles I'itodeiest de nature ordinale. La logique possibliste
est une extension de la logique classique, dans laquelfgiteités entre mondes sont encodées par des
distributions de nécessité : la logique possibiliste dssachaque monde un réel, qui représente a quel
point ce monde est nécessaire. Une autre voie possible [fessiation des fonctions ordinales condi-
tionnelles (en abrégé OCF) aux sources, ce qui permet dremsune valeur a chaque interprétation de
la logique considérée : plus la valeur associée est faihlg,ljinterprétation est crédible. Cette approche
est trés proche de la logique possibiliste.

Le formalisme le plus général est la théorie de I'évidenceegt une généralisation des deux princi-
paux autres formalismes utilisés, les probabilités etdajioe possibiliste (qui est elle-méme une généra-
lisation de la logique propositionnelle). Sil'on chercheoinparer ces approches entre elles, on peut voir
gu’elles associent toutes des réels aux données des sauaiesious verrons que l'interprétation de ces
valeurs est tres différente d’une théorie a I'autre. Enigalier, si I'on cherche a classer ces approches,
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de la plus quantitative a la plus qualitative, on peut avtis:probabilités, la théorie de I'évidence, les
OCFs, la logique possibiliste et la logique propositiotenel

1.2.1 Approches probabilistes

L'approche probabiliste est trés utilisée parce qu'ellé énka disposition de I'utilisateur des outils
mathématiques qui permettent de modéliser rigoureusedeenbmbreuses situations. La validité des
solutions obtenues ne peut pas étre mise en question dugmiiie mathématique. En revanche, la
validité du modele probabiliste n'est pas évidente quandeodispose pas d’une approche statistique du
probléme a traiter.

Parmi les outils probabilistes, on peut citer I'utilisatides variables gaussiennes, permettant de re-
présenter I'imprécision des mesures d’'un capteur, par pkefdlais surtout, I'utilisation des probabilités
fait appel au Théoréme de Bayes, qui permet de déterminaukeda plus probable d’'une observation.

Théoreme de Bayes

Le théoréme de Bayes est la méthode de combinaison priaaijeala théorie des probabilités. Il
permet d’'évaluer la plausibilité de toute proposition elcdant la probabilité qu’elle soit vraie, condi-
tionnée par toute I'information disponible. Cette regleeas pratique tres utilisée, par exemple dans le
traitement de I'image satellitaire (pour la classificati®@s pixels), dans le diagnostic médical, et dans le
domaine militaire (problemes de localisation de cibles amigulier).

Le conditionnement bayésien peut étre appliquée dans ldisa®t et dans le cas continu. Nous ne
donnons ici que la définition dans le cas discret, qui estgtaple a appréhender mathématiquement, et
qui permet de comprendre le mécanisme d’application duénée de Bayes.

Supposons que l'on dispose deobservationss; pour estimer dans quelle mesure les hypotheses
H; de  sont vraies. Pour chaque source d’'information, on dispeseptobabilités conditionnelles
P(s;|H;) modélisant l'incertitude sur les mesures, c’est-a-dingrtdabilité d’avoirs; sachant que I'hy-
potheésel; est vraie. On suppose aussi que I'on dispageiori de la probabilite de chaque hypothese
P(Hj). Alors, lethéoreme de Bayesexprime de la fagon suivante :

S, [P(Hy) 1P (s Hy)]

P(Hj|8i,i: 1,...,%)

si les sources d’'information sont indépendantes.

Les limites de I'utilisation des probabilités sont que eettodélisation ne permet pas de modéliser
l'ignorance : comment affecter une probabilité a un événgrdent je ne sais rien ? Une réponse est
donnée par la théorie de I'évidence, qui est une généialisde la théorie des probabilités permettant
de prendre en compte l'ignorance lors de la modélisation.

Théorie de Dempster-Shafer

La théorie de Dempster-Shafer est une théorie mathématigliévidence (|[Dem@8&, Shal76]) basée
sur les fonctions de croyance. Cette théorie est relatimenéeente par rapport a la théorie des probabi-
lités. Elle a été développée tout d’'abord par Dempéter [[Hinpiis reprise et approfondie par Shafer
[Sha76]. Il y a un lien étroit entre la théorie des fonctiomsctoyance et la théorie des possibilités : a
chaque fonction de croyances est associée une fonctioradsilglité, et une mesure de possibilité est
une fonction de plausibilité particuliere.

Exemple 14. Considérons deux événements aléatoires (c’est-a-dir¢ ldesue n'est pas connue). Le
premier est le jeu du pile ou face : on parie sur pile en langam# piece non truguée. Le second est de
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parier sur l'issue d’'un combat entre le meilleur boxeur dunde et le meilleur lutteur du monde. En

supposant que I'on ait aucune connaissance sur les spodsmat, le deuxieme pari peut sembler plus
délicat a faire que le premier. La plupart des gens se seistiiplus hésitants a propos du deuxiéme pari
que du premier, dans lequel les probabilités sont conn%upm(lr chaque issue). La théorie de Dempster-
Shafer permet de prendre en compte la confiance dans leslpliddm assignées aux différentes issues.

Cette théorie est utilisée dans la fusion de données imtestaour deux raisons principales :
— elle offre une représentation agréable et flexible deditittide, qu'il s’agisse d’'une ignorance
totale ou de connaissance partielle ou totale.
— elle inclut une regle permettant de combiner les donnéestaines, appelée la régle de combi-
naison de Demspter, qui est un outil simple pour I'agrégadi® données.
Nous allons a présent donner quelques définitions formademettant de préciser ce cadre de travail.
SoitQ un ensemble fini. On peut voi2 comme I'ensemble des mondes possibles, et on sait (ou on
croit) qu’exactement un élément €eest le monde réel. On peut définir % une fonction, permettant
de représenter notre degré de confiance que le monde réahsstid sous-ensemble donné :

Définition 21 (mesure de Sugeno)Sha87] Unemesure de Sugersur 29 est une fonction réelle notée
bel qui satisfait :

1. bel(0) =0
2. bel(Q2) =1
3. bel(A) < bel(B)siAC BC Q)

Si A estun sous-ensemble fela valeurbel (A) peut étre interprétée comme notre degré de croyance
que A contient le monde réel. Les conditions 1 et 2 peuvent étreidérées comme des conventions,
elles indiquent que 0 signifie aucune croyance, alors qugrifie@ une croyance totale. La condition 3
indique que s C B, alors le monde réel est darssi et seulement si il est aussi daBisUne question
importante est le sens donné au fait qu’'un enserdideit tel quebel(A) > 0. Pour Shafer [Sha87], on
peut interpréter une telle situation par le fait que I'on & waison positive de croire que le monde réel
appartient &. Shafer distingue cependant le manque de croyance edédntité : un degré de croyance
0 associé & indique un manque de croyance dahgésultant d’'un manque d’évidence en faveurdje
mais pas nécessairement d’une incrédulitéiequi résulterait d’une croyance en= Q \ A.

Définition 22 (mesure de probabilité)Une mesure de probabilitést une mesure de Sugeno qui vérifie
la condition supplémentaire suivante :

4. bel(A U B) = bel(A) + bel(B) pour tous les sous-ensembles disjoiAtst B de (.

Définition 23 (fonction de croyance)[Sha87] Uneonction de croyancest une mesure de Sugeno qui
vérifie la condition supplémentaire suivante :
5. bel(31 U... UBn) > Zibel(Bi) — Zm’b@l(Bi ﬂBj) + ZZ’J,kbel(Bi ﬂBj ﬂBk) - .. (—1)”bel(B1 N

By N ...N B,) pour toute collection finié3y, . .., B,, de sous-ensembles e

Tout mesure de probabilité est donc une fonction de croyance

Une fonction de croyance représente une croyance quardifffepos de I'état actuel du monde,
c'est-a-dire la force de 'opinion d’'un agent sur la valeurrdonde réel.

Etant donné une fonction de croyanke sur 2%, on peut définir une autre fonction sg¥, qui
mesure a quel point le fait qu'un sous-ensembl&dmntient le monde réel est plausible.

Définition 24 (fonction de plausibilité) [Shag87] Soit une fonction de croyanael sur 2. On appelle
fonction de plausibilitda fonctionp! définie sur® par :

pl(A) =1 — bel(A).
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On a toujourdel(A) < pl(A), etbel etpl sont égaux seulementisgil est une mesure de probabilité.
La valeurpl(A) représente a quel point est plausible, compte tenu de la croyance que I'on d 8i
I'on juge qu'aucune évidence ne permet de supporter ou deeréd, on abel(A) = 0 etpl(A) = 1.

Exemple 15. Supposons par exemple qu’on ait une croyanc@,deet une plausibilité dé), 8 en une
proposition «le chat dans la boite est mort». Cela signifi®a une raison positive de croire que la
proposition est vraie avec une confiancedgde. Cependant, on a une raison positive de croire le contraire
(«le chat est vivant») avec une confiance0d2. La masse restante de3 (la différence entre le8, 5

qui supporte I'évidence d’'un c6té et 18s2 qui supporte le contraire d'un autre) est «indéterminée »,
signifiant que le chat pourrait étre vivant ou mort. Cet imate représente le degré d'incertitude basé
sur I'évidence du systeme.

Hypothese Probabilité | Croyance| Plausibilité
Ni vivant ni mort 0,3 0 0
Vivant 0,2 0,2 0,5
Mort 0,5 0,5 0,8
Vivant ou mort 0,7 1 1

Une fonction de croyance peut également étre définie a putie autre fonction entre ensembles,
appelée masse de croyance, définie par :

Définition 25 (masse de croyance[Sha87] Unemasse de croyanast une application définie s2f a
valeurs dan$0, 1], notéem et telle que :

m(@) =0et EAEQQTN,(A) =1.

La massen(A) d’'un élémentd de2* représente la proportion d’évidence qui supporte l'idéelqu
monde réel appartient &, mais pas a un sous-ensemble particulierAdéa valeur den(A) concerne
seulement I'ensemblel et ne fait aucune hypothése supplémentaire sur les soambles, qui ont
eux-aussi, par définition, leur propre masse.

A partir d’'une masse de croyances on peut définir une fonction de croyanke et une fonction
de plausibilitépl de la fagon suivante :

bel(A) = Xpcam(B) etpl(A) = ZAmB;émm(B)-

Il'y a une correspondance exacte entre une masse de croyneesfonction de croyances, grace a
la formule de Mdbius :
m(A) = Lxca(—1)FA=#Xpe(X).

Exemple 16. Dans I'exemple précédent, on aurait :

— L'événementd :«le chat est vivant» a pour masse(A) = 0,2 car cet ensemble ne contient
aucun sous-ensemble strict, ddré¢(A) = m(A).

— L'événement3 : «le chat est mort» a pour masse(B) = 0,5 car cet ensemble ne contient
aucun sous-ensemble strict, ddré(B) = m(B).

— SiC est I'’événement «le chat est vivant ou mort», on(@') = 0, 3 car cet ensemble contierit
et B, doncbel(C) = m(A) + m(B) + m(C).

— On retrouvepl(A) = m(A) + m(C) car seulsA et C ont une intersection non vide avetet
pl(B) = m(B) +m(C).
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Dempster introduit également une régle permettant de gmnlieux fonctions de croyances, ap-
peléeregle de combinaison de DempstEette regle est une opération associative et commutative q
associe a un couple de fonctions de croyance définies surneeraépacé? une nouvelle fonction de
croyance suf. Soientbel; etbely deux fonctions de croyance sur un ensenibletmy, ms les masses
de croyance associées. Alds; @ bel, est définie a travers la masse de croyamge, avec :

mig2(A4) = Lpnc=ami(B)ma(C).

Cette régle de combinaison, donnée ici sous sa forme nonatisém, permet de combiner les fonc-
tions de croyance de deux sources distinctes.

Un cas particulier important de cette régle, appélgle de conditionnement de Dempstapparait
lorsqu’une masse de croyanpe, est telle quen 4(A) = 1 et toutes les autres valeurs gieq sont
nulles. Le résultat de la combinaison deavecm 4 produit une nouvelle fonction de croyance, notée
bel 4 avec :

bela(B) = bel(BU A) — bel(A)

Cette regle de conditionnement est le moyen approprié ddittmmer une fonction de croyance a une
nouvelle évidence, qui établit que le monde actuel n'apgrdrpas a certains sous-ensemble$2d®©n
peut voir 'analogie entre cette regle de conditionneméfgseprobabilités conditionnelles.

Shafer ne considére que des fonctions de croyance noreslisést-a-dire que:(()) = 0. Toutefois
la particularité de la théorie de I'évidence est qu’ellenpetrde quantifier le conflit entre des sources. Par
exemple, pour deux sourcé®t2, la valeur quantifiant le conflit peut étre évaluée comme :

K = m(0) = pnemgmi(B).ma(C).

Les causes du conflit peuvent étre multiples (mauvais foncément du capteur, mauvaise définition
de I'ensemble des mondes possibles, mauvaise définitiofodesons de croyance...), mais le conflit
ne peut étre ignoré. Dans la théorie de I'évidence, Dempsémonise de renormaliser, comme suit, la
distribution de masse obtenue aprés combinaison :

1

mie2 (A) = szmC:Aml (B)mg(C).

Cette solution n’est en général pas satisfaisante caraiiste a ignorer le conflit et conduit, si le conflit
est important, a prendre des décisions sur peu d'informstioelles qui sont concordantes entre les
sources. D’autres auteurs ont propose des solutionsetitigs. Par exemple, Smelfs [Snie00] considere
que les sources sont fiables et que la source du conflit viefaiitdyue I'ensemble des mondes possibles
n'est pas exhaustif. Pour cette raison, il propose d'adfeeffectivement la masse a I'ensemble vide, qui
correspond en fait a I'hnypothése manquante. Yager |YagBDjubois et Prade_ [DP8Ba] proposent de
répartir cette masse sur les événements, respectivemtmtsarhble des événements et a l'union des
événements a l'origine du conflit.

L'application de la régle de combinaison de Dempster a @i§uwée a de nombreuses reprises. Pour
illustration, considérons I'exemple suivant proposé paaleh [Zad84], qui démontre selon lui les limites
d’application de ce principe :

Exemple 17. On suppose qu’un patient, P, est examiné par deux médecies BAA pense que P a
soit une méningite avec une probabilité de 0,99, ou une tudhegerveau avec une probabilité 0,01. B
est d'accord avec A sur le fait que P est atteint d’'une tumeucerveau avec une probabilité 0,01. En
revanche, il estime que la probabilité qu'il soit victimeud’'choc plutét que d'une méningite vaut 0,99. Si
I'on applique la regle de Dempster-Shafer a cette situgt@nobtient que la probabilité de I'événement
"P est atteint d’une tumeur au cerveau” vaut 1, ce qui estr@aent contre-intuitif, puisque les deux
médecins s’accordent sur le fait que cette pathologie asppebable.
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Shafer oppose a cet exemple deux observations :

— tout d’abord, le fait que le patient soit atteint d’une tumest la seule chose sur laquelle les deux

médecins s’'accordent.

— ensuite, le fait que les croyances des deux médecins nea®imdépendantes.

Il apparait donc clairement que la régle de combinaison ded3ter ne peut s'appliquer dans tous
les cas. En général, il faut s'assurer que les croyances'quedmbine sont dans une large mesure
indépendantes, pour que cette régle offre de bons résultatpeut reprocher également a cette combi-
naison une difficulté & gérer les conflits, a cause du prirs@peormalisation, qui conduit & des difficultés
lorsque les croyances sont contradictoires et que la masseogance par laquelle on normalise est de
ce fait trés proche de O.

Les concepts de fonction de croyance et de la régle de commbimforment ce que I'on appelle
communément la théorie de Dempster-Shafer. Il existedealses principaux d'application des fonctions
de croyance, ou la régle de combinaison de Dempster est@@o

— les probabilités supérieures et inférieures,

— le modéle de Dempster et le modele de conseil de Kohlas eh&jpn

— le modéle de croyance transférable de Smets.

Probabilités supérieures et inférieures Les probabilités supérieures et inférieures sont desgepré
tations de probabilités imprécises. Lorsque la théorigpdasabilités associe un nombre unique a
la réalisation d’'un événement, cette méthode lui associatarvalle de probabilités. Le contexte
des probabilités inférieures et supérieures peut appaddns deux cas :

— quand il existe une mesure de probabilité qui représestertgyances des agents, mais dont les
valeurs ne sont pas précisément connues, et la seule che$empeut établir a propos de la
mesure de probabilité est qu’elle appartient a une farfiille mesures de probabilité.

— quand I'état des croyances d’'un agent est défini par undiéagiei mesures de probabilité.

En général, on note respectivemétitet P, les probabilités supérieures et inférieures définies par

II, plus précisément :

P*(A) = SuppeHP(A) etP, (A) = infpeHP(A).

A l'origine, Dempster a élaboré la théorie de I'évidence rriént ces probabilités inférieures et

supérieures. |l y a de nombreuses correspondances fosnegitee les probabilités supérieures et
inférieures et la théorie de I'évidence. Par exemple, ot yauune fonction de croyance comme

une probabilité inférieure, et une fonction de plausiditbmme une probabilité supérieure.

Le modeéle de conseillnitialement, Dempstef [Dem68] a étudié les fonctions dyance pour essayer
de résoudre le probléme de l'inférence fiduciaire. Il a idtib un modéle caractérisé par trois
données :

— deux espaces fini¥ etY,

— une mesure de probabilifé définie surX,

— une application\ : X — 2V

L'inférence fiduciaire a pour objet de déterminer la disttibn de probabilité d'une variable non
observable, a partir de données connues, lorsque I'on pegigpas de distribution de probabilité
a priori. Imaginons que I'on cherche a déterminer la pasitiune étoile dans le ciel (a une cer-
taine heure d’'une certaine date) en tenant compte des dodigp®nibles, cette estimation est de
l'inférence fiduciaire. Le probleme étudié par Dempstedestalculer une mesure de probabilité
surY, a partir de la probabilité suk. Si 'on connait toutes les probabilités conditionnelles s
Y étant donné chaque € X, le probléeme est simple. En revanche, si I'on ne connait pas c
probabilités, la seule chose certaine est qu’elle est eégélldorsquey ¢ A(x). En considérant
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toutes les probabilités conditionnelles possibles, ort géduire la famille de mesures de proba-
bilité surY’, dont I'enveloppe inférieure ('ensemble des valeurs mades) est une fonction de
croyance. En tant que tel, le modéle de Dempster est un cisutiar du modéle de probabilités
supérieures et inférieures. Mais cela peut également ddien& une autre interprétation, comme
le montre le modéle de conseil développé par Monney et KgKIE®3|. Ces auteurs conservent
la structure originalé X, P, A, Y") de Dempster. Ils supposent qu’une question est posée éf que
est 'ensemble des réponses possibles. Le but est de dé¢erawi mieux la réponse en fonction des
informations disponibles, dépendantes de différentespnétations. Les interprétations possibles
sont groupées dans I'ensembBleet il y a exactement une interprétation exacte. Toutes tegare-
tations ne sont pas identiguement crues et la mesure deljiiitth#® sur X refléte I'information

en tenant compte de cet aspect. De plus, si l'interprétati@n X est correcte, alors la réponse
est connue pour étre dans le sous-ensemble C Y. Une telle structurdd = (X, P,A,Y) est
appelée un conseil. Une interprétatiore X supporte I'hypothésél C Y si A(z) C H, parce
gue dans ce cas la réponse est nécessairementddmesdegré de support dé est défini comme

la probabilité de I'ensemble des interprétations suppbta[KM93]. Le modéle de conseil et le
modele original de Dempster sont identiques, plus préa@séni y a identité mathématique entre
le degré de support et la croyance et leurs concepts somirtsékes ; une différence tient au fait
gue dans la théorie du conseil, les concepts primitifs smtbnseils, a partir desquels les degrés
de support sont déduits, alors que dans la théorie initelgtdifer, les degrés de croyance sont des
données primitives.

Le modéle transférable de croyancelL.e modeéle transférable de croyanest un modeéle pour la repré-
sentation de croyances quantifiées [Sme00]. Smets propesepproche plus générale que celle
proposée initialement dans la théorie de Dempster-Shafigrarticulier, dans I'approche proposée
par Smets, la masse de croyance associée a I'ens@midst pas nécessairement égale a 0, ou de
facon équivalente, la croyance associéerdest pas nécessairement égale a 1. La signification de
la valeur positive associéera(()) est la quantité de croyances contradictoires entre le&reliffes
sources de fonction de croyance.

Dans le modéle transférable de croyance, on suppose qisieadifférents mondes possibles, 'un
d’entre eux correspond au monde actuel, mais I'agent ng@asilequel des mondes est le monde
actuel. La valeubel(A) représente la croyance de I'agent que le monde actuel sppaatA.
Smets propose une axiomatique que doit satisfaire toutgiéonreprésentant les croyances d’'un
agent. Les décisions sont prises en utilisant la mesureatmbilité Bet P, appelée probabilité
pignistique et définie sur de la fagon suivante :

#ANX) m(X)
#(X) 1-m(0)
Smets se sert de cette probabilité pour prendre les désistmpeut remarquer que contrairement

au calcul de la croyance et de la plausibilité, cette opgratiest pas réversible, c’est-a-dire que
I'on ne peut pas retrouver la masse de croyance en connglaganbabilité pignistique.

BetP(A) = ZXQQ

Cholvy [Cho00] a, quant a elle, donné une interprétationglog de la théorie de I'évidence, et fait
le lien entre ce formalisme et la fusion de croyances prdiposielle.

La théorie de I'évidence est trés intéressante a plusigueswunx. D’abord, elle constitue un sur-
ensemble de la théorie des probabilités. Ensuite, elle aganticularité de pouvoir s’associer aisément
avec d'autres formalismes et de traiter les données hégesg De plus, elle permet de quantifier ex-
plicitement la méconnaissance. Elle est donc particutierg adaptée aux situations ou I'expert humain
prend la décision finale. Elle a cependant deux inconvénieealle est définie dans un espace fini et le
fait de travailler sur 'ensemble des parties d’'un enserehteaine un risque d’explosion combinatoire.
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1.2.2 Fusion d'OCFs

Spohn [Spo87] propose de modéliser I'état épistémique agent par unéonction ordinale condi-
tionnelle (Ordinal Conditional Functionou OCF), qui fournit un classement des interprétationsnselo
leur crédibilité.

Fonctions ordinales conditionnelles (OCF)

Définition 26. Unefonction ordinale conditionnelle est une fonction de I'ensemble des mondes pos-
siblesWV vers la classe des ordinaux telle que au moins un monde esi@ss0.

On nommeC la classe des OCF. Lordinal(w) associé a un monde possiblepeut étre vu comme
le degré d'incrédulit§(degree of disbeli¢fde ce monde dans I'état épistémique représenté par 'OCF.

Exemple 18.On considéreP = {a, b}. La fonctionx définie sunV par :

- k(and)=0
— k(a A =b) =k(-aAN-b)=1
— Kk(maAND) =2

est une fonction ordinale conditionnelle.
Linterprétationa A b est la plus crédible, puisque 'ordinal associé est 0, ettérprétation—a A b
est la moins crédible.

Cette fonction sur les mondes possibles peut étre directegtendue aux formules de la facon
suivante :

K(p) = minggk(w).

Une formuleg est crue pour un état épistémique représenté: gk (¢) = 0. Sinon le degré d'in-
crédulité dep estx(¢). Cette notion permet donc de différencier les formules guant pas crues dans
I'état épistémique courant. En effet, on peut dire que lenfde ayant le plus petit degré d'incrédulité est
la plus vraisemblable dans I'état actuel.

Exemple 19. On considere de nouveau I'exemple précédent, &ee {a,b} et la fonctionx définie
surW par :

—k(aAND)=0
— k(aAN=b) =k(—aAN-b)=1
— k(maANb) =2

Alors k(a) = 0 etk(—b) = 1. La formulea est crue, alors que le degré d’incrédulité de la formule
-best 1.

Cette notion permet également d’établir une distinctiomesies formules crues. On définitdiegré
de confiancgdegree of firmne$s’'une formule de la fagon suivante :

Définition 27. Soit ¢ une formule deL. ¢ est crue avec une confianaerelativement a I'OCFx si et
seulement si :

- soitk(¢) =0 eta = k(—¢),

- ouk(p) > 0eta = —r(¢).

Exemple 20. Dans I'exemple précédent(a) = 0 etx(—a) = 1. La formulea est crue avec un degré
de confiance égal a 1. Le degré de confiance de la formbikest -1.

46



1.2. Fusion dans d’autre cadre pour l'incertain

Fusion d'OCFs

La fusion de fonctions ordinales conditionnelles a été iclémée par Meyer, Ghose et Chopra [Mey01,
MGCO01,[CGMO06]. Dans ces articles, Meyer et al. proposent earactérisation logique des opéra-
teurs de fusion d’'OCF et étudient la manipulabilité de tgigrateurs, en proposant une définition
de la manipulation dans ce cadre (nous y reviendrons danarbgmaphdl4 de ce mémoire). Dans
[Mey01,IMGCO1] CGMO0g], on utilise untnction de rangranking function ®, qui est une fonction
totale delV dansN (appelée état épistémique par les auteurs). On voit don@diatement que Meyer
et al. utilisent des OCFs (puisqu’un entier naturel est winat) non normalisées (une fonction de rang
n'associe pas nécessairement la valearau moins un monde).

Avant de définir la notion de fusion de fonctions de rang, ce@mgons par donner quelques défi-
nitions et notations. Dans la suite de ce paragraphe, ondnotee fonction de rang, € uneliste de
rang, c'est-a-dire une liste finie de fonctions de rang. La taike” est notée#(F), c’est le nombre de
fonctions de rang qu’elle contient. On dit qu'une fonctierdng estP-borné sivw € W, ®(w) < P,
et qu’une liste de ran@ estP-bornée si toutes les fonctions de rangidsont P-bornés. L'ensemble
des listes de rang-bornées est noté&”, et 'ensemble de toutes les listes de rang est nétée

On peut définir Idusion de fonctions de rargar :

Définition 28. [MGCO1]

— Un opérateur de fusioR-bornéeA est une fonction dé” dans£°.

— Pour un entielk > 1, on dit qu'un opérateur de fusioR-bornéeA est(Q-bornée pourk ssi
pour toute liste épistémiquB-bornéeF de taillek, la liste épistémique obtenue en fusionnait
A(FE), estQ-bornée, et qu'il existe une liste épistémiqlebornéeF’ de taille k et un mondev
tels queA(F)(w) = Q.

Meyer, Ghose et Chopra ont également proposé un ensembitestldgps permettant d’exprimer les
propriétés souhaitables pour ce type d’opérateur.

Définition 29. [MGCU]] SoientEl = {®4,...,®,} et F = {¥y,...,¥,,} deux listes de rang &k un

opérateur de fusion.

(A1) VE,F € EF t.q. #(FE) = #(F) = n, si ®;(w) = ¥;(w) pour touti = 1,...,n, alors
A(E)(w) = A(F)(w).

(A2) VE > 1, si A est@Q-borné pourk, alorsVg = 0,...,Q il existe E € £F etw € W tels que
A(E)(w) = g.

(A3) Silexiste une bijectionr : {1,...,n} — {1,...,m} telle qued; = ¥ Vi € {1,...,n}, alors
A(E) = A(F).

(A4) Sid;(w) < ;(w)Vi e {1,...,n}, alorsA(E)(w) < A(E)(w).

(A5) SIA(E)(w) < A(E)(W), alors®;(w) < ®;(w’) pour uni € {1,...,n}.

(A6) Si Vi, j € {]., . ,n}, (IDZ(w) = <I>j(w) etvi € {]., . ,n}, (IDZ(w) < @i(w’) etq)j(w) < @j(w’)
pour unj de{1,...,n} alorsA(E)(w) < A(E)(w').

Le postulat A1) assure que le rang assigné paa un mondev est indépendant du rang assigné aux
autres interprétations. Cette propriété est dans I'edprifa propriété dhdépendance des alternatives
disponiblesen Théorie du Choix Social (voir le paragrajifie 2 du chapitieast sur la théorie du vote).
(A2) est une propriété de convexité, elle garantit que pour umatguér de fusion borné pap pour
k, aucun rang d® a @ ne reste inutilisé pour une liste de rang de tallle(A3) assure que I'ordre
dans lequel les fonctions de rang sont classés dans unépistEemique ne modifie pas le résultat de
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la fusion. Cette propriété est proche de la noticandnymaten Choix Social, elle cherche a établir un
résultat équitable pour tous les agents participant a larfiusans priorités liée a leur classement dans la
liste de rang. L'adoption de cette propriété permet de ssmier les listes de rang sous forme de multi-
ensembles, comme c’est le cas dans la fusion propositieniga&l4), (A5) et (A6) sont des proprietés
trés naturelles, qui garantissent un classement desiétatipns cohérent avec les classements de chaque
fonction de rang.
Dans [MeyO1l], Meyer a également proposé des opérateursibm fadaptés a la fusion d'OCFs :
— K e (B) (@) = mazy, e p(i(w), <),
K1(w) Si k;(w) = ki (w) pour toutk;, x; € £
- ’%Aminl (E)(W) = 1'( ) Z.( ) ](' ) b v
mingecpki(w) + 1 sinon,
| 2k1(w) Siki(w) = kj(w) pour toutk;, k; € E
FoBming (B)(w) = { 2ming,ep Kki(w) + 1 sinon,
— fag(B) (W) = Xy cp Fi(W).

Exemple 21. On considéreP? = {a, b}, et deux fonctions de rang etrx, définies sulV par :

— k1(anb)=0
— Kk1(a A —b) = ki(—a A —b) =1
— k1(maAb) =2
et
— ko(aN=b) =0

— ka(a Ab) = ka(—ma Ab) = Kka(ma A -b) =1
Alors on a pourE = {k1,ka} :

= BApes (E)(@ND) = En,,,.(E)(aA—b) = ka,,,.(E)(—a A —-b) =1, etka,,,. (E)(-aAb) =
= EApin, (E)(@Ab) = Kp,,., (E)(aA=b) = ka,,, (E)(maA-b=1etka,,, (E)(-anb) =
— KAping (B)(@AD) = KA, ( J(@NA=b) = ka,,,, (E)(maA—b) =2 et/iAmm (E)(maNnd) =

— KAy (E)(aAb) = mAE(E)(a A=) =1, kag (E)(ma A —b) =2etka, (E)(—aAb) =3
De plus, on a la propriété suivante :
Proposition 16. [MGCOT] Aax, Amin,» Amin, €t Ay Vérifient les postulatéAl) — (A6).

Nous reviendrons sur ces travaux dans le paragfdphe 4ppuideyer et al. proposent également une
définition de la manipulation pour la fusion d’'OCF et que nausns cherché a comparer leur approche
ala notre.

On peut citer également les travaux antérieurs de L. Ch@o95], qui cherche a déterminer une
base de donnée cohérente a partir d’'une logique basée swlagséfication des bases de données a
fusionner grace a un ordre. Dans cet article, Cholvy propiesdéfinir cet ordre entre bases grace a la
confiance qu’on peut accorder a chaque expert par rapportddmaine précis. Cette représentation,
guoigue proche des OCF, est cependant distincte puisgpetaordinal des strates n'est pas ici utilisé.
Dans ces travaux, Cholvy propose une logique capable denregs sur chaque domaine, en déduisant
des bases les informations cohérentes sur le domaine éodsgtace a I'ordre défini sur les bases dans
ce domaine.

1.2.3 Fusion possibiliste

Dans cette section, nous rappelons des notions simplesgapi¢éopossibiliste (voir par exemple
[DP88h/DLPY4)).
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Logique possibiliste

La logique possibiliste [DP88b, DLP94, Zad78] permet de élisdr de maniere assez naturelle les
informations imprécises et/ou incertaines. Cette distncentre imprécision et incertitude, importante
lorsque I'on tente de modéliser la connaissance d'un agshimpossible a faire dans un cadre probabi-
liste quand une seule distribution de probabilité est d#nse.

Au niveau sémantique, la logique possibiliste est basétasustion dedistribution de possibilité
notéer, qui est typiquement une fonction de I'ensemble des inéagipns)V dans l'intervalle[0, 1].
En fait, avoir un ensemble totalement ordonné suffit (il n'gas d’obligation d’étre dan®, 1]). 7(w)
représente ldegré de compatibilitée I'interprétationv avec I'état des croyances sur le monde réel. Par
convention,r(w) = 1 signifie qu'il est totalement possible que le mondsoit le monde réel, alors que
m(w) = 0 signifie qu’il est certain que» n’est pas le monde réel. Une distribution de possibilitédést
normalisée s'il existe un mondetel quer(w) = 1.

Associée a une distribution de possibilitéle degré de possibilit@’'une formuleg est la valeuldI(¢) =
maz,,m(w) de la mesure de possibilitd en ¢. Elle évalue le degré de cohérence gl@vec les
croyances disponibles.

Une autre mesure associéer &st ledegré de nécessit€our une formulep, c’est la valeurN (¢) =

1 — II(—¢) de la mesure de nécessiteen ¢. Elle évalue a quel point est impliqué par les croyances
disponibles et est définie par dualité a partir du degré dsilpiti®¢ d’une formuleg. On peut remar-
quer que la fonctionV renverse I'échelle de classementdet queN (¢) = 1 signifie quey est une
connaissance totalement certaine, alors §jiée¢) = 0 exprime un manque de connaissanceg¢sunais
ne signifie pas que est fausse.

On peut également définir une distribution de possibitigrace a une mesure de possibilite qui
est une fonction définie s@?” et a valeur dan§), 1], vérifiant :

- I1(0) = 0,

- II(w) =1,

- H(A1 U AQ) = Sup(H(Al),H(Ag))

On a clairementlI(A) = sup,cam(z) etn(z) = ({x}).

Bases possibilistes

Une base possibilistest un ensemble de formules valuggs= {(¢;,a;),i = 1,...,n}, ol ¢; est
une formule propositionnelle et; appartient & un ensemble totalement ordonné, cofmé (notons
toutefois qu'il n’est pas nécessaire que cet ensemble soierique).(¢;, ;) signifie que le degré de
nécessité ou de certitude deest au moins égal@; (N (¢;) > «;). On noteB* la base propositionnelle
associée ®B, c'est-a-dire la base obtenue a partirBl@n ne considérant pas les degrés des formules.

Etant donnéB, on peut générer une distribution de possibilité uniguye telle que toutes les in-
terprétations qui satisfont toutes les formulesRient le plus haut degré de possibilitéet les autres
interprétations sont classées en fonction du niveau deutah@ute formule qu’elles contredisent. On a
[DLPY4] :

Définition 30. Pour toute interprétatiom :
— mp(w) =1siV(¢i, ;) € B,w = ¢;
- mp(w) = 1 — maz —g4,o; sinon.

Exemple 22. SoitB = {(a V b,0.6), (—a,0.4)}.
Alorsg(a Ab) = 0.6, rg(—a Ab) =1, mg(a A —b) = 0.6 etrp(—a A —b) = 0.4.
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Parmi les interprétations;a A b est la plus plausible car elle satisfait toutes les formudess,
a A —beta A b sont plus plausibles quea A —b car la plus haute formule falsifiée parA —b eta A b,
(—a,0.4), est moins possible que la plus haute formule falsifiee-aan —b, (a VvV b,0.6).

Deux bases possibilistd3 et B’ sont équivalentes, not8 = B’, si les distributions de possibilités
associées sont égalesp = mp'.

Une guestion importante est de définir la notion d’inférepassibiliste : quand peut-on dire qu'une
formule est conséquence d'une base possibiliste ? On ddéfmtnotions d’'inférence, basées sur le degré
d’incohérence d’une base possibiliste :

Définition 31. [DLP94] Soit B une base possibiliste.

— Soita € [0,1]. Unea—coupede B, notéeB>,, est 'ensemble des formules propositionnelles de
B dont le degré de nécessité est au moins égal @ne a—coupe strictede B, notéeB-, est
I'ensemble des formules propositionnellesiidont le degré de nécessité est strictement supérieur
aa.

— Ledegré d'incohérencele B estInc(B) = maz s est incohérenti-

— Une formulep est uneconséquence pIausibdeB,fnétéB Fp ¢, S Bsrne(B) FE ¢

— Soit (¢, «) une information telle quer > Inc(B). (¢, «) est uneconséquence possibiliste B,
noté B =, (¢, «), Si B>, est cohérentB>, = ¢, etvV3 > «, B>g - ¢.

Une a-coupe deB est constituée des formules dont le degré de nécessité gsting égal av. Le
degré d’incohérence représente le niveau a partir duguest incohérente. Sinc(B) = 0, cela signifie
gue la base propositionnell8* associée & est cohérente. On définit Ebture plausiblede B, notée
Cnp(B), par :Cnp(B) = {¢i, B =p ¢:}.

Fusion possibiliste

De nombreux travaux ont porté sur le probleme de la fusiorede$possibilistes (voir par exemple
[BDKPOZ,[BKOZ,[BKO3]). Deux définitions ont été considérésslon que I'on se place au niveau des
mondes, et on doit alors agréger les distributions de péigsibour connaitre a quel point un monde est
possible pour le groupe (approche sémantique) ; ou que ¢giase au niveau des formules, et on doit
alors agréger les degrés de nécessité associés a chaquiefpaur connaitre le degré de nécessité d’'une
formule pour le groupe (approche syntaxique). Nous comorenpar détailler la premiére approche,
avant d’aborder la seconde.

1. Définition sémantique de la fusion possibilistdPour définir la base possibiliste résultante de
la fusion den bases possibilistes de facon sémantique, on utilise uratepérd’'agrégation de
distributions de possibilité, noté,, vérifiant deux conditions :

- ®q(1,1,...,1) =1,
- SiVi=1,...,n,m(w) > m(w'), alors :

Ba(m1 (W), ..., (W) > Ba(m (W), ..., T (W)).

(monotonie)
La premiére condition impose que si les sources considarentondev comme totalement pos-
sible, alors I'agrégation doit en faire de méme (elle asdore que si les bases sont cohérentes,
alors le résultat doit I'étre aussi). La seconde conditixpriene le fait que si toutes les sources pré-
ferent une interprétation a une autre, alors I'agrégat@nesh faire de méme (condition de Pareto).
La proposition suivante permet de définir la fusion des bpsssibilistes a partir de I'opérateur
d’agrégation de distributions de possibilités :
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Proposition 17. [BDKPOZ] Soit3 = (B, ..., By) un vecteur de bases possibilistesiat . . . , m,)
les distributions de possibilités associées. Sgit le résultat de la combinaison de, ..., ;)
avecdy. Alors la base possibiliste associérg@d est:

B@d = {(Dj>1 - @d(xla"' ,J)n)),j = 17--- ,TL}

ou lesD; sont équivalentes aux disjonctions de taijlentre les formules); de différentesB;
(i=1,...,n)etz; est égal soitd — a; soit al selon quep; appartient aD; ou non.

Différents opérateurs, sont envisageables pour agréger des distributions debdiési Entre
autres, on peut caracteriser plusieurs familles d’opératd’agrégation [BDKP02] :

— @g4 est unopérateur conjonctisi :

Va € [0,1],a®41=1d4a = a.
— @g4 est unopérateur disjonctisi :

Va € [0,1],a®31=1®4a=1.

Plus précisémentp, est unopérateur disjonctif réguliesi :
— Va € [0,1],a@d1: 1®ga=1,et
—Va#1,V#1,a®b#1.

— g est unopérateur idempoteri :
Va € [0,1],a ®ga = a.

Parmi les opérateurs conjonctifs on trouve I'opérateuir,, le produita &4 b = a x b, et la
conjonction linéairenax(0,a + b — 1). Un exemple trivial d’opérateur disjonctif est I'opérateu
«vide » deéfini paka, Vb, a®4b = 1 sauf poul0@,0 = 0. D’autres opérateurs disjonctifs, réguliers
cette fois, sont lenaz, la «somme probabiliste » définie pamb; b = a + b — ab, et le dual de
la distance geométrique définie pae,; b =1 — /(1 — a)(1 — b). Lexemple suivant illustre le
fonctionnement de certaines de ces combinaisons :

Exemple 23. SoientB; = {(a V b,0.6), (—a,0.4)} et By = {(a VV =b,0.7), (a,0.3) }. Alors Bg,
estégal a:

= Bin = {(a VvV b,0.6), (—a,0.4), (a V —b,0.7), (a,0.7), (=b,0.7) },

= Bz = {(a VvV b,0.6),(—a,0.4), (a V —b,0.7), (a,0.6), (—b,0.4)}.

Les opérateurs conjonctifs doivent étre utilisés lordqu’a peu de conflits entre les bases. A
l'inverse, les opérateurs disjonctifs ne sont pas appéspiorsque les sources sont cohérentes
entre elles, mais permettent au contraire de geérer les onfitre les bases. Cette distinction
entre opérateurs disjonctifs et conjonctifs est trés itgme pour choisir un opérateur, mais elle
nécessite de pouvoir évaluer a quel point les bases sonictoellles. Le degré de cohérencerde
sources peut étre évalué en calculant la va@@ok = mazx,ecyy ®q (11(w), ..., T (w)). Méme

si les bases sont peu conflictuelles, la fusion conjoncirelait en général a une distribution de
possibilités sous-normalisée (c’est-a-dire que la valentest jamais atteinte). On peut alors, si
I'on considere que les sources sont toutes fiables, nomnddislistribution obtenue péroh (cette
opération est numeériqguement instable si le degré de cotetesi trop faible).

Parmi les opérateurs conjonctifs, certains ont un compuate de renforcement, c’est-a-dire qu'ils
ont pour effet de rendre les informations jugées peu pléassiar les sources encore moins plau-
sibles. On peut citer le produit, qui est utilisé surtoustpre I'on suppose les bases indépendantes
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et la conjonction linéaire, dont I'effet de renforcement escore plus fort puisqu’il élimine les
informations jugées tres peu fiables mais non impossible®ptes les sources.

Enfin, les opérateurs idempotents commeén ou max peuvent étre utilisés pour éliminer les
redondances entre les sources. lls permettent égalermtnttes les sources fournissent la méme
distribution de possibilité, d'obtenir cette distributicomme résultat (principe d’'unanimité).

La fusion de bases possibilistes est une généralisatioa fisibn de bases propositionnelles. En
particulier, on peut voir qué [BDKP02] :
— Si@q est un opérateur conjonctif et Biy et B, sont telles ques;} et B; sont cohérentes, alors :

B@d = Bik U B;
— Si@q est un opérateur disjonctif régulier, alors :
Be, = B \/ B;

ou BY \/ Bj représente I'ensemble des disjonctions formées d'uneuierate B; et d’une for-
mule deB;.

. Définition syntaxique de la fusion possibiliste

On peut également définir la base possibiliste résultanka fission den bases possibilistes cohé-
rentes de facon syntaxique, en utilisant un opérateur élgion des degrés de certitude associés
a ¢; dans chaque base &&= {B,...,B,} noté®.. La base possibilist&_, résultat de la
fusion den bases possibilistes cohérentd3,, Bo, . . ., B, }, est définie pal [BK02] :

B@c = {(¢7 @C(ab s aan))7¢ € ‘CaBZ }_7r (¢7 az)}

Dans ce cas, on suppose pour I'opérateur d’agrégatidies conditions suivantes :
- @.(0,0,...,0) =0,
- SiVi=1,...,n,a; > o}, alors :

Belat, ..., an) > De(ad, ..., al)

(monotonie).
La premiére propriété dit que si une information n’est unectusion explicite d’aucune des bases,
alors elle ne doit pas étre une conclusion explicite de le fizgionnée. La seconde condition est
simplement une condition d’'unanimité, qui exprime que sigs les sources considérent qu’une
formule est plus crédible qu’'une autre, alors I'agrégatioit en faire de méme.

Un opérateur de fusion possibiliste. eststrictement monotons I'on a :
Sivi=1,...,n,a; > o, et3j,a; > o alors :

Belar, ... an) > B, ..., al).

Différents opérateurs. sont envisageables pour agréger des degrés de nécessigéalires, on
a [BKOZ]
— @, est unopérateur conjonctisi :

@elaq,...,an) >0si3i,a; > 0.
— @, est unopérateur disjonctibi :

@e(aq,...,an)=0si3i,a; =0.
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Un exemple d'opérateur conjonctif est I'opératencz (il faut rappeler que la définition de.
se situe au niveau syntaxique des bases, il n’est donc paesant de trouvemax comme un
opérateur conjonctif, alors qu’'en général, c’est plutdpérateurmin qui est conjonctif), ou la
somme probabiliste. Un exemple d'opérateur disjonctif’ep€rateurmin, ou le produit.

Exemple 24. SoientB; = {(a V b,0.6),(—a,0.4)} et B, = {(a V —,0.7), (a,0.3)}. Alors B,
estégal a:

= Bz = {(a Vv b,0.6), (—a,0.4), (a V —b,0.7), (a,0.3)}.

— Bpin = {(a V 5,0.3)}.

Benferhat et Kaci ont proposé dans [BK02] des postulats pesiropérateurs de fusion de bases
possibilistes, inspirés de ceux existants dans le cas dsilanf propositionnelle_[KP0O2a).

P1 Cohérence Cnp(Bg,) # L.

P2 Complémentarité de linformation si Bf U ... U B} est cohérent, alor§€'np(Bg,) =
Cnp(B1U...UBy,).

P3 Indépendance syntaxiquéSi B = B/, alorsCnp(Bg,.) = Cnp(B'g,).

P4 Si Bf U B3 sont incohérents et 98; et By sont également prioritaires, alo€&p(B1) €
CTLP(B@C) etCnp(Bg) Z CTLP(B@C).

P5 SoitB = B'UB". Alors Cnp(Bs,) C Cnp(Cnp(B'g,) UCnp(B’s,)).

P6 SoitB = B'UB". SiCnp(Cnp(B'e,)UCnp(B"s,)) # L,alorsCnp(B's, ) UCnp(B"g,) C

Dans le postulatP4), deux basesB; et B, sont dites également prioritaires si et seulement si

on a : pour tout confliC de B; U By (c’est-a-dire tout ensemble propositionnel minimalement

incohérent deB} U B3), il existe au moins une formule parmi les moins prioritaigeC qui

appartient aB; et une formule parmi les moins prioritaires dejui appartient &5 (une formule

¢ est dite moins prioritaire dans un ensemble si son degréidet@rest minimal parmi ceux des

formules de I'ensemble).

Benferhat et Kaci ont montré que, en supposant I'opératewssociatif et commutatif, on a :

Proposition 18. [BKOZ]

— Tous les opérateurs de fusion possibilistes vérifiedd, (P3), (P4) et (P5).

— Un opérateur de fusiom, vérifie (P2) si et seulement si c’est un opérateur conjonctif.

— Un opérateur de fusiom,. vérifie (P6) si et seulement si c’est un opérateur strictement mono-
tone.

Benferhat et Kaci ont également proposé des adaptationpadtslats(Maj) et (Arb) de la
logique propositionnelle :

(PMaj) : VB, 3n,Cnp((BU B™)g,) E Cnp(B').
(Parb) : VB ,Vn,Cnp((BU B™)s,) = Cnp((BU B')g.).

Etils ont montré :

Proposition 19. [BKOZ] Un opérateur de fusiorp,. vérifie (Pyaj) Si et seulement si c’est un
opérateur strictement monotone et un opérateur de renfoece (i.e. tel qued.(aq, ..., a,) >
maz(ay,...,q,) quandvi,a; # 1 etd.(aq,...,an) = 181 Ji, a; = 1).

Proposition 20. [BKOZ] Si ¢, un opérateur est idempotent (i.e. tel gée, ®.(«, ..., a) = a),
alors il vérifie (P arb)-
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Il est intéressant de faire un paralléle entre la fusion grigant le principe de Bayes et la fusion
possibiliste : il existe une forte similarité entre ces depgrations de fusion, en particulier si 'on pose
mi(x) = P(H;|x) (par exemple, il y a proportionnalité entre les deux fusisin®n choisit une distri-
bution de probabilitéa priori uniforme). Cependant, ces résultats numériques prochekamgent pas
la différence profonde d’interprétation entre ces deuxeqpes. Dans le cadre probabiliste, on suppose
gue l'on parvient a calculer la probabilité précise de cleagaleur possible de. Dans le cadre pos-
sibiliste, la fusion ne fournit qu’un degré de vraisemblipour chaque valeur de information plus
pauvre qu’'un degré de probabilité, mais peut étre plus lslédjuand la distribution de probabilié
priori initiale a été posée par défaut.
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Chapitre 2

Théorie du choix social

Introduction

Qu’est-ce que la démacratie ? On peut trouver dans un di@icmune définition proche de : « systéme
politique, forme de gouvernement dans lequel la souvekaiagpartient au peuple». Pour Péricles, re-
pris par Abraham Lincoln : «La démaocratie c’est le gouvereetrdu peuple par le peuple et pour le
peuple.»

Si c'est le «peuple» qui dirige dans une démocratie, lesxctieila société doivent étre réalisés
collectivement. Or, ces choix collectifs ne peuvent étedisés qu’en agrégeant les choix indivuels en
un (ou plusieurs) choix collectifs. En fait, de hombreusésiglons publiques (comme les taxes et les
dépenses publiques, le choix d'une politique, d'un gousarent ou d’'un maire, I'appartenance a I'Eu-
rope) sont prises par vote, qui est une maniére natureligétjer des préférences individuelles. Le choix
de la régle de vote est une question éthique majeure, quipesssans implication sur le comportement
des institutions politiques.

Le débat autour du choix d’'une régle de vote garantissagtité du vote existe depuis les travaux
de Borda [1781] et Condorcet [1785]. En 1952, Arrow a proposéadre formel permettant I'étude de
nombreuses régles de vote d’'un point de vue axiomatiquiganihiune forte recherche autours de ces
guestions. Ce domaine de recherche est habituellementapp&orie du Choix Social.

Une régle de vote permet de choisir un candidat (appelé altissiative) parmi plusieurs, a partir des
choix individuels des agents (aussi appelés votants).guersleux candidats seulement sont possibles,
le vote majoritaire est sans conteste le moyen le plus justgréher les préférences. Les problémes
sur le choix de la méthode de vote se posent lorsqu'il y traiediats ou plus. La premiere idée est
d’étendre le vote majoritaire a plus de deux candidats paotkepar pluralité : chaque votant écrit le nom
d’'exactement un candidat, et le candidat recevant le plustds gagne I'élection (en cas d’égalité, on
départage ensuite les candidats retenus). Cette méthadeederés utilisée aujourd’hui, a été critiquée
par Borda et Condorcet a la fois, et ces critiques sont @iteeides recherches actuelles sur les méthodes
de vote. Le reproche fait au vote par pluralité est que cetithode de vote peut élire un candidat
«faible », c’est-a-dire un candidat qui perdrait en duetetous les autres candidats (appelé «perdant
de Condorcet»), comme le montre 'exemple suivant :

Exemple 25. Le tablealZ11 se lit ainsi : 3 votants ont les préférencesasuesa > b > ¢ > d, 5 ont

a > c¢ > b > d, etainsi de suite. Pour le vote par pluralité,gagne avec 8 votes, mais pour Borda et
Condorcet, c'est le pire candidat dans la mesure ou unetstritajorité de 13 votants préfere n'importe
quel candidat au.

Condorcet et Borda ont proposé des méthodes de vote différeour résoudre ce probléme. Pour
Borda, une solution est de classer chaque candidat du pineedieur, en affectant O point au pire, 1
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TAaB. 2.1 — Exemple de profil de vote

point au suivant, et ainsi de suite jusqu'au meilleur. Lerngan de I'élection est celui qui a le plus haut
score, on parle alors de «gagnant de Borda». Pour Condarceginqueur est celui qui bat tous les
autres candidats dans des comparaisons deux a ddat{ si strictement plus de votants préférera
b). On parle alors d’'un «gagnant de Condorcet ».

Dans I'exemple précédent, le gagnant de Condorcet est thdzdm car 13 votants préferenta a,
14 préférent ad, et 11 préférent ab. En revanche, le vainqueur de Borda est le candidptisqu'il
est classé premier par 7 votants, second par 9 votants,igétne par 5 votants, ce qui est mieux que
n'importe quel candidat. Ces deux propositions ont doraédide nombreux travaux, et de nombreuses
méthodes de vote sont inspirées par ces deux familles. Qrirpauver un travail remarquable et complet
sur ce sujet dans le chapitre 9 du livre de Moulin [Mau88].

Néanmoins, ce simple exemple illustre I'importance du xloeila méthode de vote, puisqu’elle peut
influencer I'issue de I'élection. La question des propsééiendues pour une méthode d’'agrégation de
préférences semble alors essentielle pour choisir uneoaé@tbarticuliere.

2.1 Notations

On note A I'ensemble des alternatives (I'ensemble des candidats ynoei élection présidentielle,
«oui» et «non» pour un référendum...). On suppose souvers ¢ cadre de travail que les préfé-
rences individuelles des agents sont des ordres linédiieis fou ordres complets) sut : les votants
fournissent donc un classement complet des alternativesiljpes les unes par rapport aux autres, sans
ex-aequo. On noté(A) I'ensemble des ordres linéaires stir L(A) représente tous les classements
possibles. Si on veut établir les préférences collectiees agents{1,...,n}, on dispose d’umprofil de
préférencec’est-a-dire des relations de préférence individuell¢®, ..., P,}, ou chaqueP; € L(A)
représente les préférences du votaritétant fixe,P;; représente le profil de préférence constitué des
n — 1 relations de préférenck;, avecj # i.

Enfin, unefonction de choix sociatst une fonctior¥' : L(A)" — L(A) qui associe a tout profil
de préférence un ordre complet stirUne fonction de choix social agrége donc les préférenatgiin
duelles en une préférence collective.

Le gagnant de I'élection est alors I'unique candidat clgeéier dans la préférence collective.

2.2 Théoremes d'impossibilité

Comme le choix d'une méthode de vote peut modifier le résdiltabte, il est nécessaire de réfléchir
objectivement aux qualités que doit posséder une telleadéthour étre choisie afin de définir les choix
collectifs. Les propriétés suivantes semblent nécessaire

— Principe d'universalité

Ce principe énonce qu’une fonction de choix social doit whéiteer une préférence sociale com-
plete a partir de n'importe quel ensemble de préférencegidltlles. Le vote doit avoir comme
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résultat un classement de toutes les alternatives les ameagport aux autres (homogénéité par
rapport aux données), le processus de vote doit étre cagrabléterminer ce résultat pour tous les
profils possibles et il doit toujours donner le méme résudtpartir du méme profil (le hasard ne
doit jouer aucun réle).

— Principe de Pareto ou unanimité
Si tous les votants préférent une alternative a une auwes dldoit en étre de méme dans le
classement obtenu.

— Principe de non-dictature
Ce principe énonce que la préférence d’un seul votant negpeuérigée en préférence collective,
sans tenir compte des préférences des autres votants.r&tisgment, il existe un dictateisi :

3, Y(Py,...,B), f(P1,...,P,) =F;

— Indépendance des alternatives non disponibles
SiI'on restreint le domaine d’application d’une fonctioa choix social a un sous-ensemble d'al-
ternatives, alors le résultat doit étre compatible avecéiltat obtenu avec le profil complet.
Changer les choix individuels des votants sur les altaresthon disponibles (celles qui ne sont
pas dans le sous-ensemble) ne doit pas modifier le classemiatles alternatives disponibles
(celles du sous-ensemble). Formellement, si deux profilgéérenceP,,..., P, etRy,..., R,
sont tels que tous les votantglassent dans le méme ordre deux alternativesb, alorsa etb
sont classés dans le méme ordre dA(¥3,, ..., P,) et f(Ry, ..., Ry).

Le théoreme d’Arrow peut s’énoncer ainsi :

Proposition 21 (Théoreme d'impossibilité d’Arrow)[Arr63]
En présence d’au moins trois alternatives, il n’existe padahction de choix social qui vérifie les
principes d’universalité, de Pareto, de non-dictature ‘@idependance des alternatives non disponibles.

Ce théoréme est surprenant, dans la mesure ou les prineifgesis pour caractériser les méthodes
de vote acceptables semblent naturels. La conséquenceltseceme est qu'il n’existe pas de méthode
de vote «parfaite » et le mieux a faire est de déterminer désaiés de vote offrant de bons compromis.
De nombreuses recherches ont permis d’échapper a ce tredfgnpossibilité, en relaxant certaines
hypothéses.

Un autre théoreme, celui de Gibbard et Satterthwaite, edeggpnt trés important dans le domaine
du vote. Pour ce th’'oréme, on considére des méthodes de wiad€sgjgnent un unique vainqueur parmi
toutes les alternatives (ce qui est raisonnable si 'onidéns que tous les votants ont des préférences
strictes) et on suppose que tout candidat peut étre eélu.u3eqh cherche a caractériser les méthodes de
vote non manipulables, ce qui signifie qu’aucun votant niatéfét a mentir sur ses préférences (il ne
peut pas faire élire un candidat mieux classé pour lui enaarume relation de préférence différente de
la réalité). Cette attente semble trés naturelle quand ercbhbh a déterminer les préférences collectives
d’'un groupe, il est en effet préférable que les participantsote soient sinceres.

Un théoréme d'impossibilité analogue au théoréme d’'Arrgiste dans ce cas :

Proposition 22 (Théoréme de Gibbard-Satterthwait¢®ib73,[Sat75]
En présence d’au moins trois alternatives, une méthode tesumjective est non manipulable si et
seulement si elle est dictatoriale.

Ce théoreme montre que le principe de non-manipulabiliténgsossible a garantir pour une mé-
thode de vote non dictatoriale.

La mise en évidence de ces résultats, trés négatifs, a @té dainombreux travaux dont le but est
d’étudier comment échapper a ces théoremes tout en consdemméthodes de vote raisonnables. La
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guestion qui nous intéresse ici est le lien entre I'agrégadie préférences et I'agrégation de croyances et
plus particulierement, de déterminer si les deux théorgr&s2dents sont également vrais dans le cadre
de la fusion : y-a-t-il de bonnes méthodes de fusion ? La fuéchappe-t-elle au théoreme d’Arrow ?
Qu’en est-il de la manipulabilité pour la fusion ?

Pour répondre a ces questions, on peut s’intéresser auts goimmuns et aux différences entre les
deux cadres de travail. Tout d’abord, dans le cadre de larfusne alternative est un monde et un votant
est un des agents participant au processus de fusion. Leebatfdsion est de déterminer 'ensemble
des mondes acceptables pour le groupe (autrement ditediétiensemble de mondes). La différence
fondamentale entre le cadre de la fusion et le cadre du votk esprésentation des croyances. En
effet, dans la théorie du vote, on dispose pour chaque agemtoddre strict total sur I'ensemble des
alternatives (c’est-a-dire que les alternatives sontsélas de la meilleure a la pire) ; dans le cadre de
la fusion, on dispose uniquement de pré-ordres a deux niveatre les mondes (on sait simplement
guels sont les mondes auxquels I'agent croit -ses modéieéssont tous sur le méme plan et quels
mondes I'agent ne croit pas). Quant au résultat du procetsfission, c'est également un pré-ordre a
deux niveaux (on dispose des modeles et des contre-modéetgeupe), alors gu’en théorie du vote, le
résultat est soit un ordre total strict sur les alternatigeft une alternative particuliére.

Passons a présent aux principes attendus pour une méthedeed8ont-t-ils vérifiés par les opéra-
teurs de fusion contraintes ?

— De facon évidente, le principe d'universalité n’est pasfiéepuisque les mondes ne sont pas
ordonnés totalement, bien que les opérateurs de fusiomagmels opérent sur n'importe quel
profil de croyances et que les principe de non-dictaturevsoitié.

— Le principe d’'unanimité est vérifié grace au postléR), qui pose que si tous les agents sont
d’accord sur un monde, celui-ci fait partie des mondes tetelans la fusion.

— Enfin, le principe d'indépendance vis-a-vis des états ngpodibles n’est pas vérifié en général
par les opérateurs de fusion contrainte. On peut vérifiefexgmple suivant que les opérateurs
de fusion contraintedA™ ne vérifient pas ce principe.

Exemple 26. On considére trois agent&;, K et K3 dont les croyances sont représentées res-
pectivement par les ensembles de modfes, 111}, {001,010, 100} et {011,101, 110}. Alors
AP (K, Kq, K3})] = {001,010,011,100, 101,110} (voir tableauZP).

AT YKy, Ko, K3))
3
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WININNN NN

TAB. 2.2 — Fusion aved ">

Si I'on restreint 'ensemble des alternatives ('ensemiidés mondes) en retirant le mondél,
alors l'intensité avec lequel I'agent 1 croit aux autresemhiatives est modifiée, puisque cette in-
tensité dépend de ses modéles, et Hiiene fait plus partie de ses modéles. Or, cette intensité
influe sur le résultat de la fusion. Le résultat est difféyemt a dans ce cas

AT (K, Kq, K3})] = {001,010,100} (voir tableau[ZB). Cela montre que la préférence
du groupe est modifiée par rapport aux mon@és, 101, 110, alors que les préférences indivi-
duelles ne sont pas modifiées (pour I'agent 1, I'alternafioé est toujours préférée strictement
aux autres, comme au départ).
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TAB. 2.3 — Fusion aved ">

Le principe d'indépendance vis-a-vis des états non digpesivise surtout a éviter la comparaison
des utilités individuelles en économie. Lutilité peutétiue, en simplifiant, comme un score re-
présentant I'intensité avec laquelle un individu préfame alternative. La comparaison des utilités
est trés souvent vue comme génante, dans la mesure ou siividund affirme qu'il préfere 2
fois plus l'alternativer a I'alternativey, qu’un individu B affirme qu'il préfére 8 fois plus I'alter-
nativex a l'alternativey, rien ne permet de savoir si I'individB n’est pas 4 fois plus sensible que
A. Comme il n'y a pas d’échelle objective derriere ces notiduslité, il est sage de s’interdire
des comparaisons numériques, et de se limiter a des présaydi ne donnent pas d’'information
quantitative sur l'utilité des alternatives. Arrow citei@eam dandArr63] pour illustrer ce point :
"This is vain to talk of adding quantities which after the &auh will continue distinct as they
were before, one man’s happines will never be another mappiness : a gain to one man is no
gain to another : you might as well pretend to add 20 applesdtpé&ars..."

Dans le cas de la fusion, la chose est différente puisquetigité des préférences n’est pas décidée
a priori par les agents, mais dépend de I'opérateur utlligéa donc une réelle indépendance entre
les préférences des agents et I'utilité que I'opératewrcadfa chaque monde. On peut considérer
ici, pour la fusion, que I'opérateur permet la comparaises dtilités puisqu’il établit lui-méme
une échelle d'intensité de préférences commune a tous éedsagjui est de ce fait objective. En
fusion propositionnelle «pure», on a de fait une hypoth&seothmensurabilité liée a I'existence
de deux strates : pour chaque agent, un monde est retenur@gg@) pour exactement la méme
raison (étre un modéle -resp. un contre-modéle- des cregate|'agent).

Un autre point intéressant est soulevé par le théoréme dmGitSatterthwaite. Pour ce théoréme,
le principe d’indépendance vis-a-vis des états non petisne’est pas nécessaire, donc il semble
que les hypothéses de ce théoreme soient remplies. Cepeladgunestion est la signification
méme de la manipulabilité, qui pose probléme dans le cadta fision. En effet, dans le cadre
du théoreme de Gibbard-Satterthwaite, le résultat du wwtteirge alternative et on dispose des
préférences complétes de chaque agent sur 'ensembldelemtves. Il est donc simple de définir
la manipulation : un votant a intérét a mentir si cela lui perate faire élire une alternative qu'il
préfere a celle qui serait élue s'il était sincére. Dans treae la fusion, on ne dispose pas d’'un
classement complet entre chaque alternative pour lessademte part, et d’autre part le résultat
de la fusion n’est en général pas un monde unique. Il est dosaplicat ici de définir quel intérét
un agent a a mentir sur ses croyances ou ses buts.

2.3 Géneéralisation du Théoreme de Gibbard-Satterthwaite
Des travaux récents (volr IDS00, CZ02Z, BDS01]) ont portd'sitention du théoréme de Gibbard
et Satterthwaite a des procédures de vote qui sélectiomoanplus une alternative unique, mais

un ensemble d’alternatives. Ces procédures ne sont plusmietfons de choix social, mais sont
appelées desorrespondances de choix sociéh question qui se pose dans ce cadre, de méme
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gue dans la fusion, est de pouvoir déterminer les préfésathes agents sur les issues possibles du
vote (c’est-a-dire sur des ensembles d’alternatives) tr i leurs préférences individuelles sur
les alternatives.

Formellement, uneorrespondance de choix socist une fonctior” : L(A)" — 24, qui associe

a tout profil de préférenc® = (P,. .., P,) un ensemble d’'alternatives(P).

En général, la définition de la non-manipulabilité dans creéait appel a la notion dtilité. Une
utilité pour I'agent; est une fonction: qui associe un réel a chaque alternative, de fagon a respecte
les préférences de: u(x) > u(y) si et seulement si est une alternative strictement préféree a'y
pouri. u(x) représente en quelque sorte I'utilité pawte I'alternativer.

Pour Duggan et Schwartz [DS00], une manipulation est plessiibexiste un votant tel que pour
toute probabilité\ sur I'ensemble des alternativ€q P), pour toute probabilitd’ sur 'ensemble
des alternative€’(P’) choisi par la correspondance de choix social lorsque l'egeent, il existe
une utilitéu pour 'agenti surC(P) U C(P’) tels queX,copnN (z)u(z) > EpcopyA(@)u(z).

En quelque sorte, I'utilité globale est plus élevée poundividu ¢ s'il ment que s'il est sincére.
Ces auteurs ont alors montré que le résultat de GibbardrBathite pouvait s’étendre dans ce
cas. Plus précisément, s’il y a plus de trois alternativessipées, il n’existe pas de correspondance
de choix social non manipulable qui vérifie a la fois les ctiads suivantes :

(CS) Pour toute alternative, il existe un profilP tel quex € C(P) (Souveraineté Citoyenne
-0u surjectivité- de).

(ND) Il n’existe pasi tel que pour tout profiP et alternativer, {x} = C(P) siz est I'alternative
préférée de (Non-Dictature).

(RR) Pouri donné, si toutes les préférencBs.; sont les mémes, avecclassé premier ej
deuxiéme, et que la préférenceild’;, est soit la méme, soit contieptclassé premier et
deuxieme, alorg’(P) est un singleton (Résistance Résiduelle).

Interprétées dans le cadre de la fusion propositionnefie/o@ immédiatement que les deux pre-
miéres propriétés souhaitéd€S) et (ND), sont vérifiées. La troisieme, en revanche, n'est pas
vraie en général, comme le montre I'exemple suivant :

Exemple 27. On considére trois agent&’;, K, et K3 dont les croyances sont représentées
respectivement par les ensembles de modgles}, {001} et {111}. Alors la fusion du profil

E = {K;, K,, K3} basée sur la distance de Hammidg et I'une des fonctions d’agrégation
Max ouGMax est[AferJ({Kl,Kg,Kg})] = {011,101} (voir tableauZh).

w | K | Ko | K3 || AT MUK Ko, Ka)) | ATT M (K Ky, K3))
000 | 1 | 1 | 3 3 (3,1,1)
00i | 0 | 0 | 2 2 (2,0,0)
010 | 2 | 2 | 2 2 (2,2,2)
011 | 1 | 1 | 1 1 (1,1,1)
00| 2 | 2 | 2 2 (2,2,2)
01| 1 | 1 | 1 1 (1,1,1)
10| 3 | 3 | 1 3 (3,3,1)
il 2 | 2] o0 2 (2,2,0)

TAB. 2.4 — Fusion aved -/

Dans cet exemple, on peut voir qo@l est I'alternative préférée pour deux agents,1ét est
seconde, alors quéll est préférée pour le troisiéme agent(8tl est seconde. Cependant, le
résultat de la fusion n’est pas une alternative unique.

Ainsi, la condition(RR) n'est pas vérifiée en général dans le cadre de la fusion, egdbugt
Schwartz montrent dans I'article [DS00] que cette conditie peut étre relaxée.



2.4. Agrégation de jugements

Dans [BDSOL], S. Barbera, B. Dutta et A. Sen proposent une agie pour définir la notion
de manipulabilité lorsqu’un ensemble d’alternatives ékctionné. Ces auteurs utilisent non plus
des ordres sur les alternatives, mais sur les ensemblésrdatives, ce qui rend la définition de la
manipulabilité aussi simple que si l'alternative est ueigBour déterminer cet ordre a partir des
préférences sur les alternatives, ils supposent I'existeie fonctions d'utilité sur 'ensemble des
alternatives pour chaque agent, qui affectent des utilitéérentes a chaque alternative. lls sup-
posent également fixé un assignemgmsiur 'ensemble des alternatives (qui peut étre vu comme
une distribution de probabilité), tel que pour toute aktgire a;, A(a;) > 0 et ¥;A(a;) = 1.
Alors, ils peuvent définir une relation de préférence entressensembles d’alternatives pour un
agent. lls associent a chaque sous-ensemble un réel amdzsy a la somme des utilités des
alternatives du sous-ensemble pondérées par I'assighemaanalisé. Cette idée est finalement
trés proche de la proposition de Duggan et Schwartz, quulealt également I'utilité globale de
deux sous-ensembles d’alternatives a I'aide d’une uglitd’'une probabilité. La différence prin-
cipale entre ces travaux est que pour qu'il y ait maniputatiduggan et Schwartz imposent que
pour toute probabilité, il existe une utilité pour laquetkentir est plus profitable qu’étre sincére.
En revanche, Barbera, Dutta et Sen utilisent une seule lpitaéasur I'ensemble des alternatives
pour définir un ordre entre ensembles d'alternatives, et tionotion de manipulabilité. Barbera,
Dutta et Sen établissent dans [BD5S01] un théoreme compasatlui de Duggan et Schwartz.
Un intérét supplémentaire de cette approche est qu'ellagtate définir de nouvelles correspon-
dances de choix social, par exemple en choisissant commiléatétu vote I'union des ensembles
d'alternatives préférées. L'approche de Ching et Zhou [Z} &5t trés proche de celle que nous
venons d’évoquer du point de vue de la définition de la nonipodabilité. lls utilisent eux-aussi
des préférences sur les ensembles définies grace a ureattilih assignement.

2.4 Agregation de jugements

L'agrégation de jugements individuels sur des propositimerdépendantes est un domaine récent
en théorie du choix social. Alors que le domaine principdbdbéorie du choix social concerne I'agréga-
tion de préférences, c’est-a-dire I'agrégation de ratatide préférences sur un ensemble d’'alternatives,
I'agrégation de jugement a pour but d’agréger les jugem@nitisnon) individuels sur un ensemble de
propositions interdépendantes (exprimées en logiqueopitipnnelle).

L'exemple [KS93] suivant illustre parfaitement les diffiiéés particulieres que I'on peut rencontrer
en agrégeant des jugements individuels.

Exemple 28. On considére un tribunal constitué de trois juges, chargétdéuer sur la responsabilité

d'un employé accusé de rupture de contrat. Légalement,da est habilité a considérer I'accusé res-
ponsable lIégalement) si et seulement si un contrat valide était en placgdt si le comportement de
I'employé a eu pour conséquence la rupture de contfgtf@rmellement < v A ¢). On peut représen-

ter les jugements des trois juges dans le tab[edu 28, daneleq: et non indique respectivement que
le juge accepte ou rejette la proposition correspondante.

contrat validev | rupture du contrat | responsable
jugel oui oui oui
juge?2 oui non non
juge3 non oui non

TAB. 2.5 — Dilemme discursif

On peut vérifier que les jugements de chacun des juges forameahsemble cohérent, et qu’ils
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respectent la condition < v A ¢. Néanmoins, une majorité stricte supporte la propositiofkle
contrat est valide »), une majorité stricte supporte la mwsition ¢ («le comportement de 'employé a eu
pour conséquence la rupture de contrat»), et une majoritétstrejette la propositiorr («l'accusé est
responsable |également de la rupture de contrat»). Celatra@ue le vote majoritaire peut engendrer
un ensemble incohérent de jugements, méme si chaque easedituel de jugement est cohérent.

Le paradoxe illustré par cet exemple est appelé paradoxerdddqdoctrinal parado¥k ou dilemme
discursif discursive dilemnp Ce paradoxe est présent lorsque 2 agents ont des jugements cohérents
sur un ensemble de propositions, et que I'agrégation deugesrients par un vote majoritaire conduit
a un ensemble propositionnel incohérent. De nombreuxurafl2P04,[Die06] ont cherché a établir les
conditions d’apparition de ce paradoxe.
Soit F 'ensemble des propositions sur lesquelles des jugemeitsrd étre fait. On note, pour un
individu i, ¢; I'ensemble des formules queaccepte. En général, dans ce cadre de travail, on suppose
gue I'ensemble des jugements individuélsest cohérent, clot déductivement, et complgtest clot
déductivement signifie que &j entraine une propositiande F, alors; est dansp; («un individu accepte
les conséquences logiques de ce qu'il acceptg»@st complet signifie que pour toute propositipde
F, ¢; contientp ou —p. On appelle profil de jugements personnels I'ensemble. . ; ¢,,. Une fonction
d’agrégation de jugements associe a tout profil de jugements personnels un sous-elesente F
cohérent, cl6t déductivement et complet. On peut attenglta tbnctionf des conditions minimales :
— Domaine universel (U) f doit accepter n'importe quel profil de jugement comme entrée
— Anonanymité (A) Pour tout profil de jugemenfo;}; < i < n et toute permutatiow de
{L...on} f({dihi<icn) = F({@o() hr<i<n)-

— Systématicité (S)lt existe une fonctiory : {0,1}™ — {0, 1} telle que pour tout profil de jugement
{¢i}1<i<n dans le domaine dg,
f{#iti<i<n) = {¢ € F | 9(11(8),72(9), -, m(¢)) = 1}, ol pour touti € {1,...,n} et
¢ € F,vi(¢p) =18i¢ € ¢; ety (¢p) =0Si¢ & ¢;.

La condition(U) exige quef considére tout profil de jugement comme admissible. La ¢ciamgdi)
exige quef traite de fagcon équivalente tout ensemble de jugementicha#; quel que soit son rang
dans le profil. La conditiofS) impose que le jugement collectif sur une proposition ne dépejue de
I'assignement individuel sur cette proposition, et que Enrme assignement soit valable pour toutes les
propositions.

Alors, List et Pettit [LPO4] ont montré un théoreme d’'impbdie pour 'agrégation de jugement,
comparable au théoréme d’Arrow pour I'agrégation de peéfées :

Proposition 23. [LP0O4] Il n’existe pas de fonction d’agrégation de jugemsatisfaisant les conditions
V), (A) et(S).

Dans l'article [LPO#4], List et Pettit compare I'agrégatida jugement et I'agrégation de préférences,
dans le but de savoir si le théoréme d’Arrow et la proposii@rsont indépendants. |l apparait que les
deux théorémes ne sont pas des corollaires I'un de 'aur@Ii3, leurs travaux montrent que les moyens
d’échapper aux conséquences du théoreme d’Arrow et a delllespropositiol 23 sont les mémes. Pour
eux, c'est la démonstration que ces deux théorémes ne pepagrétre seulement interprétés comme
la preuve de I'impossibilité de deux méthodes d’agrégapiarticulieres, mais qu'ils doivent également
permettre de guider la recherche de solutions pour prerefrelécisions collectives et de connaitre les
limites de I'agrégation «automatique ».

Parallélement a ce travail pour rechercher une méthodeaeaters> d’agrégation de jugement (équi-
valent du théoreme d’Arrow), Dietrich_ [Di1eD6] c’est lui @éressé a un autre aspect important en théorie
du choix social, la manipulation. Dietrich n'autorise pasporte quel type d’ensemble pour la mani-
pulation. En effet, pour que; soit proposé a la place du véritable ensemble de jugemheie I'agent

62



2.4. Agrégation de jugements

i, il faut que¢; et ¢/ ait la méme cléture. La clbture d’un ensemble de formylesst 'ensemble des
propositionsp de F telles queA = p ou A = —p, pour tout sous-ensemblé de ¢. On considére qu'il
y a une manipulation si une décision concernant une propogitest inversée, c'est-a-dire que le profil
initial conduit & un ensemble cohérent qui entrginalors que le profil modifié conduit a un ensemble
cohérent qui entrainep. Dietrich explique dan< [Die(6] que la condition de systéaité entraine la
non-manipulabilité des fonction d’agrégation de jugement

Il donne un autre théoréme d'impossibilité, proche de cetilist et Pettit, dans lequel il définit
également des propriétés souhaitables pour une fonctagrétjation de jugement, qui sont les condi-
tions d’universalit§U) et de systématicitéS), plus la condition de non constan&), qui est la suivante :

Non constance (C)Il existe deux profils de jugements individu€l®; }1<i<,, et {®;}1<i<n SUrF
tels quef ({¢:}1<i<n) # f({¢i}1<i<n)-
Une fonction d’agrégation de jugement est dictatorialbexiste d (le dictateur) tel que pour tout

profil {¢;}1<i<n SUTF, f({di}1<i<n) = ¢a-
Le théoréeme d'impossibilité s’énonce ainsi :

Proposition 24. Si F contient au moins deux propositions (qui ne sont pas eqeiives entre elles, ou
équivalentes entre elles a une négation pres, ou tautalegicpu contradictoires), alors une fonction
d'agrégation de jugements satisfait(U), (S) et (C) si et seulement si elle est dictatoriale.

Ce domaine de recherche est trés récent en théorie du chumat. Quelques pistes pour échapper
a ces théorémes sont, comme pour le théoréme d’Arrow, deeretertaines hypothéses du théoréme.
Une autre piste est de travailler seulement sur des présisdépendantes, afin d’obtenir un ensemble
collectif de jugements cohérent (supprimer les dépendagiatee propositions).

63



Chapitre 2. Théorie du choix social

64



Deuxieme partie

Manipulation

65



66



Chapitre 3

Manipulation des processus de fusion
propositionnelle

Introduction

Les opérateurs de fusion propositionnelle ont pour objetiéerminer les croyances/buts d'un
groupe d’agents a partir des croyances/buts de chaque m@mulgroupe exprimés en logique proposi-
tionnelle. Bien que croyances et buts soient des notionscliss, les opérateurs de fusion peuvent étre
utilisés typiqguement pour fusionner des croyances ou dss Ainsi, la plupart des propriétés logiques
proposées par Revesz |Rev03, Rév97] et également par kogiet Pino PéreZ [KP98, KP02a] pour
caractériser des opérateurs de fusion de croyances refsopeuvent étre utilisées aussi bien bien pour
caractériser les opérateurs de fusion de buts rationnels.

Qu'il s’agisse de buts ou de croyances, dans de nombreugasais, les agents ont des préférences
sur les résultats possibles du processus de fusion (c@ise-des bases fusionnées). Lorsque I'on s'in-
téresse a des buts, un agent est sirement satisfait lorsglits individuels sont choisis comme buts
du groupe. Dans le cas de la fusion de croyances, un agenétpeutésireux d'imposer ses croyances
au groupe (c’est-a-dire «convaincre » les autres agemiggriculier parce que les décisions du groupe
peuvent étre prises en fonction des croyances du groupeueept donc concerner I'agent en question.

Si un des agents a une préférence sur le résultat de la fusitmteus les résultats possibles (i.e.
entre les différentes bases fusionnées possibles), il§eutenté de modifier le processus de fusion en
mentant sur ses vraies croyances, ou buts, si cela condué ieilleure base fusionnée de son point de
vue. Evidemment, les opérateurs de fusion non manipulaéle®nc capables de garantir I'équité entre
les agents lors du processus de fusion, sont préférablesudies.

Considérons a nouveau lI'exemple de fusion de buts des tnais @ui veulent programmer leurs
vacances (cet exemple sera utilisé comme exemple récalaasttoute la suite de cette partie).

Exemple 29. On a vu que les buts du groupe obtenus en utilisant I’opéraztc&:ﬂif”E sont soit d'aller a

la mer pour une longue période, soit d’aller a la montagnet de rester a la maison pour une courte

période. Ainsi, le groupe peut choisir d’aller a la mer senént pour une longue période, ce qui ne
fait pas partie des choix de Marie. Cependant, si Marie mémtrétend que, pour une courte période,
elle veut aller a la montagne seulement, ou rester a la maiatams le résultat du processus de fusion
sera différent. En effet, dans ce cas, et pour le méme opgrdés buts du groupe seront d’aller a la

montagne pour une courte période, ou de rester a la maisoguiceorrespond aux buts de Marie. Dans
ce cas, elle a tout intérét & mentir.

De facon similaire, le probléme de la manipulation doit éesidéré dans de nombreuses situations
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de fusion de croyances, simplement parce que des décisitinanelles sont typiquement prises en
fonction de I'état «réel» du monde. Lorsque les agents ontcdegyances contradictoires a ce propos,
la fusion des croyances du groupe permet de déterminet kéteel» du monde pour le groupe, et
manipuler le processus de fusion est un moyen de modifierdgmmces résultantes du groupe afin de
les rendre plus proches de ses propres croyances. En censégles futures décisions prises par le
groupe seront plus conformes aux décisions que I'agenttguises seul. Par exemple, supposons que
les trois amis soient d’accord pour abandonner l'idée deisére en montagne si le temps est mauvais.
Si Pierre croit que le temps va étre mauvais, alors il esteqtdte de tenter de manipuler les croyances
du groupe de maniére a faire croire au groupe que le tempsezan@uvais et ainsi de faire abandonner
au groupe la décision d'aller en montagne, ce qui est corgfd@rta décision qu'il aurait prise seul.

Il existe de nombreux cadres multi-agents dans lesquelagests échangent des informations et
doivent prendre des décisions individuelles basées sus [@oyances. Dans ce cas, la connaissance
est un moyen de tirer avantage de la situation et ainsi lestagat intérét a cacher ce gqu'ils savent
et a apprendre le plus possible des autres : étre mieux iB®ue les autres permet de prendre de
meilleures décisionmdividuellesqu’eux. Par exemple, Shoham et Tennenhdlfz T[$TO05] ont &tladi
calcul de fonction non coopératif : chague agent commundgiéinformation (honnétement ou non)
qui est ensuite utilisée pour calculer la valeur d’'une filamc(connue de tous) qui est ensuite retournée a
chaque agent; le but de chaque agent est d’obtenir la viériakeur de la fonction, et si possible d’étre
le seul a I'obtenir. Dans ce travail, I'information est culésée a un niveau abstrait. En supposant que
les informations sont des croyances et que la fonction espérateur de fusion, chaque agent voudrait
connaitre la base fusionnée et si possible étre le seul anl@atioe. En revanche, dans d'autres cas,
lorsque les décisions sont prises collectivement et s@@dsasur les croyances du groupe, les agents
sont srement satisfaits si les croyances du groupe sattigsale leurs propres croyances. Notre travail
s'est intéressé a ce type de cas, qui est présent dans desum@bsituations de la vie courante. On peut
illustrer de tels scénarios par un nouvel exemple :

Exemple 30. Un poste est disponible a l'université. La commission céardu recrutement doit déter-
miner le bon profil pour ce poste. Quatre critéres sont cofigd : le niveau de la recherche, la qualité
des enseignements, les qualités humaines, et les ancistesmhu candidat. En supposant qu’'un des
membres de la commission pense que les criteres importamnt$esniveau de la recherche et les quali-
tés humaines et qu'il est mieux de recruter un candidat qui arebon poste dans le passe, il sera plus
heureux du recrutement si le groupe partage ses convicigmepos du bon profil. Il peut étre tenté de
manipuler le processus de fusion pour atteindre cette Stna

Déterminer si un opérateur de fusion de croyances/buts a&sipoiable, et si oui, sous quelles res-
trictions on peut éviter toute manipulation est donc uneartgmte question. En effet, les opérateurs de
fusion ont pour fonction de caractériser les croyances/thutgroupe d’agents a partir des croyances/buts
de chaque agent du groupe ; évidemment cet objectif ne psuiitpmatteint si les agents ne fournissent
pas leurs «véritables» croyances/buts, ce qui peut étilerfeant le cas lorsque I'opérateur de fusion
utilisé est manipulable (les agents peuvent étre tentésamépurer le processus dans un tel cas).

Comme les opérateurs de fusion sont typiquement utiliss das systémes artificiels, on peut se
demander si le probleme de la manipulation est pertinerg darontexte. La réponse dépend principa-
lement du degré de sophistication des agents considéndsi, Aans le contexte d’'une base de données
distribuée, les agents (c’est-a-dire les bases de donn@&sg)aucune préférence ni évaluation de la base
fusionnée et le probléme de la manipulation n’a pas de sen®vanche, si les agents ont des buts et des
capacités de raisonnement, on ne peut pas exclure la gio&sjbie les agents soient capables de déceler
des faiblesses au sein du processus de fusion et de lestexgl@ur profit. Lorsque des agents artificiels
avec de grandes capacités de raisonnement sont consigguéshleme de la manipulation peut méme
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étre plus préoccupant que dans le cas d’agents humainss@ das capacités de calcul supérieures des
agents artificiels.

Le probléme de la manipulabilité est étudié depuis des am@@héorie du Choix Social. Un objec-
tif important est de déterminer les procédures d'agrégat®préférences (et en particulier les méthodes
de vote) qui sont non manipulables. Un résultat célebrehdereme de Gibbard-Satterthwaite, énonce
que cet objectif ne peut étre atteint : sous certaines hggethraisonnables, il n'existe pas de procédure
de vote non manipulabl&IGIbi73,-Sat75], voir le paragrdgheaXeule solution pour échapper a ce ré-
sultat est de relacher certaines hypothéses. Nous reviengtus en détail aux liens entre la fusion de
croyances et I'agrégation de préférence sefion 4.

La premiére contribution de cette thése est de proposeréfimétibn de la manipulation dans le cadre
de la fusion, et d’étudier la manipulabilité des opérateigréusion propositionnelle de la littérature, a la
fois dans le cas général et sous certaines restrictionss Nmus sommes focalisés sur les opérateurs dans
le cadre propositionnel parce que ce cadre est suffisammpréssif pour de nombreuses applications
en intelligence artificielle et aussi parce qu'il sembleungitde s'intéresser en premier au cadre le plus
simple possible, pour ensuite pouvoir généraliser I'étadies langages plus expressifs. Ce travail a
donné lieu aux publications [EKMD4, EKN re].

3.1 Définition de la manipulabilité

Le probleme de la manipulation dans le cadre de la fusiongeposer ainsi : un des agents peut-il,
en supposant qu'il connaisse les croyances/buts de chamunt et la méthode de fusion, modifier le
résultat de la fusion en mentant sur ses vraies croyan¢e&/bu

Sil'on peut répondre positivement a cette question, alopgtateur de fusion utilisé est manipulable
(un agent peut avoir intérét & mentir). Ainsi, un opérateufusgion est manipulable si I'on peut trouver
un profil E = {Ki,...,K,} représentant les bases de croyances des autres agentgnunaénte
d’intégrité i, et deux base& et K’ telles que le résultat de la fusion deet K’ est «meilleure» pour
I'agent que le résultat de la fusion deavec sa base de croyance véritallldappelée la base initiale).

Définir formellement ce que signifie « meilleur» passe damenbeése par I'introduction d’'un indice
de satisfaction :

Définition 32 (indice de satisfaction )
Unindice de satisfaction est une application dé x £ dansIR.

On peut alors définir la notion de manipulabilité pour un @edile satisfaction :

Définition 33 (manipulabilité)
Soit i un indice de satisfactionUn opérateur de fusiot estmanipulablepour i si et seulement si il
existe une contrainte d'intégrité un profil E = { K3, ..., K, }, une basds et une basé(’ telle que :

i(K, AL (EU{K"})) > i(K,AL(EU{K})).

En conséquence : un profil estmanipulable par une bask pour un indice; étant donné un opérateur
de fusionA et une contrainte d’intégritg si et seulement s'il existe une baké telle que :

i(K, A (EU{K'}) > i(K, A (EU{KY})).

Il'y a évidemment de nombreuses facons de définir la saiisfadtun agent étant donné le résultat
d’'une fusion, c’est-a-dire une base. Bien que de nombredéisitionsad hocpuissent étre considé-
rées, les trois indices suivants semblent étre pertinEmgju’aucune information supplémentaire n’est
disponible.
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Les deux premiers indices sont drastiques : ils prennentlieuv1 si I'agent est complétement
satisfait,0 s'il ne I'est pas du tout.

Définition 34 (indice drastique faible)On définit I'indice drastique faibleotéi,,, par :

) 1 siK A K estcohérent,
ta,, (K, Ka) = { 0 sinon.

Cet indice prend la valeur 1 si le résultat de la fusion (leeldasionnée, noté& » dans la défini-
tion) est cohérent avec la base de 'agdid,(et O sinon. Cela signifie que pour cet indice, I'agent est
entierement satisfait si et seulement si ses croyancesgbut cohérents avec la base fusionnée.

Exemple 31. Soit un agent dont les croyances sarit b. Il peut sembler raisonnable de penser qu’il est
plus satisfait par une base fusionnée équivalenigjae par une base fusionnée équivalentebaparce
la premiére est compatible avec ses croyances (elles onbdéleen commun), et pas la seconde (elles
n’ont aucun modéle en commun). Pour l'indice drastiqueléibagent est entierement satisfait par la
premiére base et pas du tout par la seconde :

— ig,(aNba) =1,

— iq, (a Ab, —\b) =0.

Définition 35 (indice drastique fort) On définit l'indice drastique forhotéi,, par :

. 1 siKalK,
ia, (K Ka) = { 0 sinon.%

Cet indice prend la valeur 1 si la base de I'agent est une qomsée logique du résultat de la
fusion, et 0 sinon. Pour étre totalement satisfait, un adeittimposer ses croyances/buts a 'ensemble
du groupe.

Exemple 32. Si I'on considére de nouveau I'exemple précédent b, a et —b), on peut penser qu'’il
n'y a pas de raison d'étre plus satisfait par la premiére basgonnée que par la seconde, puisqu'il y a
encore une chance dans le premier cas que la décision priske ggoupe repose sur un contre-modele
des croyances de I'agent, et soit donc différente de cellié aurait prise seul. On a pour l'indice
drastique fort dans ce cas :

—ig,(anb,a) =0,

— g, (a Ab,—b) = 0.

L'agent n’est pas plus satisfait par la premiére base quelpaeconde.

En revanche, un agent dont les croyances am#ra a coup sdr plus satisfait par une base fusionnée
équivalente a A b (qui constitue un renforcement de ses croyances) que pabasefusionnée équiva-
lente aa V b. Pour l'indice drastique fort, I'agent est entierementistgit par la premiere base et pas du
tout par la seconde :

— ig,(a,a ND) =1,

— ig,(a,aVb)=0.

Il est intéressant de constater que l'indice drastique I&ite fait aucune distinction entre ces deux
bases, pour cet indice en effet I'agent est entieremergfaétdans les deux cas :

— ig,(a,a ND) =1,

— ig,(a,aVb)=1.

Cet exemple illustre le fait qu’il est nécessaire dans oesteas de pouvoir mesurer la satisfaction
d'un agent plus finement que par les indices drastiques, edont pas aptes a distinguer certaines
nuances (ils ne prennent que deux valeurs). Ainsi, le deimdé&e proposé n’est pas booléen, conduisant
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a une notion de satisfaction plus graduelle. Plus la baserfuée est compatible avec la base de I'agent,
plus I'agent est satisfait. Le degré de compatibilité/deavec Ko est la proportion de modéles dé
dansKx :

Définition 36 (indice probabiliste) On définit l'indice probabilistenoté:, par :

#([E] N [Ka])

WK Ka) = =)

Quand#([Kal]) = 0, on pose, (K, Ka) = 0.

ip(K, Ka) est la probabilité d’obtenir un modele dé a partir d’'un tirage uniforme d’un modeéle
de KA. Cet indice est minimal et vaut 0 quand la base fusionnée niéeod aucun modéle d&’, est
maximal et vaut 1 quand tous les modeéles de la base fusioonédes modeles d&'.

Exemple 33. Considérons les exemples précédents pour illustrer le cowment de l'indice probabi-
liste :

ig,(anbya) =1, g (aAba)=0, iylaAba)=3.
id, (@ ANb,—b) =0, ig (aNb,—b) =0, iy(aAb —b)=0.
id,(a,a ND) =1, ig(a,anNb)=1, i,(a,aNb)=1.
idg,(a,aVb) =1 ig (a,aVb)=0, z'p(a,a\/b):%.
On peut se figurer sur cet exemple que ces trois indices npasindépendants. C’est effectivement
le cas :

Proposition 25.
1. Siun opérateur de fusion est manipulable pgyr, alors il est manipulable pout,.
2. SoitA un opérateur de fusion qui génére uniguement des basesarubdt. SiA est manipulable
pour g, il est manipulable pout,,.

Preuve:

1. Supposons qua,, est manipulable pouy;, . Alors il existe un profilE, une basés, une basex’
et une contrainte d’intégrite telles que :

i,y (K, A (B U{K})) <dg, (K, Au(EU{K'}))

Commeig, ne prend que deux valeurs,0ou 1l,ona:
(@) iq, (K, A (EU{K})) =0,doncA,(EU{K}) A K nest pas cohérent, et
(b) iq, (K, A (EU{K'})) =1,doncA,(EU{K'}) A K est cohérent.
#KINAL(EUED]) _
#([Au(BL{K})])

(K]N[AL(EU{K"})])
#([Au(EULK'})])

(1) implique que

(2) implique que# > 0.

Ainsi,

ip(K, Ap(E U{K})) <ip(K, Au(EU{K'}))

etA, est manipulable pout,.

3i.e. A, (E) est cohérent pour tout.
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2. Supposons qua,, est manipulable pouy, . Alors il existe un profilE, une basés, une basex’
et une contrainte d’intégritg tels que :

ia, (K, Ap(BU{K})) <ig, (K, Au(EU{K'}))

Commeig, ne prend que les valeurs 0 et 1, on obtient :
(@) iq, (K, A (EU{K})) =0etA,(FU{K}) £ K, et
(b) g, (K, AL (EU{K'})) =1etA,(EU{K'}) E K.

impli o (KIN[AL(EL{K D)) imoli FUKINAL(E{K D) 1 g
(1) implique que #([Au(g“u{K})]) # 1. (2) implique que #([Au(%u{K’})l) =1siA,(EU

{K'}) est cohérent (ce qui est le cas pour I'opérateur considére).
Ainsi,

ip(K, A (EU{K})) <ip(K, AL (EU{K'}))

etA, est manipulable pout,.

|
En revanche, on peut facilement prouver que la manipulé@ipbur les indices drastiquesg, etig,
sont des notions logiqguement indépendantes dans le casab@méopérateur peut étre manipulable pour
I'un et pas pour l'autre, il peut I'étre pour les deux ou poucan).
Pour illustrer les notions introduites, nous revenonsxebheple récurrent, et donnons des arguments
formels expliguant comment Marie peut manipuler le proggsk fusion :

Exemple 34. On considére trois bases;, K», K3 telles que K] = {000,001,111} (les souhaits de
Marie), [K>] = {110,001} (les souhaits de Alain) éf(3] = {110,000} (les souhaits de Pierre). Il n’y
a pas de contraintei/(= T).

(AP ({ Ky, Ky, Ks})] = {000,001, 110} etig, (K1, AT ({Ky, Ky, K3})) = 0.

Si Marie fournit la base, avec|K}] = {000,001} & la place dek, alors [A%" > ({ K}, Ky, K3})] =
{000, 001} etig, (K1, A% > ({K}, Ky, K3})) = 1. Voir le tableauZ31L pour les calculs.

2

ATTY (K1, Ka, K3}) | AP (K], Ka, K3})
1 1

w
000
001
010
011
100
101
110
111

=
= <~

O»—I»—Il—ll—l»—‘OON

l\Dl\D}—'F—"—‘)—‘OON

| of | | | =] of = X

=L S e e K

DO| b=t | | COf W[ COf =
B D[ | COf | Cof =

TAB. 3.1 —A?#-* est manipulable poui, .

3.2 Résultats de manipulabilité

Le probléeme de la manipulabilité est multi-dimensionnat,de nombreux parametres interviennent :
l'indice considéré, le nombre de bases fusionnées, lampeésau I'absence de contraintes d’intégrité...
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3.2. Résultats de manipulabilité

Dans le cas général, les familles d'opérateurs de fusiogséectionnent des modéles ou des formules
sont manipulables pour les trois indices définis. Cela Bggu'il existe des opérateurs de chaque famille
qui sont manipulables.

Cependant, en considérant certaines restrictions paoragp cas général, on obtient des résultats
de non-manipulabilité. En étudiant les différentes restms possibles de facon systématique, on peut
obtenir les limites entre manipulation et non-manipulapour les opérateurs de fusion propositionnelle
de la littérature.

Quelles restrictions considérer pour la fusion ?

— Une premiére restriction concerne le nombre de basegiparit a la fusion. La question est la
suivante : le nombre de bases impliquées dans la fusioh weiinfluence sur la manipulabilité
d’'un opérateur ? Nous verrons qu'en général, on peut répqgrukitivement a cette question.

Plus précisément, un palier intéressant est obtenu pow agents : dans certaines situations,
aucune manipulation n’est possible pour deux bases, aldever plus de bases, elle devient
possible. Comme la base tautologique joue typiqguementlanadiélément neutre » pour tous les
opérateurs considérés, ce qui signifie que pour But, on aA,(F) = A,(E U {T}), siun
opérateur est manipulable pour des profils avdrases, il est manipulable pour des profils avec
m > n bases.

— Un autre paramétre est la complétude des bases de crojmnseate I'agent cherchant a manipu-
ler. Dans certains cas, ce type de croyances/buts interdé tnanipulation.

— Un troisiéeme parameétre important est la présence de aueisad’intégrité. En effet, la présence
de contraintes d’intégrité non trivialeg & T) peut permettre une manipulation, alors qu’elle est
impossible sans contrainte d'intégrité, et le contraiteégalement vrai.

— Une restriction peut également étre faite sur les strasémgceptables. Dans le cas général, I'agent
manipulateur est libre de présenter n'importe quelle bagane si elle est assez éloignée de ses
croyances/buts réels. Cependant, il existe de nombreitsaichs ou les agents participant a la
fusion ont des connaissances partielles des croyanceslesiautres agents. Par exemple, dans un
cadre de résolution coopérative de problémes, il peut éuielé que n'importe quel agent pouvant
répondre a une requéte en un temps limité doit la communmwerautres agents. A l'inverse, le
protocole de communication peut les obliger a informer l@sea agents qu'ils sont définitive-
ment incapables de répondre a la requéte. Ce genre d’éclanfpgmations permet a tous les
agents d'avoir une connaissance partielle des modeélessocotére-modéles des véritables bases
de croyances/buts des autres agents. Evidemment, si oattaissance contredit la base présen-
tée, I'agent manipulateur risque d’'étre démasqué. Dangtie, :ious étudierons deux restrictions
sur les stratégies possibles (et les notions correspaggldatmanipulabilité) : la manipulation par
érosion (resp. dilatation) qui permet de reporter seulérara basek’ logiquement plus forte
(resp. plus faible) que la base réelfe La manipulation par érosion (resp. dilatation) est sirg po
'agent manipulateur quand tous les autres agents ont temigzances sur une partie des contre-
modeéles (resp. modéles) des véritables croyances/butpe@rnvoir la manipulation par érosion
comme un mensonge par omission (on ne présente qu'une garsies modeéles), et la manipula-
tion par dilatation comme un mensonge par spécialisatimmdlitable base est une spécialisation
de la base présentee).

3.2.1 Opérateurs a sélection de modéles

Le premier point est qu’il n’y a pas de résultat général demamipulabilité (i.e. s’appliquant a toute
fonction d’agrégation et toute distance) : nous n’avonsgtrenu dans le cadre de la fusion de résultat
d’'impossibilité comparable au théoreme de Gibbard et 8atihite pour cette famille d’opérateurs.

Cependant, nous avons obtenu certains résultats de napuianilité assez généraux. Les trois
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Chapitre 3. Manipulation des processus de fusion propmitelle

propositions suivantes présentent ces résultats de naiputabilité, du plus général (pour toute fonction
d’agrégation quand la distance drastiglijgest considérée), aux plus spécifiques (pour toute distance
lorsque la fonction d’agrégation €5) :

Proposition 26. Soit f une fonction d’agrégation quelconquéZD’f n’est manipulable pour aucun des
indicesiy, iqy tigs.

Preuve:

la preuve est organisée en trois parties : par I'absurde, antre que I'utilisation de la distance dras-
tigue entraine que la distance minimale entre un modejeetd LI { K } est égale a la distance minimale
entre un modele de et E LI { K'}. Ensuite, il est facile de prouver que le nombre de modeles @st
plus élevé dan& LU { K'} que dansE' LI { K'}. Finalement, on montre que le nombre de contre-modéles
de K’ est plus élevé dan® L { K’} que dansF LI { K}, ce qui entraine une contradiction.

Grace a la propositiof”25, on sait que si un opéramﬁl’?’f est non manipulable pouy, il est
aussi non manipulable pouy, etig, . Ainsi, si 'on prouve la non-manipulabilité dé;ﬁD’f pouri,, on
prouve également la non-manipulabilité pour les deux autrdices. Nous allons prouver cela avec un
raisonnement par I'absurde : supposons qu'il existe unab@ér de fusiomﬁD’f, oudp est la distance
drastique eff est une fonction d’agrégation, qui est manipulable pguAlors, il existe une contrainte
d'intégrité ., un profil £, et deux basek et K” tels quei, (K, A/ ({KYUE)) < iy (K, AP ({K'}U
E)), ce qui est équivalent a

#(K]N[E 28 K] #(K] 0 [E A7 KY)
#(E 0377 K)) #([E 0 K)

ol E AP K est une notation plus légére patf?/ ({ K} U E)). On note aussi,i, (EUL T {K}) =
min({dp(w, EU{K}) | w = p}, <).

On va a présent montrer qdg,;, (FE uﬁD’f {K}) = dmin(E uﬁD’f {K'}):

— Tout d’abord, on peut remarquer qiékK, E AP K) £ 1: en effet, sii, (K, E AP K) =1,
alors I'indice de satisfaction prend sa valeur maximalesildonc impossible de I'augmenter.
Commei, (K, E AP K) < 1, 0n a#([K] N [E AP K)) < #([E AP K]), doncily a au
moins un modéle d& AﬁD’f K qui n'appartient pas & :

Jwr = (-K) A pdp(wi, EU{K}) = dmin (B LT {K}).

Commew; = (=K) A p, on adp(wy, K) = 1 et cette distance est maximale (puisqglg est
la distance drastique). On a immédiatement dyéw:, K) > dp(wi, K'). Ainsi dp (w1, E U
{K?}) > dp(w1, EU{K'}) (car la fonction d’agrégatiorf est croissante).
Commedp (wy, EU{K}) = dpin(E U {K1), on obtientd,,,, (E L {K}) > dp(wi, EU
{K'}). De plusdp(wi, E U {K'}) > dyin(E U7 {K'}) par définition dumin et comme
w1 | p,0na

rmin (B U2 {K}) > doin (B U2 {K'}) (%).

— On peut aussi remarquer qyg¢k, E AP K'Y + 0 : en effet sii, (K, E AP K') = 0, alors
ip(K,E AfﬂD’f K') est minimal, donc la valeur prise pgy n'a pas augmenté, ce qui contredit
I'hypothése de manipulation.

Sii, (K, E AP K'Y + 0, alors on peut trouver au moins un modéleffie ;. dansk Af> K :
Ay = K Ap,dp(wi, EU{K'}) = dmin (BT {K'}). Puisques; = K, onadp(wy, K) =0
et comme cette distance est minimale, oddw1, F U {K}) < dp(wi, E U {K'}), et donc
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3.2. Résultats de manipulabilité

dp (w1, EU{KY}) < dpin(EUPT {K'}), parce quelp (w1, EU{K'}) = dpmin (E U {K'}).
De plus,dp (w1, EU{K}) > dmin(E I_IﬁD’f {K}) par définition dunin et puisquev; = p. On
adonc:
d b . d 9
rnin (B WP {K}) < doin (B UIPT {K'}) (55).
A partir des inéquations (*) et (**), on obtient :
dp, _ , dp,
rmin (B P {K}) = dyin (B LT {K'}). (3.1)

On va montrer qu’on peut seulement augmenter le nombre deeemrodeles dé& dansEAZD’fK’,
et diminuer le nombre de modeles AedansE AﬁD’f K’

— Soitw un contre-modéle d& qui est un modéle d& A% K :w = (-K) A (E AP K).
Commew E —K, on adp(w,K) = 1 et cette distance est maximale. Aingh(w, K) >
dp(w,K"). Alors :

dp(w,EU{K}) >dp(w, ELU{K'}) (3.2)
parce que la fonction d’agrégatighest croissante.
Puisquew = E AﬁD’f K,on adp(w,FE U{K}) = dpin(E I_JZD’f {K}). Avec [(32), on a
Ain (B USPT {K}) > dp(w, EU{K"}).
commed, i (E U2 {K}) = dpin(E U2 {K'}) avec [31L), on obtient d,,q, (E L
{K'}) > dp(w, EU{K"}).
Par définition dunin et commev = p (carw = E AZDJ K), on déduit quev est un modéle de
E NPT K
On peut conclure que tout modéle EeAﬁD’f K qui n’est pas un modéle d€ est un modéle de
E NPT K Ainsi: [-K] N [E AP K] C KN [E AP K,

— Finalement, soit un modele de< qui est aussi un modéle dﬁAﬁDﬂ[ K':
wke KA (E AP K.

Commew | K,onadp(w, K) = 0 et cette distance est minimale. Aleis (w, K) < dp(w, K'),
et:

dp(w,EU{K}) <dp(w, EU{K'}) (3.3)
car la fonction d’agrégation est croissante.
Commew = E AZD’f K',on adp(w, EU{K'}) = dpin(E uﬁD’f {K'}). Avec (33), on a
dp(w, EU{K} < dyin (B LI {K'}).
Puisqued, i, (B UL {K}) = dpin(E U2 {K'}) avec [Z1), on obtientp (w, B L {K} <
Amin (E Uﬁ&f {K}).
Par définition dunin et commew = u (parce quev = F AﬁD’f K'), on déduit quev est un
modéle def AP K
On peut conclure que tout modeéle Eeﬁﬁ“f K’ qui est un modeéle d& est aussi un modéle de
E NPT KNl s'en suit quelK] N [E AT K C [K] N [E AP K.

Comme on peut uniguement augmenter le nombre de contrelesode X’ dansE Aﬁ“f K’ et
diminuer le nombre de modeles dédansE AfﬂD’f K, la proportion de modéles d€ dansE AﬁD’f
K’ est inférieure & celle dang A%/ K. Cela contredit I'hypothése et montre qué”*/ est non
manipulable pouf,. On en déduit la non-manipulabilité pour les trois indices.

a

Proposition 27. Soitd une distance quelconque. En supposant que deux bases eatitemt fusionnées,
A% nrest pas manipulable pou,, ni pour .
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Preuve:

dans cette preuve, on montre d’abord que la fusion de deugsbast cohérente avec chacune de ces

bases. Alors, la proposition suit immédiatement.
La non-manipulabilité pour ces deux indices drastiquesiestconséquence directe de la propriété
suivante :

Lemme 28.Si E = { K, K2}, alors Aflr’E(E) N K et AflﬁZ(E) N Ky sont cohérents.

Preuve:
on montre quefkflr’z(E) A K est cohérent (le cas restant est identique par symétrie).

Raisonnement par I'absurd@n suppose que pour deux bagéset K, A‘#E({Kl, Ks}) n'est pas
cohérent aved(;. On peut déduire que :

' | K Yw = Ky d(w, K AYE Ky) > d(W, K A K),

ol K, A% K, est une notation plus légére &> ({K,, Ky}).
Commevw = K,d(w, K1) =0,0n adw’ = - K;,Vw = K1, d(w, K2) > d(W', K1) + d(W', K3).
En particulier, si I'on considérey, = K; tel qued(w’,wi) = d(vw', K1) (un tel w; existe par
définition ded(w’, K1)), on a :d(wy, K2) > d(w',wq) + d(w', K3).
De méme, en considéramt = K> tel qued(w’,wq) = d(w’, K2), on obtient :

d(wy, K2) > d(W',w1) + d(w' ws) (x).

Par définition del, on aVw = K», d(w1, K2) < d(wi,w) ; en particulierd(w;, K2) < d(w1,ws).

Par transitivité de<, et avec (*), on obtientl(wy,ws) > d(w',w1) + d(w',ws). Ce qui contredit
l'inégalité triangulaire.

O

On peut a présent démontrer la proposition principale :

Indice drastique faiblePour deux base#; et K5, on a toujoursiy, (K1, K1 A Ky) = 1, car
Aflr’z({Kl, K>}) A K est cohérent (lemnieR8), donc aucune manipulation n’esilgesi,,, est maxi-
mal).

Indice drastique fortSi A‘#E est manipulable, alors on peut trouvéf tel que :

ia, (K, AT ({Ky, Ko ) < g, (v, AT (KT Ka)).
Pour I'indice drastique fort, cela signifie exactement que :

ia, (K1, AT”({K1} U {F>}) = 0

et
ia, (K1, A" ({K{} U {F}) = 1.
Alorson a:
ATE (K, KY) B K (3.4)
et:
AYE((K] K)) E K (3.5)

CommeA%™({K}, K»}) A K- est cohérent (lemmgR8), on peut trouver = K, tel quews =
A% (K, Ko}). Avec [3B), on peut conclure que = K, aussi.

Ainsi on awy = K7 A Ko, et on peut conclure qué,.;,({ K1, K2}) = 0. Comme conséquence,
pour tout modelev de A‘-ir’z({Kl,Kg}), on ad(w,{K1,K3}) = 0. Alors Vw = A‘-ir’z({Kl,Kg}),
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d(w, K1) = d(w, K3) = 0, etvw = A2*({K}, K»}),w = K1 A K. Cela contredit[314), donc aucune
manipulation n’est possible.

Proposition 29.
Pour une distance quelconqueAﬁ’Z n'est manipulable pour aucun des indiagsigq,, etiqs lorsque
la base initiale K est compléte.

Preuve:

Indices drastiqued.a propriété est une conséquence directe de la propoSifipgut montre que

si Afljz est manipulable pouiy, etigz, par une basés, alors il est manipulable par érosion. Mais une
manipulation par érosion est impossible lorsdtieest compléte, puisqu'alors la base ne compte qu’un
unigue modéle.

Indice probabilisteRaisonnement par I'absurdesupposons gu’il existe un opératesz;E, oud est
une distance quelconque, qui est manipulable ppuétant donnée une base compléfg, . Alors on
peut trouver une contrainte d’intégrité un profil £, et une basé”’ tels que :

ip(Kuy, Ay ({wr1} U E)) < (Ko, A= ({K'} U E)).

Si ip(le,Aﬁ’E({wl} L E)) = 0, alors on a égalemen’gw(le,AZ’z({wl} L E)) = 0. Dans ce
cas, une manipulation pouy impligue une manipulation poug,, , et on a vu qu’aucune manipulation
n’est possible pouiy,,. En conséquence, on peut supposerzg(lﬁ’wl,Aﬁ’Z({wl} U E)) # 0. Cela est
équivalent a :
#({w1} N[E AL {wi}])
#([E A {w1}])

(ou E AY {w:} est une notation plus légeére 4™ ({w; } U E)).

Cette constatation nous permet de conclure quesst un modele d&v AE {w1}. Pour augmenter
ip({wi}, Aﬁ’E(K’I_lE)), il faut donc réduire le nombre de modélesEIAE K' par rapport éEAE {w1},
sans retirew; de [E AE K']. On doit donc trouvews # wy tel que :

£0

wy = EAY {wi} etwy fr EAY K

Alors,wy = petona
d(u}g, EU {wl}) = d(wl, EU {wl})

et
d(WQ,E (] {K’}) > d(wl, EU {K’})

(carw; estun modele d& A {w,} etdeE A% K'). Avec la fonction d’agrégatiot, on obtient :
d(w2>w1) + d(w2> E) = d(wh E)

et
d(wa, K') + d(wa, E) > d(w1, K') + d(w1, E).

En remplacant/(w, F) pard(ws,w) + d(wz, E), on a:
d(w2, K') + d(w2, E) > d(w1, K') + d(wa, w1) + d(w2, E),
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donc
d(WQ,K,) > d(wl, K/) + d(WQ,wl).

Siw] estun modéle d&’ tel qued(w;, K') = d(w1,w}), alors on obtient :
d(wa, K') > d(wy,w]) + d(wa,w1).

De plus, par définition dwnin, on ad(ws,w;) > d(ws, K'), donc :
d(wa, w]) > d(wy,w]) + d(wa,w1).

ce qui contredit I'inégalité triangulaire que doit vériflardistancei.
Il'y a donc non-manipulabilité dAfl;Z pouri, si la base initiale est compléte.

O
Il est intéressant de noter QMD’E (qui coincide aveQSﬁD’GM “*) correspond a la procédure de

vote appeléapproval voting(i.e., le vote par simple majorité a partir de I'union desalatives préférées

de chaque agent) lorsqu’aucune régletidebreakn’est utilisée. On peut voir dans [Vor06] que cette
regle échappe au théoreme de Gibbard-Satterthwaite Bisgupréférences sont représentées par une
bipartition. Vorsatz montre que si les individus ont desgnences biparties, une fonction de choix social
est anonyme, neutre, strictement monotone et non manlpusilet seulement si c’'est la procédure
d’approval voting. On voit donc que les définitions choislass le cadre de la fusion pour les indices de
satisfaction sont cohérentes avec les résultats obtentigerie du choix social, lorsque ces domaines
sont comparables (bipartition des préférences).

Comme le montre 'exemple récurrent, la famille obtenue emsiwérant la distance de Hamming
est, elle, manipulable. Nous allons a présent nous ingrassette famille, et considérer successivement
les opérateurs obtenus en utilisantG M ax et M ax comme fonctions d’agrégation.

PourAﬁH’E, le nombre de bases et la présence de contraintes d'idtégritt importants. Pour cet
opérateur, on peut fixer précisément la limite entre maalplité et non-manipulabilité (dans les pro-
priétés qui suiventil représente la base initiale #{ ) le nombre de bases dans le prdfi :

Proposition 30.
uw=Tet#(E) =2,
- AﬁH’E n'est pas manipulable pouy,, ouiy, Si et seulement ou
K est compléte.

- Aﬁ’*z n’est pas manipulable pouy, si et seulement gk est compléte.

Preuve:
les proposition§ 39 €27 entrainent immédiatement lagastde la preuve, avec la distance de Ham-
ming dy a la place d'une distance quelconglie
Pour la partie= de la preuve, nous allons montrer par des exemples de maIilthmquueAﬁH’Z est
manipulable dans les autres cas.
— Les premiers exemples montrent qﬁé”’Z est manipulable pouky,, et pourigs Si (u Z T ou
#(E) > 2), et siK n'est pas complete.
Indice drastique faible
— igw €t £ T (K n'est pas compléte).
On considére la contrainte = a V b et les deux base&; et K, définies par leurs en-
sembles de modéleg k] = {00,01} et[Ky] = {10}. On a[A% > ({K,, K,})] = {10} et
igw (K1, A ({ K|, K5})) = 0. Silagent dont la base esf; donneK/, avec|K)] = {01} &
la place dek;, on obtienf AL > ({ K}, Ky})] = {01,10, 11} etig, (K, AP ({K], Ky})) =
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1. Cet exemple montre la manipulabilité déH’E siu £ T, méme s'ily a seulement deux bases
dans le profil. Les calculs sont détaillés dans le taHleduL®® interprétations qui ne satisfont
pas la contrainte sont grisées.

w | du(w K1) | du(w,K)) | du(w, Ko) || AT ({K1, Ko}) | ARTY({K], Ka})
00 0 1 1 1 2
01 0 0 2 2 2
10 1 2 0 1 2
11 1 1 1 2 2

TAB. 3.2 — Manipulabilité deﬁfﬁ’z pourig, avecu % T.

— iqw €t#(E) > 2 (K n’est pas compléte).
On considéréK, ] = {00, 10}, [K»] = {01,10,11} et[K3] = {01}. Alors
Afer’E({Kl, Ky, K3}) aun modéle uniquel etig, (K7, Afer’E({Kl, Ky, K3})) = 0. Sil'on
considére & présetit] avec[K}] = {10} & la place dek, alors[A% ¥ ({K], Ky, K3})] =
{01,10,11} etig, (K, A>({K}, Ky, K3})) = 1. Voir le tablealZ31.

w | Ki | K| | Ko | K3 [| A2 ({K1, Ko, K3)) | A" ({K], K2, K3))
00 0 | 1 | 1 | 1 2 3
01| 1 | 2 | 0] 0 1 2
0] 0] 0] 0| 2 2 2
1| 1 ] 1 ] 0 | 1 2 2

TAB. 3.3 — Manipulabilité de\?”"> pouri, avec trois bases.

Indice drastique fort

— igs €tu £ T (K n'est pas compléte).
On considére la contrainfe= (a/Ab)V(aA—bA—c) et les deux bases; et K définies par leurs
ensembles de modeéle§i;] = {000,111} et[K5] = {000,001}. On a]AY > ({K;, Ky})] =
{111,100} etig, (K, A% >({K;, K2})) = 0. D’un autre coté, si I'agent dont la base ést
donnek?, avec|K)] = {111} & la place deK, on obtient{A% > ({K}, K,})] = {111} et
z’ds(Kl,AﬁH7Z({K{,K2})) = 1. Cet exemple montre la manipulabilité délLH’E pour iy Si
u Z T, méme s'il y a seulement deux bases dans le profil. Les déieslgalculs sont reportés
dans le tableali 3.4.

w | K1 | Kp | Ky || AJPY({K1, Ka}) | ARFP({KY, Ka})
000 0 3 0 0 3
001 1 2 0 1 2
010 1 2 1 2 3
011 1 1 1 2 2
100 1 2 1 2 3
101 1 1 1 2 2
110 1 1 2 3 3
111 0 0 2 2 2

TaB. 3.4 — Manipulabilité deﬁfﬂH’E pourigs avecu £ T et deux bases.

— igs €t#(F) > 2 (K n'est pas compléte).
On considére les trois basés, K et K3 avec[K;] = {000,001, 111}, [K»] = {110,001} et
[K3] = {110,000}. Alors [A%"*({ K/, Ks, K3})] = {000,001, 110} et
ias(K1, AT ({ K1, Ks, K3})) = 0.
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Chapitre 3. Manipulation des processus de fusion propmitelle

Si 'on considerek| avec[K}] = {000,001} & la place d&’, alors| A% > ({ K}, Ky, K3})] =
{000,001} etig, (K1, AY>({K}, Ky, K3})) = 1. Voir le tableau 35b.

ATTY (K1, Ka, K3}) | AP ({K(, Ka, K3})
1 1

w
000
001
010
011
100
101
110
111

=

=~
N
w

O»—I»—Il—ll—l»—‘OON

l\Dl\D}—'F—"—‘)—‘OON

| of | | | =] of = X

»—IOM!—IM»—A»—AON

DO| b=t | | COf W[ COf =
B D[ | COf | Cof =

TAB. 3.5 — Manipulabilité de\?#-* pouri,, avec trois bases.

— L'exemple suivant montre qu&fﬂH’E est manipulable pouy, si K n'est pas compléte.
A partir du tableal=316, on peut prouver la manipuIabiIitéﬁd}@'’E pouri, (méme s’il y a seule-
ment deux bases dans le profil etisi= T). On considére les deux bas&s et K, définies
par leurs ensembles de modéldgs(; | = {000,001, 010,100} et [K»2] = {110,011,101,111}.
On a[A% > ({Ky, K»})] = {001,010,100,110,011, 101} eti, (K1, AL > ({Ky, Ko})) = 3.
Si I'agent dont la base edt; donne K7, avec[K)|] = {000}, & la place dek, on obtient
(AP ((K1 Ka})] = {000,001,010, 100,110,011,101} et
Z'P(Kvlv Al'il'HZ({Ki? K2})) = %

w AV (K1, Ko} | ATTE({KY Ka))
000
001
010
011
100
101
110
111

=
=~
N

I\DHHOI—'OOON
WMMH[\DP—'P—'ON
OOOP—'OP—'P—'[\DN
NI R
WINININNNNN

TAB. 3.6 — Manipulabilité dekfer’Z pouri, si K n'est pas complete.

O

Pour la famille d’opérateurs de fusion par sélection de nesdébtenue en considérant la fonc-
tion d’'agrégationGMazx, on obtient des résultats beaucoup plus contrastés. En leffeopérateurs
AﬁHﬁM‘“ sont en général manipulables, méme dans des situatiomestésintes :

Proposition 31.
— AlmGMaz est manipulable pour chacun des indices de satisfadtigreti,, méme sjy = T, K
est compléte et (E) = 2.
— AdmGMar pest nas manipulable pour lindice de satisfaction si et seulement gi = T,
#(FE) = 2 et K est compléte.

Preuve:
— Le tableau=3]7 montre la manipulabilit¢ dg#-“Ma* pour indice de satisfaction,, et deux
bases complétes. On considése telle que[K;] = {001}, K» avec[Ks] = {111} ety = T.On
a[AdGMar e Ko)] = {011,101}, donc aucun modéle d€; nappartient &
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3.2. Résultats de manipulabilité

[AGCMar (e BV etig, (K, ASOMaT (1 K1) = 0. Silagent 1 donnek avec
[K7] = {000} & la place dek, alors[A%-CMaw (gt (¢, 1)] = {001,010, 011,100,101,110} et
i, (K, AR MO (K Ko ))) = 1.

w | K | K[ Ky [ Afm S (K0, Ko} | AT ST (KT, Ko}
000 | 1 0 3 (3,1) (3,0)
001 | O 1 2 (2,0) (2,1)
010 | 2 1 2 (2,2) (2,1)
011 | 1 2 1 1,1) (2,1)
100 | 2 1 2 2,1) (2,1)
101 | 1 2 1 (1,1) (2,1)
110 | 3 2 1 (3,1) (2,1)
111 | 2 3 0 (2,0) (3,0)

TAB. 3.7 — Manipulabilité deAﬁH’GM“I pouri,, avec deux bases complétes.

Comme on a un exemple de manipulabilité poyr, cet exemple montre également la manipula-
bilité pouri, (cf. propositior[Zb).

— Pourigy,, il y a différents cas a étudier.

— A%GMaT et pas manipulable quand = {K, Ko} ety = T, si K; est compléte. On
considéreE’ = {K, K,} avecK; = K/, compléte (grace au lemniel45, on sait que si un
opérateur est manipulable, il est manipulable pour uned@seléte) el = T. Soient#(P) =
netd(Ki, Ka) = minwl':Kl wol=Ko (A (w1, w2), <) = m < n. Alors il existe un modéles;
de K, tel qued (K, ,w2) = m. Par définition de la distance de Hamming,peut étre généré
a partir dew; en changeant Ia valeur de variables (puisqués/, etw, ont exactementn
variableszy, . .., z,, dont les valeurs different). Sk = 2k + 1 (m impair), alorsd(T, E’') =
(k + 1,k); sinonm = 2k (m pair) etd(T,E’) = (k,k). Dans le premier casi{ impair),

il existe au moins deux interprétationset «’ telles qued(w, E') = d(w', E') = d(T,E")
(par exemplew est généré a partir de; en changeant la valeur dg, . .., x; etw’ est généré
a partir dews en modifiant la valeur dey 4, ...,x,). Une conclusion identique peut étre
obtenue dans le second cas pair) dés que: > 1. Dans ces deux cag;dH’GM‘”(E’) a au
moins deux modeles et on ne peut donc pas a&&ﬂ GM‘”(E’) = K; avecK; compléte :
E n’est donc pas manipulable pAf pouri,, . Le cas restant est pod(T, E’') = (0,0). Cela
impose quei/, A K, est cohérent. Comm&/, est compléte, on A‘?FHGM“I(E’) = K/, et
aucune manipulation n’est possible payr (puisqueAfer’GM“x(E’) = K si et seulement si
K, = K, sietseulement sh2 M ({0 K,)) = K)).

— Pour prouver la manipulabilité d&?#-¢*az pouri,_ et deux bases, on considére les exemples
suivants :

— L'exemple ci-aprés montre que la manipulation est poshlprésence de deux bases com-
plétes si la contrainte n'est pas équivalente.a
On considérek; et Ky données pafK;] = {01}, [K2] = {11} etu = —a A b. Alors
[AGCMar (g O] = {01,11}) etig, (K, AZCMer () KyY)) = 0. Silagent 1
donneK’ avec[K]] = {00} & la place dek, alors le résultat et Mo ({1 K, 1)] =
{01} et
ig, (K1, AG-CGMer (g 1)) = 1 (voir le tableal318).

— L'exemple proposé dans le tabldaul 3.9 montre que la matipnlest possible en présence
de deux bases, méme s'il n'y a pas de contrainte d'intédCithsidérond<; et K, données
par[K,] = {01,10}, [Ka] = {11} etp = T. Alors [A-CMar () K, 1)] = {01, 10,11}
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Chapitre 3. Manipulation des processus de fusion propmitelle

TaB. 3.8 — Manipulabilité de\?-“** nouri, avec deux bases complétes.

et

ig, (K, AdmGMar (g0 (1)) = 0. Silagent 1 donnek’, avec[K’] = {00} a la place de
Ky, alors[ A M (K, K)})] = {01,10} etig, (K1, A M (K7, Ks})) = 1.

— Le dernier cas considéré est quand le profil contient tragses, qu’il N’y a pas de contrainte
d’intégrité et que la base utilisée pour manipuler est cétaplOn considéerd(;, K, et K3
données palis] = {01}, [K2] = {11}, et[K3] = {00,01,11}. Alors[A% M (( ) Ky,

w | Ko [ Ky [ Ky | A7 ({1, Ka)) | AR OTT({K], o))
00 | 1 0 2 (2,1) (2,0)
01 ] 0 1 1 (1,0) (1,1)
10 | 2 1 1 2,1) 1,1
1| 1 2 0 (1,0) (2,0)

w | K [ K] Ky [] AGTOTRT( R KG)) | ALK, Ka))
00 | 1 0 2 2,1) (2,0)
0L | 0 1 1 (1,0) (1,1)
0] 0 1 1 (1,0) (1,1)
1| 1 2 0 (1,0) (2,0)
. sy 2 dry,GMazx .
TAB. 3.9 — Manipulabilité de\, pourig, avec deux bases.

K3))] = {01,11) et

ig, (K, ASGMar () )y K3})) = 0. Silagent 1 donnekj, avec[K}] = {00}, & la

place dek, alors[A% M ({1 ¢y K3})] = {01} et
ig, (K, ATGMer (R 1 K3))) = 1 (voir le tablea310).

w | K1 | K| K | K3 AZH’GMM({Kl,Kg,Kg}) AL OMOT ((ger Ko K3))
0] 1 ] 0] 2] 0 2,1,0) (2,0,0)
0L | 0 1 1 0 (1,070) (1,1,0)
10 | 2 1 1 1 2,1,1) (1,1,1)
1 1| 2] 00 (1,0,0) (2,0,0)
TAB. 3.10 — Manipulabilité dé&fer’GM“x pouri,, avec trois bases complétes.

Les résultats pour la fonction d'agrégatidiiaz sont exactement identiques aux résultats obtenus
pour la fonction d’agrégatio M ax. Pour la distance drastique, le résultat de non-manigtéat#coule
directement de la propositigil26. Il est intéressant de rgunea que I'opérateun oM correspond a
I'opérateur de fusion par intersection totele [KonQa:>*** = A E A u si cohérentAdr-Maor =
sinon. Pour le cas ou la distance de Hammipgest utilisée, on peut dériver la plupart des preuves de

la preuve précédente avec la fonction d’agrégatidi ax :

Proposition 32.
_ AdH,Mam
,u

complete et (E)
n’est pas manipulable pour I'indice de satisfactign si et seulement gi = T, #(E) =

dy,Max
- AH

2 et K est complete.
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3.2. Résultats de manipulabilité

Preuve:

— Le tableau™31 montre la manipulabilité d¢#-*2* pour l'indice de satisfaction,, et deux
bases complétes. C’est le méme exemple que celui de la ppeéeédente pouhd-GMaz On
considerek; telle que[K;] = {001} et Ky avec[Ky] = {111} ety =T.Ona
[AdEMar (g KoY = {011,101}, donc aucun modéle d€, n'appartient &

[AdEMaT (e KoV etig, (Kp, ASMT(( K Ky})) = 0. Sil'agent 1 donnek’,, avec| K] =
{000}, & la place dék;, alors[A% M ({ K1, K5})] = {001,010, 011,100,101,110} et
ia, (K1, Ay M ({ K, Ka})) = 1.

w
000
001
010
011
100
101
110
111

dyg,Mazx dg,Max
AT ({ KL Ka)) | ALY {K], Ka})

i
=~
N

MOJH[\DHI\DOI—'N

QO[\)[\))—‘[\))—‘P—'ON

O»—A»—A[\3»-‘[\3[\’)!‘.()?11

DO COf = DN = DN DN WO

3
2
2
2
2
2
2
3

TaB. 3.11 — Manipulabilité de\{”** pourig, avec deux bases complétes.

Cet exemple de manipulabilité poiy, montre eégalement la manipulabilité payr(cf. proposi-
tion[29).

— Pourigy,, il y a différents cas a étudier.

— A%MaeT yest pas manipulable quandl = {K), Ky} et = T, si K; est compléte. On
considéreE’ = {K, K,} avecK; = K/, compléte (grace au lemniel45, on sait que si un
opérateur est manipulable, il est manipulable pour unedmasgléte) el = T. Soit#(P) =n
etd(K7, Kp) = m < n. Alors il existe un modeélev; de K tel quedy (K[, ,w2) = m. Par

définition de la distance de Hamming, peut étre généré a partir dg en changeant la valeur

de m variables (puisques/, etw, ont exactementn variableszy,...,z,, dont les valeurs
different). Sim = 2k + 1 (m impair), alorsd(T,E’') = k + 1; sinonm = 2k (m pair) et

d(T,E") = k. Dans le premier casi{ impair), il existe au moins deux interprétatiomset

W' telles qued(w, E') = d(w', E') = d(T,E’) (par exemplew est généré a partir de; en

changeant la valeur dey, ...,z etw’ est généré a partir de; en modifiant la valeur de

ki1, -- -, Tm). Une conclusion identique peut étre obtenue dans le sexash pair) des que

k > 1. Dans ces deux cas‘;‘%H’M“w(E’) a au moins deux modéles et on ne peut donc pas

avoir A%MaT By = K avecK; compléte :E n'est pas manipulable pak, pouri,,. Le

cas restant est pou( T, £') = 0. Cela impose qué/, A K, soit cohérent. Comm&’/, est
compléte, on EAC%H’M“(E’) = K, et aucune manipulation n'est possible paoyr(puisque

AZMaer(py = K siet seulement sk = K7,).

— Pour prouver la manipulabilité pouy, et deux bases, on considere les exemples suivants :

— L'exemple ci-aprés montre que la manipulation est poshlprésence de deux bases com-
plétes si la contrainte n'est pas équivalente.&n considérds; et Ky données pajk;] =
{01}, [Ky) = {11} ety = —a A b. Alors [ALMer (¢ [ Y)] = {01,11} et
ig, (K, AMMar (5 K1) = 0. Sil'agent 1 donnek} avec[K]] = {00} & la place de
K1, alors le résultat e$N M (( KT Ky 1)) = {01} etig, (K1, AMMT (K Ky))) =1
(voir le tableal3112).
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w | K1 | K| [ Ko [ AfPM (K Ka)) | AT (KT, Ka))
00 1 0 2 2 2
01 0 1 1 1 1
10 2 1 1 2 1
11 1 2 0 1 2

TAB. 3.12 — Manipulabilité de\”*“* pouri,, avec deux bases complétes.

— L'exemple proposé dans le tabldau 8.13 montre que la miatigru est possible en présence
de deux bases, méme s'’il n'y a pas de contrainte d'intédCitdisidérond<; et K, données
par [K,] = {01,10}, [K3] = {11} ety = T. Alors [A%-Mer (5 K1) = {01, 10,11},
etig, (K, ArMer (10 K,y})) = 0. Silagent 1 donnek!, avec[K]] = {00}, & la place
de K1, alors[AL M (( K1 Ky} = {01,10} etig, (K1, AR M ({K), Ky})) = 1.

w | Ki | K [ K [ AFPM (K Ka)) | AT (KT, Ka))
00 1 0 2 2 2
01 0 1 1 1 1
10 0 1 1 1 1
11 1 2 0 1 2

TAB. 3.13 — Manipulabilité de\?#*** pouri,, avec deux bases.

— Le dernier cas considéré est quand le profil contient traged, qu'il n'y a pas de contrainte
d’intégrité et que la base utilisée pour manipuler est céteplOn considerd(;, K, et
K3 données pafK,] = {01}, [K] = {11}, et[K3] = {01}. Alors [AY M ({K,, K>,
K3})] = {01,11}, etig, (K1, A¥M* (K, Ky, K3})) = 0. Si lagent 1 donnek’| avec
(K] = {00} & la place de, alors[A%Z"M* ({ K1 Ky K3})] = {01} et
ig, (K1, AU MO (K1 Ky K3})) = 1 (voir le tablea 314).

w | K1 | K| | Ko | Kz || Al (R Ky Ka)) | AT (K Ky, K3})
00 | 1 0 2 i 2 2
) i 1 0 1 1
0| 2 i 1 2 2 2
| 1 2 0 i 1 2

TAB. 3.14 — Manipulabilité de?""** pouri,, avec trois bases complétes.

3.2.2 Opérateurs a sélection de formules

On s’intéresse d’'abord aux opérateurs les plus simples, lpsguels on a des résultats de non-
manipulabilité, ce qui s’explique sans doute par leur cat@poent drastique, et donc plus résistant a la
manipulation.

Proposition 33. L’opérateur de fusion par intersection totaf®/™ n’est manipulable pour aucun des
trois indicesiy, iq,, OUig, .
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3.2. Résultats de manipulabilité

Preuve:
A{im n‘est pas manipulable pouy. En effet, si/\ E' A 1 est cohérent, alors tous les modeles de la base
fusionnée sont des modeles Bg € £, donc la satisfaction d&; est maximale pout,.

Enrevanche, sh EAp n'est pas cohérent, alors la base fusionnée est équivalgntupposons que
I'agent1 reporteK] ala place d&<;. Si K] A A{Ka, ..., K,} A uest cohérent, alors aucun modéle de
la base fusionnée résultante n'est un modél&désinon Ky A A{ Ko, ..., K, } A aurait été cohérent),
donc la valeur de la satisfaction d& pour l'indice i, est nulle et n’est donc pas augmenteée. Il reste le
cas ouK| A N{Ka,...,K,} A u est incohérent. Dans ce cas la base fusionnée résultantecse
équivalente qu, ce qui ne permet pas non plus d’augmenter la satisfactioR dd.a proposition2b
montre queﬁ{im est également non manipulable pour les deux indices duastiq

|

Proposition 34. L'opérateur de fusion basiquA® n’est manipulable pour aucun des trois indicgs
idw ou ids-

Preuve:
AZ n’est pas manipulable pouy. Il y a trois cas possibles a considérer pmf[(E) :
— si )\ E A p est cohérent, on retrouve la méme situation que dans la @renécédente i, est
maximal, et aucune manipulation n’est possible.
— si/\ E A un’est pas cohérent, le résultat de la fusion a deux formesitges :

— soit(\/ E) A p est cohérent, eﬁZ(E) = (\V E) A p. Tous les modéles d&; A p sont alors des
modeles de la base fusionnee. Pour augmenter la valeund&eii,, il n’est donc pas possible
d’augmenter le nombre de modéles He dans le résultat de la fusion. Ainsi, pour réussir a
manipuler, il est indispensable de diminuer le nombre dereanodéles dé<; dans la base
fusionnée. Or, cela non plus n’est pas possible : suppossm$agentl donneK; a la place
de K;. Si K{ A N{Ka,...,K,} A u est cohérent, alors aucun modeéle de la base fusionnée
résultante n'est un modéle dé, (en effet, AE A p = K1 A N{Ka,...,K,} A pn'est pas
cohérent), et la valeur de l'indicg est minimale.

DoncK{ A A{Ka,...,K,} A pn'est pas cohérent et OI’K‘B%(K{ U{Ks,...,K,}) = (K| V
V{K2,...,K,}) A u. Supposons qu&’ V \/{Ko,..., K,} n'est pas cohérent. La seule pos-
sibilité pour que(K; V \/{Ky, ..., K,}) A usoit cohérent ek vV \/{Ks,...,K,}) Aunele

soit pas est qu&’| A pet(\/{Ka,...,K,}) A psoient tous les deux incohérents. Dans ce cas,
AZ(E) == (K1 VV{Ks,...,K,}) A p = Kq A p iy est maximal aveds;. On peut donc
supposer qué’| vV \/{Ka,..., K,} est cohérent. Alors :

# (K1 A p))
#((KLV VK, ... Kn}) A )

(B A (K V VK, - Kn}) Ap)
#(KLV V{Ky, ..., Kn}) A pl)

Le numérateur de, (K, AZ(Kl U{K,,...,K,})) est maximal, donc pour augmenter
ip(K1, AL (K] U{Ky,...,Ky,})), on doit diminuer le dénominateur de

ip(K1, AL (K] U{Ky, ..., Ky,})), cest-a-direg([(K] V V{Ky, ..., K,}) A pl).

On peut écrire I'égalité :

ip(K1, A (K1 U{Ky, ..., Kp})) =

et
ip(Kl,AZ(K{ U{Ks,...,K,})) =

#((KL vV \{Ks, . Kn}) Ap]) =

#((K] A K A-(\{Ka,..., Kn}) A pl)+
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#((K] A —E A =(\[{Ka2, ..., Kn})) A p])+
#(\{ K2, Kn}) A ).

Dans cette somme#([(\/{ K2, ..., K, })Au]) ne peut pas étre changé. Il faut donc diminuer au
moins un des deux autres termes de cette somme. On va sedqadaséa situation la plus propice
a la manipulation, c’est-a-dire quagé[( K] A K1 A =(V{Ka, ..., K,})) A u]) est minimal.
Cette valeur minimale est atteintefs| est tel que# ([(KjA-EKiA—(V{K2, ..., K, }))Au]) =

0. Dans la suite, on suppose donc gé€(K; A K1 A =(V{Ka,...,K,})) Au]) =0, eton
montre que dans ce cas extréme, aucune manipulation n'ssibfg Comme tout choix pour
#([(K] N ~Ky A =(V{K2,...,K,})) A p]) autre que O entraine une diminution de l'indice
i, (par augmentation du dénominateur sans modification du raiew), cela prouve que la
manipulation est impossible dans tous les cas.

Pour le premier terme de la sommgg([( K] A K1 A —(\V/{ Ko, ..., Ky})) Au]), on peut écrire :

#(E A A=\ (K, ... Ko }) Ap)) =
#((E A ~(\{EKa, . EKn})) A p)) = #((E A KD A=\ (K2, ... Kn}) A ).

Donc on obtient pour l'indice probabiliste :

z'p(Kl,AZ(K{ U{Ks,...,K,})) =

#(E1 A ) = #(Es A~K§ A ~(V{Ea,..., Kn}) A )
F(E A ~(V{Ezr - Kn}) A ]) — #0K1 A~KG A ~(V{Kz, - K }) A 1)) + 2V Kz Kn}) A )

On peut remarquer que Biest un entier et si < b, alors‘g%,’j < %. Donc si on soustrait le

méme entiert ([K1 A—K] A—(\V{K2, ..., K,})Au]) du numérateur et du dénominateur, cela
donne les inégalités suivantes :

#([K1 A ) = #(Es A~K§ A =(V{K2, ..., Kn}) A )
)

(B A (VEEK2, o Kn}) A pl) = # (KA =K A (VK - Kn ) Apl) + #((VEEK2, - Kn ) Apd) =

# (K1 Ap))
H#(E A =(V{Es, - Ko }) A p) + #((VIK2, . Ka}) Apl)

Donc :

ip(K1, AL (KT U{Ky, ... Ky})) < ip(Ky, AL (K U{K,, ..., Ky })).

Aucune manipulation n’est possible dans ce cas.
— soit(\/ E) A p n'est pas cohérent eiZ(E) = p. SIK) A N{Ka,...,K,} A uest cohérent,
alors aucun modéle de la base fusionnée résultante n'esbdélende’; (en effet, A E A p =
Ky ANN{Ks, ..., Ky} A pn'est pas cohérent), et la valeur de l'indigeest minimale.
Si (K] Vv V{Ka,...,K,}) A pestcohérent, comm@<; vV \/{K>,...,K,}) A une l'est pas,
cela implique qué K| vV \/{K>, ..., K,}) A p ne contient aucun modele d€, eti, est donc
minimal.
Donc(K{VV{Ka,...,K,})Apnest pas cohérent étZ({K{, Ky ...,Ky})=pn= AZ(E) ;
aucune manipulation n’est possible.
AZ est donc non manipulable poty. Grace a la propositionP5, on conclut qﬂé est également
non manipulable pour chacun des deux indices drastiques.
O
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Pour d’'autres opérateurs a sélection de formules, les mpésade combinaison, les résultats sont
tres différents. En effet, pour l'indice probabiliste, $oles opérateurs a sélection de formulegl,
AE?’, AE“, etAf}” sont manipulables.

Proposition 35.  AC!, AC3, AT*, et AT sont manipulables pouy,, méme sjs = T, K est compléte
et#(F) = 2.

Preuve:

I'exemple suivant prouve que I’opératemffl est manipulable pout,, avec#(E) = 2, une base com-
plete K; et = T. ConsidéronsE = {K, K»}, avecK; = {a A b} et Ky = {—(a A b)}. Alors
AFY(E) = T, etiy(Ky, AYY(E)) = 1. En revanche, si l'agent 1 dond€] = {a, b} a la place def,
alorsAY ({K1, K2}) = a Vb etiy(Ky, AT ({K{, K2})) = 3. Ainsi E est manipulable pak; com-
pléte pouri,. Le méme exemple reste valable pduf*. Il suffit de remarquer quAS! = A3 = AGS
pour conclure la preuve.

O
Cependant, pour les deux indices drastiques, il y a dedisiigaou la non-manipulabilité peut étre
assurée pour les opérateurs de combinaison :

Proposition 36.

- Agl est non manipulable poug,, et pourig.

- AE?’ est non manipulable pouy,, (resp.iys) Si et seulement gi = T.

- AE‘* est manipulable pouiy, et pourig,, méme sy = T, K est compléte et(E) = 2.
p=T,

- AE5 est non manipulable poug,, si et seulement ou
K est compléte.

- Afﬁ’ est non manipulable pouy; si et seulement gi = T.

Preuve:

- Agl est non manipulable pouy,, et pouriy,.

Indice drastique faible

Pour toutK € F, ily a deux cas :

— K A pestcohérent. Alors il y a au moins un sous-ensemble maxioterent\! delJ . .z K;
qui contienty, et toutes les formules d&. Donc Agl(E U{K}) = MV R (ou R représente
la disjonction des autres maxcons) est cohérent &vedoncig,, (K, Agl(E U{K})) =1let
aucune manipulation n’est possible.

— K A p n’est pas cohérent. Comme pour tddt, on aASl(E U{K'})) & p, on a également
i, (K, Agl(E L {K"})) = 0 et aucune manipulation n’est possible.

Indice drastique fort

Raisonnement par I'absurdSupposons quﬁgl soit manipulable poui,,. Cela signifie que

K tel queAS (EU{K}) I K, (3.6)

3K tel queAS (EU{K'}) E K. (3.7)

Par l'implication[3.Y, on obtient quéM € MAXCONS(E U {K'}, ), M | K. Donc si I'on
considéreAgl(E U{K'} U{K}), tout M’ € MAXCONS(E U {K'} U {K},u) est de la forme
MU{K},doncM’ = K et ACHEU{K'} U{K}) | K (%).
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Par I'implication[3.®, on sait qué\M/ € MAXCONS(E U {K}, ), M [~ K. CommeM est un
sous-ensemble maximal, cela implique guen K n’est pas cohérent. Alors si I'on considére
Agl(E U{K'} U{K}),onaM C M, avecM’ € MAXCONS(E U {K'} U {K}, u). Donc
M’ A K n'est pas cohérent. Aindil’ [ K etAgl(E U{K}U{K"}) £ K, ce qui contreditx).
DoncAg1 n'est pas manipulable pouy, .

AS? est non manipulable pouy,, (resp.iq,) si et seulement gi = T. Comme on a\§! = AF3,

il vient immédiatement que&g” n'est pas manipulable pouy, et pourig,.

Indice drastique faibldJne manipulation poui;,, avecAE3 avec deux bases et une base initiale
complétek; est donnée par I'exemple suivant : soiént= {aAb}, Ko = {—a}, p = -betK| =
{a}. On aAJ3({K1, K3}) = —a, qui est incohérent avek;. On a aussiNG?*({K{, Ka}) = T,
qui est cohérent avek.

Indice drastique fortPour montrer qu’une manipulation est possible pouravec AE?’ avec
deux bases dont une base initiale compl&te on considére I'exemple suivant : soiefly =

{a Nb}, K9 = {—a}, p = ma A -betK] = {-a Ab}. On aAg?’({Kl,Kg}) = —a, ainsi
AT ({K1, Ky}) = K1 Onaégalemenh(3({ K1, Ko}) = L, ainsiA(?({K7, K»}) = K.

Ag‘* est manipulable pouiy,, et pourigs, méme siu = T, K est compléte e (E) = 2.

Indice drastique faiblePour montrer que la manipulation poij;, est possible poumg4 avec
deux bases, une base initiale compléfe et © = T, on considere I'exemple suivant : soient
Ky = {a}, Ko = {-a,7aNT},p=TetK| = {a,aNT}. On aAE4({K1,K2}) =
—a, ainsi AT*({K1, K»}) A K n'est pas cohérent. On a aussf*({K{, K»}) = T et donc
AGH{KT, K»}) A K est cohérent.

Indice drastique fortPour montrer queﬁg‘1 est manipulable poui;, avec deux bases, une base
initiale compléteK; et u = T, considérons I'exemple suivant : sdif;, = {a}, K2 = {—a},
p=TetK| ={a,anT}OnaA*({Ky, Ky}) = T, ainsiAT*({K1, Ko }) b~ K. Ona aussi
ATH{K], K»}) = a, ainsiATH({K], K»}) E K.

p=T,
Agf’ est non manipulable pouy,, si et seulement ou
K est compléte.

CommeA$! = AS5, on obtient immédiatement que%® n’est pas manipulable pouy, .

On peut donner un exemple de manipulation pour avecAE5 et deux bases : soietf; =

{a}, K9 = {b,—a}, p = —a VvV =b et K| = {a A —b}. On aAE5({K1,K2}) = b A —a, ainsi

A5 ({K1, K»}) A K n'est pas cohérent. On a aussj®({ K7, K»}) = (a A =b) V (b A —a), et

AGH({KT{, K3}) A Ky est cohérent.

Enfin, aucune manipulation n’est possible pmﬁ"” quand la base initial&’; = Ky, , est com-

pléte. Il y a deux cas :

—wy | p. SoitM = {¢ € Uxcp K | w1 [ ¢}. Par construction) est un élément de
MAXCONS(|Jgcp K, T). Commew; = u, M est cohérent aveg (w1 est un modéle dg et
de M). Comme on a a la foi&(,, = M etM = AE5(E) (par définition de cet opérateur),
on a égalemenk’,,, = AS5(E). Ainsi AE5(E) N K, est cohérent et cela empéched’étre
manipulable pak,, pourig, €tant donnéﬁg5 etu.

— wy = —p. Par définition de cet opérateur, pour toute bAseet tout profil E’ (en particulier le
profil obtenu en retiran<,,, de E), AC®({K{} U E’) est cohérent eh"({K{} U E') = p.
Cela implique queﬁgf’({K{}uE’) N K, estincohérent et aucune manipulation n’est possible
pourig,, .

Agf’ est non manipulable pouy; si et seulement gt = T.

CommeA$! = A, on obtient immédiatement que$® n’est pas manipulable pouy. .



3.2. Résultats de manipulabilité

Une manipulation est possible pomff’ etiy, avec deux bases et une base initiale compiéte
comme le montre 'exemple suivant : soidiit = {a Ab}, Ko = {-b},p =aetK; = {aAb,bV
—a}. On aAJS({K1, Ka}) = a, ainsiAJP({K1, K»}) = Ki. On a aussA(P({K], K»}) =
a Ab.Donc AT ({K1, K»}) | K.

a

Pour les autres opérateurs a sélection de formalgs, AG?, AT, ACP, nous avons obtenu des
résultats légerement différents. Les résultats de noripukatilité sont en effet plus nombreux ici que
dans le théoréme précédent, ce qui n'est pas étonnant puisguopérateurs sont plus spécifiques, et
donc laissent moins de place a la manipulation. En pardicyiour I'indice probabiliste, les opérateurs
de combinaisom\§!, AC3, AC* et AT sont manipulables, alors que les résultats sont plus ctésra

—

pour les opérateurd.§!, Ag‘g, AT et ACP
Proposition 37.

- Agl est non manipulable pouy, si et seulement $¢(E) = 2.

- AEE” est non manipulable pouy, si et seulement s¢(E) =2etpu=T.
- AE‘* est non manipulable poui,.

- AE% est non manipulable pouy, si et seulement $¢(E) = 2.

Preuve:

- Af\l est non manipulable pouy si et seulement s (E) = 2.

Supposons quét(E) = 2. Nous allons montrer quekgl et Afﬁ (les deux cas sont groupés
car ils sont similaires) sont non manipulables pguiTous les cas possibles sont successivement
étudiés :

— si K; est cohérent aveg, alors il y a deux cas :

KiNKyNp si cohérent,

A?({Kl,lﬁ}) = A,?E’({Kl,fﬁ}) = { (K1 V Ks) Ay sinon.

— dans le premier cas, Bi; AKaAp est cohérenm?({Kl, K>}) E Ky etAgAf’({Kl,Kg}) =
K, donci, prend sa valeur maximale, et aucune manipulation n’esitpess

— considérons le deuxieme cas, it&. A Ko A o n'est pas cohérent. Onmgl({Kl, Ks}) =
(K1 VEK)Ap (pourAfAS’, I'étude est similaire).
Comme pour toute bade], par définition deﬁfﬁ, on aA?({K{, K>}) = petcomme on
aKiAp A?({Kl, K, }), l'inéquation suivante est vraie pour toute bdse:

#([E1] N [A KL Ka}))) < #([Ea] N [AL { K1, Ka))).
Deux cas sont possibles :
1. siK{ A Ky A p est cohérent, aloréxgl({K{,Kg}) = K] A Ko A p, ainsi#([K1] N

[A?({K{,Kg})]) = 0 est minimal (puisqués; A K2 A p est incohérent) : on ne peut
pas manipuler.

2. siK| A Ky A puestincohérent, alors il y a deux cas :
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(@) K{ A pestincohérent ey A p estincohérent. On A?({K{,KQ}) = p. Comme

(b)

on a supposé’; A u cohérent, on a ausSiSAl({Kl, Ks}) = K1 A p. Ainsi :

. ST , K
i, AT Ka)) = HUEH ),
et
& _ #(F] 0 [Ky A p)
in (K1, 8 ({1, K2) = =t

Comme les numérateurs des deux fractions coincident, gaurdes dénominateurs
on a#([K1 A p]) < #([u]), aucune manipulation n’est possible dans ce cas.

K1 A p est cohérent olks A i est cohérent. On A?({K{, Ky}) = (K] V K2) A p.
CommeK; A Ky A pestincohérent, on a

# (K1 A KA pl)

. Cligyet =
Ky A (UK K2})) = 2 e Uy A

On a également :

#([K1 A p])
#([(K1V K2) Ap])

ip (K1, AT (K1, Ko ))) =

A présent, commé| A Ky A p est incohérent, on#([(K| V K2) A p]) = #([K] A
u]) + #([K2 A p]). De la méme fagon, comm&; A Ko A u est incohérent, on a
#([(K1 vV K2) A p]) = #([K1 A pl) + #([K2 A p]). Supposons que

ip(K1, AL ({K1, Ka))) > ip (K1, A ({K1, Ka})).
Cela est possible si et seulement si :

# (K1 A K A ) # (K1 A p))
#(K]V K2) Apl) ~ ##([(Ky v K2) Apl)

C’est-a-dire :

iin\LSRAYSRAVY))) - #([K1 A )
#(E A p]) + #([Ka Ap]) — #([EKy A p]) + # (K2 A p))

Ce qui est équivalent a :

#([EIAK A (B A +#([EaAn])) > # (K Au]) (# (B AR +#([EKaAp]).-

Ennotantu = #([K1AK]Au)) etb = #([K2Ap]), alors il existe deux entiers naturels
a' eta” tels que#([Ky A p]) = a+d' et#([K{ A p]) = a+ o”. En remplagant dans
l'inéquation précédente, on obtient :

ala+a +b) > (a+d)(a+a" +b)

Cela se simplifie eA > aa” +d’'a” + d’¢, ce qui est impossible. Aucune manipulation
n’est possible dans ce cas non plus.



3.2. Résultats de manipulabilité

— si K n'est pas cohérent avgg alors, comme/E’, Agl(E’) = poet ASA*”(E’) = p,ona:
VE' i, (K7, Agl(E’)) = 0 ety (K7, ASE’(E’)) = 0, donc aucune manipulation n’est possible.

L'exemple suivant montre que la non-manipulabilité¢ pgun’est pas vraie pou&fl ou Af"’

lorsque trois bases (ou plus) sont considérées, la bamddrgst compléte et = T. On considere

K, = {a ANb}, Ky = {a Ab} et K3 = {—a}, avec une contrainte d'intégrité = T. Iy a

deux ensembles cohérents maximaux damnsCONS({ K1, Ko, K3}, 1) : {a Ab, T} et{—a, T}.

On a doncAC! ({K1, Ky, K3}) = (a Ab) V (—a). On obtienti, (K1, AS({K1, Ko, K3})) =

%. Si l'agent 1 donneX; = {—a A b} a la place dei;, alors il y a encore deux ensembles

cohérents maximauXa A b, T} et {—a A b,—a, T} dansMAXCONS({ K, K2, K3}, 1), donc

Agl({K{,Kg, K3}) = (aAb)V (ma AD). OnAa alorsi, (K7, Agl({K{,Kg, K3})) = 3, donc

c’est un exemple de manipulation payrde A¢!L.

CommeA§! = AF?, cet exemple montre aussi la manipulabilité pgude AP

- AS?’ est non manipulable pouy si et seulement sf(E) =2etu=T.

CommeA$! = AS3, il découle immédiatement de la preuve précédente mﬁ\}rqueA@ est
non manipulable pou#, lorsque deux bases sont considérées, et que ce n'est plas tguand
trois agents ou plus interviennent dans le processus denfusi

Pour montrer qu’une manipulation est possible pmﬁ?’ avec deux bases et une base initiale
completek, quand la contrainte d'intégritg n'est pas équivalente &, on considere I'exemple
suivant : soienf; = {aAb}, Ko = {-a}, p = ~betK| = {a}. OnaAT3({Ky, K,}) = —a, ce
qui est incohérent avefs;, donci, (K, A?’({Kl,Kg})) =0.0n aaussjﬁg?’({K{, Ky)}) =T,

ce qui est cohérent avec,;, donci, (K, AS?’({K{, Ks})) > 0.
61\4 . .

— A" est non manipulable pouy. N

La preuve pour cet opérateur découle directement du faitﬁqﬁé = Aﬁ“GM‘”” (car les mo-

deles deAﬁ“GM‘”” sont exactement les modeles qui satisfont un nombre maxienbhises si les
bases sont interprétées conjonctivement), et on a déja ecefuopérateur est non manipulable
(propositionZb).

— AP estnon manipulable pouy si et seulement g (E) = 2.
La preuve pouﬂf"’ est similaire a la preuve pouﬂsgl.

a

Pour les indices drastiques, les situations ou on peuteskunon-manipulabilité sont plus nom-
breuses :

Proposition 38.

- Agl est non manipulable pouy,, et pourig,.
- AE?’ est non manipulable pouy,, (resp.iq,) Si et seulement gi = T.
- AS‘* est non manipulable pouy;,, et pourig, .

#(E) =2,
. ou
- AE5 est non manipulable pouy,, sietseulements] p =T,
ou
K est compléte.
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#(E) =2,

- Af}” est non manipulable pouy, si et seulement ou

nw=T.

Preuve:

92

- Agl est non manipulable pouy,, et pourig,.

La non-manipulabilité deﬁgl vient de la non—manipulabilité&ﬁ1 prouvée a la propositidn_B6,
puisqueA! est une spécialisation d&*.

- A§3 est non manipulable pouy,, (resp.iq,) Si et seulementgi = T.

CommeAg3 est non manipulable poudy,, et pourig,, sa spécialisatiom?\3 est également non-
manipulable pout,,, et pourig,.
Dans les exemples montrant la manipulation pmfﬁ(" avec deux bases et une base initiale com-
pléte K1, toutes les bases sont des singletons, donc les exempkest nesables pouﬁg?’.
Af”‘ est non manipulable pouy,, et pourig,.
La preuve pour cet opérateur découle directement du fait[qﬁé est non manipulable pour
I'indice probabilistei,, il est donc non manipulable pour les indices drastiques.
#(E) =2,

- ou

C5 ; L _
A” est non manipulable pouy,, si et seulements{ p=T,

ou
K est compléte.

CommeAE5 n'est pas manipulable pouy avec deux bases, il est également non manipulable
pourig, dans ce cas (propositifnl25).
CommeAg5 n'est pas manipulable pouy, , AC5T est également non manipulable payy.
Finalement, comme aucune manipulation n’est possible ngvecAfE’ quand la base initiale
K, est compléte (propositidn B6), aucune manipulation n’essible pouti,, avecAE5 dans ce
cas.
En revanche, un exemple de manipulation existe pmfﬁ Si#(E) # 2, u # T et pour une base
initiale K non complete. On consider€, = {b}, K> = {—|a} K3 = {a N —b}, etu = {a}.On

AC5({K1, Kg,Kg}) =a A b, dOﬂCZdw (Kl, AC5({K1, Kg,Kg})) = 0. AVGCKl = {b AN CL},
on aAC5({K1, Ko, K3}) = a, etig, (K, ACS({Kl,Kg, Kg}))
A§5 est non manipulable pouy, si et seulement ou

uw=T.

CommeAff’ n'est pas manipulable pouy quand il y a deux bases dahs il est également non

manipulable poug,, dans ce cas, puisque pour tout prdil A§5(E) est cohérent (proposition
239). N

CommeAQ5 n'est pas manipulable pouy_, Ag’ est également non manipulable payr .
Finalement, un exemple de manipulation existe m&gP Si#(F) # 2etu # T, méme si la base
initiale K; estcompléte Ky = {aAb}, Ky = {aAb}, K3 = {—aV—-b}, ety = {a}. llyadeuxen-
sembles maximaux cohérents dams<CONS({ K1, K2, K3}, T) : {aAb} et{—aV—b}. Onadonc
AP K1, Ky, K3}) = (a Ab) V (a A —b). On obtientiy, (K1, AP ({K1, Ky, K3})) = 0. Avec
K{ = {—aAn—-b},ily adeux ensembles maximaux cohérents damsCONS({ K1, Ko, K3}, T) :



3.3. Empécher la manipulation : le cas des bases completes

{anb} et{~ar—b}. On obtientA (™ ({ K], Ks, K3}) = (anb), etia, (K1, AP ({K], K, K3})) =
1.

3.3 Empécher la manipulation : le cas des bases completes

On s'intéresse ici a une restriction trés spécifique : laatitm ol toutes les bases sont complétes.
Bien que cette situation soit peu fréquente lorsque I'olisatdes bases de croyances usuelles, elle peut
étre imposé dans le cadre de la fusion de buts, en partiqdier empécher toute manipulation. C’est
pourgquoi Nous Nous sommes intéressés a ce cas.

Proposition 39. Les résultats de manipulabilité pour différents opérasede fusion dans le cas ou
toutes les bases sont complétes sont donnés dans le tabl&hyi Beprésente une fonction d’agrégation
gquelconqued est une distance quelconquen signifie non manipulablern: signifie manipulable méme
Si #(E) = 2 ety = T, m* signifie manipulable méme si sgi{(E) = 2 ou p = T, mais non
manipulable si & la foig#(E) = 2 et = T. Enfin,m " signifie manipulable méme $i(E) = 2, mais
non manipulable lorsque = T.

L A iy [ gy | da, |
AﬁD ] nm | nm | nm
Aﬁ’E nm | nm | nm

AﬁH GMaz T T | m
Afim nm | nm | nm
AZ nm | nm | nm
A;(il m | nm | nm
Al(i‘g m | m' [ m'
Ag‘l m m m
Ag5 m | nm | m'
Agl nm | nm | nm
Agg nm | nm | nm
Ag‘l nm | nm | nm
Ag5 nm | nm | nm

TAB. 3.15 — Prévenir la manipulation : le cas des bases completes

Preuve:

La premiére ligne du tableamﬁD’f) est une conséquence directe de la propodifibn 26.

La deuxiéme ligne du tablear};sz) est une conséquence directe de la propodiidn 29.

GMaz

La troisiéme ligne du tableau&(’f” ) vient de la preuve de la propositibnl 31.

La quatrieme ligne du tablearkﬁm) est une conséquence directe de la propodiidn 33.

a r w0 bn P

La cinquieme ligne du tableamﬁ) est une conséquence directe de la propodifion 34.
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La premiére colonne de la sixieme Iignﬁg1 eti,) vient de I'exemple suivant. Soiedt; =
{a,b}, Ky = {—a,=b}, K| = {aAb} ety =T.OnaAJ ({Ky, Ky}) = T, ainsi

ip(K1, ACT({K1, K>})) = 1, alors que l'on @A ({K7, Ka}) = (a A b) V (ma A —b), et donc
ip(K1, AGV({ K] Ko ) = 1.

Les colonnes les plus a droite de la sixieme Iigmﬂ etiq,, iq,) vViennent directement de la
propositior-3b.

. La premiére colonne de la septieme Iigmﬁef(f‘ eti,) vient de la premiere colonne de la sixieme

ligne étant donné que I'exemple est tel ques T (dans ce cas les deux opérateurs coincident).
De facon similaire, pour la deuxiéme et la troisieme colo(m§3 etiq,, iq,) dansle cag = T
(AF3 coincide avecA\§). Dans le cas restanfy$* est manipulable poug, méme si# (E) = 2
comme I'exemple suivant le montre : prenols= {K;, K>} avecK; = {a AbAc}, Ko =
{—a A -b,c} ety =-b;on aAE?’(E) = —a A —b A ¢, ce qui est incohérent avéc, ; si 'agent
donneK| = {a,b A —c} &la place deky, on obtientAC3 ({K{, K>}) = (aAc) V (ma A=bAc),
gui est cohérent avek’.

Finalement,AE3 est manipulable poui;, méme si#(FE) = 2 quandp # T, soientkK; =
{a,—b}, Ky = {—a,b}, K| = {aA—-b} ety =—b.On aAE?’({Kl, Ks}) = (aN=b)V (—aA-b),
doncig, (K1, AT} ({K1, K>})) = 0, alors qu'on aAS3({K{, K>}) = a A b, ce qui montre que
ia, (K1, AP ({KT, K2})) = 1.

. La huitiéme ligne AE‘*) vient de la preuve de la propositibnl 36.

. La premiere colonne de la neuvieme Iiglzikrff(5 eti,) vient de la premiére colonne de la sixieme

ligne étant donné que cet exemple est tel gue T (dans ce cas les deux opérateurs coincident).
La deuxiéme colonneﬁgf5 etiq,, ) vient directement de la propositi@nl36.

La troisieme colonnel(xg"’ etiy,) dans le cag. = T vient de la troisieme colonne de la sixieme
ligne (A coincide aved\¢1).

FinalementAg5 est manipulable poup;, méme si#(E) = 2 quandu # T ; soit K1 = {a, —b},

Ky = {-a,b}, K{ = {a A —b} ety = =b. On aA?({K1, K»}) = (a A —b) V (—a A —b), donc

ig, (K1, ASP({K1, K3})) = 0, alors que 'on aAS5({K1, K>}) = a A —b, ce qui montre que
ia, (K1, AP ({KT, K2})) = 1.

Finalement, il reste a considérer les opératelfs On sait grace a la propositiénl35 qﬂg@
est non manipulable pody (et donc pouty, etig,) puisqueAf4 n'est pas manipulable pouy
qguand toutes les bases sont des singletons.

Intéressons-nous a présemﬁl, AS?’ etAgf’. Comme toutes les bases sont complétes et peuvent
étre supposeées étre des singletons sans perte de géneéraidité

(V™ , Ki) A sicohérent,

AT K. K)) = AP(KL,... Ky = { " sinon.

On a également :

3 _ [ (ViL, Ki) A sicohérent,
s = { Vs

Soitéf un opérateur parmh§*!, AG? et AT Il'y a deux cas :
- AE(E) cohérent. Il y a encore deux cas :



3.4. Indice de Dalal

— K; | —u. Comme pour tout profiE’, on aAgAl(E’) E uet ASA*”(E’) = u, on a aussi

AGY(E')AK incohérent eN(5(E’) A K incohérent, ce qui prouve gu'aucune manipulation
n’est possible pout,, et donc poui,, etiy, . Dans le cas trés spécifiqgue que nous considérons
ici (toutes les bases sont des singletons et sont completes) également pour tout profil
FE, AE?’(E’) = p. En effet, chaque base d€ qui est conservée comme un élément de

MAXCONS(E’, T) doit satisfaireu. De plus, si aucune base n’est conser\ZéS,\?’(E’) est

incohérent, ains\)*(E") = u est trivialement vrai. Larggment précédent peut étrasdtil
pour montrer qu'aucune manipulation n’est possible as\xéf'é pouri,, et donc pout,, (et

i4, Sous I'nypothése quAg3(E) est cohérent).

— Kj = pu. On a nécessairemet([K1] N [AE({Kl, ..., K,})]) = 1. Parraisonnement par
I'absurde Une manipulation pout, est possible seulement si I'on trouve une base complete
K/ telle que

K1 ASHKL LK) (3.8)

et
#(A) (KL Ko })]) < #(A7 ({Kn, - K} (3.9)

L'inégalité [39 implique quek| = —u. La condition[3IB impose qu&’; = Kj V Ky V
...V K,. CommeK; [ p alors queK] = —u, on aK; # K/. En conséquence, il existe
K; (j € 2,...,n) telle queK; = K;. CommekK est un modéle de&f({K{,...,Kn}),
l'inéquation (2) ne peut pas étre satisfaite. Airxﬁig est non manipulable pouy, et donc
pourig,, . CommeAg(E) est supposé cohérent, aucune manipulation n’est possibte p.
- AE(E) incohérent. Cela est seulement possibAIe pmgr: A§3 et nécessite que chaqug

(1 € 1,...,n)soit telle queK; = —pu. CommeAg?’(E) est incohérent, on a

z'p(Kl,AS:S(E)) = 0. Comme pour toute basE| compléte, K; n'est pas un modéle de

ATPHKL, ..., Kn}), onaiy (K, AP ({KY,...,Kn}) =0 aussi. Cela montre qua’? est

non manipulable poui, et donc pourig, . Finalement, quandkg?’(E) est incohérent, on a

Ag?’(E) = K1, ce qui prouve qu'aucune manipulation n’est possible pguégalement.

O
Comme le montre la propositidn]39, aucun opérateur pakfﬁl’GMm et les opérateurs de combi-
naison n’interdit totalement la manipulation dans le cati@dier ou deux bases complétes sont fusion-
nées. En revanche, tous les autres opérateurs sont nonuadatés pour chacun des trois indices lorsque
toutes les bases sont complétes.

3.4 Indice de Dalal

Nous avons déja vu a plusieurs reprises que le faitigusoit basé sur un comptage permet une
forme de graduation pour la notion correspondante de aetiish, ce qui est trés différent des indices
drastiques, pour lesquels I'agent est soit pleinemensfaitti soit absolument pas. On peut penser a
définir d’autres indices non drastiques. En particuliensdi@ cas ou un agent sait que le résultat de la
fusion ne pourra pas étre cohérent avec ses croyanceggboexeémple si ses croyances/buts ne sont pas
cohérents avec la contrainte d’intégrité), il peut quandn@é&ouloir obtenir un résultat le plus proche
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possible de ses croyances/buts. La proximité peut étreobtgar une notion de distance et un indice de
satisfaction possible serait I'«indice de Dalal» suivant :

Définition 37 (Indice de Dalal) L'indice de Dalalest défini par :
~ min({dy(w,Ka) | wE K})
#(P)
Exemple 35.Considéron$® = {a, b, c} etdeux base& = {aAb} etKa = {—aAc}. K adeux modéles

110 et 111, doncmin({dug(w, Ka) | w | K}) = dg(111, KA) = 1. On a alorsipgq (K, Ka) =
1-1=2
3

ipala (I, Ka) =1

5

La définition proposée suit une volonté d’homogénéité agsa@utres indices : plu$qq (K, Ka)
est élevé, plus I'agent associg@est satisfaiti p,;; augmente de fagcon antimonotone avec la distance
de Hamming entre les deux bases considérées, i.e. la distainamale entre un modéle de la premiére
base et un modele de la seconde. Ainsi, cet indice prend aarvainimale) lorsque toutes les variables
doivent changer de valeur pour obtenir un modelddea partir d’'un modele dé&, alors qu'il prend sa
valeur maximald lorsqueK est cohérent avek’ A (aucune modification n’est nécessaire).

Une observation directe est qug..i (K, Ka) > iq, (K, Ka), quelles que soient les basgset
K. Ainsi, déterminer la manipulabilité d’'un profff pour I'indice de Dalal étant donné un opérateur de
fusion A et une contrainte d’intégrite n'a de sens que dans le casin A ,(E) n’est pas cohérent. En
effet, dans le cas contrairgy . (K, A, (E)) prend sa valeur maximaleet aucune manipulation n’est
possible.

L'indice de Dalal a un comportement assez différent des tnalices précédemment étudiés, puisque
les opérateurs de fusion sont manipulables pour cet indiéme dans des situations trés contraintes.

Proposition 40. Les opérateurs\i>> AUD-Catar Adi-2 o Adi:Crtaz sont manipulables poutgqr,
méme dans le cas ou on fusionne deux bases completes.

Preuve:

— Alp= — Adp:Cres On considérey; et K, données pal ] = {000}, [Ky] = {110} et
i=aVbVcavecP = {a,b,c}. On a[AP>({K}, Ky})] = {110} etipaa (K1, AP ({K,
K»})) = 1— 2. Avec K donnée pdik}] = {001}, on obtienf A"~ ({ K}, K»})] = {110,001}
etipaa (K1, AP " ({K}, K>})) = 1 — L, ce qui donne un exemple de manipulation (les détails
sont reportés dans le tabldau-3.16).

w | K| K| K> || AP E({K, Ko} | AP T (K], Ka))
000 0 1 1 1 2
001 1 0 1 2 1
010 1 1 1 2 2
011 1 1 1 2 2
100 1 1 1 2 2
101 1 1 1 2 2
110 1 1 0 1 1
111 1 1 1 2 2

TAB. 3.16 — Manipulation de\’>*> pourip,,; avec deux bases complétes.

— Aj#°*. On considerdk,, K et donnés pafk] = {000}, (K] = {110} et
[1] = {001,011,101,110,111}. On a[A%*({ K}, K5})] = {110} et
ipatal (K1, A" ({K1, K2})) = 1 — 2. Avec K| donnée pafk] = {001}, on obtient
(A ¥ ({K], Ka})] = {110,001, 011, 111} etipga (K1, Ay ({K], K»})) = 1 — 1, montrant
la manipulation (les détails sont reportés dans le taliléRi) 3
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w APTY({Ky, Ka)) | AT Y({KY, Ka})
000
001
010
011
100
101
110
111

i
=~
N

OO[\D[\DH[\)H)—‘ON

MWI—II\D)—‘I\DO}—‘N

HO[\DH[\)HO&MN

NN NI N
ol Co| Cof cof Cof cof Cof eo

TaB. 3.17 — Manipulation de&ﬁH’E pouripgq avec deux bases completes.

— AJmCMar On consideérek), Ky ety donnés pafk;] = {0001}, [Ky] = {0111} et
(1] = {0000,0110,0111, 1000, 1001, 1010, 1100, 1111}. On a[Af# Caaz ({ ¢} [,})] = {0111}
etiDazaz(KLAﬁH’GA““”({K1,K2})) = 1— 2. Avec K| donné par K] = {1000}, on obtient
[AdCGumas (K7 K1) = {0000,0110, 1001, 1010,1100, 1111} et
i patal (K1, A Mo (K1 Ky})) = 1 — 1, montrant la manipulation (les détails sont reportés
dans le tableali 3.118).

w Ki | K| | Ko AZH»GIVIam ({K1, K2}) AszGIVIam (K}, K2})
0000 1 1 3 (3,1) (3,1)
0001 0 2 2 (2,0) (2,2)
0010 2 2 2 (2,2) (2,2)
0011 1 3 1 (1,1) (3,1)
0100 2 2 2 (2,2) (2,2)
0101 1 3 1 (1,1) (3,1)
0110 3 3 1 (3,1) (3,1)
0111 2 4 0 (2,0) (4,0)
1000 2 0 4 (4,2) (4,0)
1001 1 1 3 (3,1) (3,1)
1010 3 1 3 (3,3) (3,1)
1011 2 2 2 (2,2) (2,2)
1100 3 1 3 (3,3) (3,1)
1101 2 2 2 (2,2) (2,2)
1110 4 2 2 (4,2) (2,2)
1111 3 3 1 (3,1) (3,1)

TAB. 3.18 — Manipulation de&ZH’GM‘” pouripgq avec deux bases complétes.

|

En revanche, pour les opérateurs a sélection de formuledt@mmnt un résultat de non-manipulabilité
pour deux opérateurs :

Proposition 41. Les opérateurs par intersection total®’™ et basiqueA® ne sont pas manipulables
POUr 2 palai-

Preuve:

— SoientE un profil, K une base de croyances,.etine contrainte d’intégrité. Alors

ANEANKAp  sicohérent,

Aim(E U{EY) = { I sinon.

SiA\ E A K A pest cohérent, alorE™ est cohérent aveA{im(E LU{K}),donc
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dp (K, A,’jm(E U{K})) = Vi etipaa (K, A/ (E U {K})) est maximal : on ne peut pas mani-
puler. Dans le cas contraire, AiIE A K A u n’est pas cohérent, alor‘sﬁm(E U{K})= u.Dans
ce cas, quelle que soit la baké, on aA,{m(E L {K'}) = u. De ce fait,
di(K,p) < dg(K, A{im(E LI {K'})) ce qui rend toute manipulation impossible dans ce cas
également.

— SoientE un profil, K une base de croyances,etine contrainte d’intégrité. Alors

ANEANKAp  sicohérent, sinon
f _ . - .
A"(EU{K})=4q (VEVK)Ap sicohérent, sinon
.

SINEANK Apou(\/EV K) A u sont cohérents, aloréy (K, A{im(E U{K}) = 0et
ipatal (K, A{im(El_J{K})) est maximal : on ne peut pas manipuler. Dans le cas contmifé(El_l
{K}) = u. Dans ce cas, quelle que soit la bdsg on aA{[”(E U {K'}) & u. De ce fait,
dig(K,p) < dg(K,A™(E U {K'})) ce qui rend toute manipulation impossible dans ce cas
également.

Quant aux opérateurs de combinaison, ils sont tous mamiesl@ouri pg;a; :

Proposition 42. Les opérateurs{lf (etdonc les opérateur&f) sont manipulables pourpgq;, Méme
dans le cas ou on fusionne deux bases complétes.

Preuve:

On considere les bases compléfés = {a A b} et Ky = {—a A —b}, avecy = —(a AD). On a
MAXCONS({Ky, Ko}, ) = {{—a A —=b,—=(aNb)}} = MAXCONsmd({Kl,IQ} u) et
MAXCONS({K1, K2}, T) = {{=a A =b, T}, {a A b, T}}, ainsi ACI({Kl,Kg}) = AP ({K1, Ky})

= A04({K1,K2}) ACE’({Kth}) = —a/A—b.0On obtlenl‘zDalal(Kl,AC({Kl,Kg})) =1-2=0.
Avec K| = {—a A b}, on aMAXCONS({ K7, K2}, 1) = {{—a A b, =(a A b)} {maNb,=(aND)}} =
MAXCONScard({Kl,Kg} n) etMAXCONS({Kl,KQ} T)={{—aA=bT} {-anb T}} Ainsi
ACV{KY, Ka}) = AP, Ka}) = ATH{K], Ka}) = AP {K] Ks}) = (ran—b)V (nanb) =
-a.

On obtienti paq (K1, AS ({K{, K2})) = 1 — §, montrant la manipulation.

3.5 Stratégies restreintes

Nous avons déja évoqué auparavant I'existence de sitgatioes agents participant au processus
de fusion ont des informations sur les croyances/butsalaeis des autres agents. Par exemple, dans
un cadre de résolution coopérative de problémes, il peatdécidé que lorsqu’'un agent est capable de
répondre a une requéte au bout d’'un temps limité, il doit camigquer sa réponse aux autres agents. A
I'opposé, le protocole de communication peut I'obliger foimer les autres agents qu'il est définitive-
ment incapable de répondre a la demande. De tels échang&smations permettent aux autres agents
d’avoir une vue partielle des modéles ou des contre-modi&sséritables croyances ou buts de I'agent,
et si cela vient en contradiction avec la base reportéegfiamanipulateur peut étre démasqué (ce qui
peut étre génant pour lui).

*Par souci de simplification, on notie; (K, AJ™ (E L { K'}) pourmin dr(w,w').

wEK.w EALT (BU{K})
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On considére ici deux restrictions sur les stratégies md®®s (et les notions correspondantes de
manipulation) : la manipulation par érosion (resp. dilatdt est obtenue lorsque la base repori€e
est nécessairement logiquement plus forte (resp. plugfajoe la base réell&. La manipulation par
érosion (resp. dilatation) est possible pour I'agent malateur lorsque les autres agents ont seulement
acces a un sous-ensemble des contre-modéles (resp. makise®ritables croyances ou buts.

Définition 38.
— Un opérateurA estmanipulable par érosiopour un indice s'il existe un profilE/, une contrainte
d’intégrité 1, deux bases de croyancRset K’ avecK' = K, tels que :

i(K, A (BU{KY) < i(K, A, (EU{K})).

— Un opérateurA est manipulable par dilatationpour un indice: s'il existe un profil E, une
contrainte d'intégrité., deux bases de croyanckset K’ avecK = K', tels que :

i(K, A (EU{K})) < i(K, A (EU{K'})).

Le premier résultat illustre I'impossibilité d’'une manigtion par dilatation pour les opérateurs a
sélection de modéles :

Proposition 43.  Soientd une pseudo-distance gtune fonction d’agrégation quelconquesfl;f est
non manipulable par dilatation pour chacun des indié¢gsig,, etig, .

Preuve:

Grace a la proposition 25, il est suffisant de montrer mief n'est pas manipulable pouy. Raison-
nement par I'absurdeOn suppose qu’il existe un opérateﬁﬁf, ou d et f sont respectivement une
pseudo-distance et une fonction d’agrégation, qui est podable par dilatation pouy,. Avec cette hy-
pothéese, on peut trouver une contrainte d'intégritéin profil £, deux based( et K’ avecK E K’,
tels quei, (K, A ({K} U E)) < ip(K, ALY ({K'} U E)). En utilisant la notatiorE A, K plus légére
pour AL ({KYU E),ona:

#IKINIE 8, K] _ #(KINIE £, K1)
#(E 5, K)) #E 5, K

CommeK E K, pour toute pseudo-distandg on aVw € W, d(w, K) > d(w, K'). Donc, pour
toute fonction d’'agrégatioif (croissante) :

Yo € W,d(w, EU{K}) > d(w, EU{K'}). (3.10)

On noted,,in, (E U, {K}) = min({d(w, EU{K}) | w = u}, <). Avec (3ID), on peut immédia-
tement déduire dp,;n (E U, {K}) > dpmin(E U, {K'}). Deux cas sont a considérer :

= dmin(E U {K}) > dinin(E Uy {K'}) (.
Siw; est un modele d& A p alors, commel = K, d(wq, K) = d(w1, K') = 0, doncd(wy, EU
{K}) = d(wi, E U{K"}). Sien plusw; est un modeéle d& A, K, alorsd(w:, E U {K'}) =

dmin(EUL{K'}) etd(w1, EU{K}) = dpin(E U, {K'}). Par définition dunin, on ad(w, E' U

{K}) > dmin(E U, {K}), puisquew; = u. Alors on peut conclure qué,,(E L, {K}) <
dmin(EU,{K"}), ce qui contredit (*). Ainsi, aucun modele déA p n'est un modéle d& A, K.
En conséquence, (K, EA, K') = 0 et est minimal, ce qui interdit toute manipulation pmﬁf.
Donc, on peut exclure le cas (*).
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= dmin(E Ly {K}) = dmin(E U {K'}) ().
Siw estun modele d&'A , K, alors on a alafois = petd(w, EU{K}) = dmin(EU,{K}). En
conséquencel(w, ELU{K}) = dpnin(EU, {K'}) avec I'équation (**). De plus, avec I'inéquation
(310), on peut déduire quw, EU{K }) > d(w, EU{K'}). Ainsi, d(w, EU{K'}) < dmin(EU,
{K'}). Commew est un modele de et qued(w, E U {K'}) = dmin(E U, {K'}), on peut
finalement déduire que est un modéle d& A, K’ également. Donc tout modéle @A, K est
un modeéle de&& A, K’ et :

#([E Ly K]) < #([E A, KT). (3.11)

On peut aussi en déduire que tout modeleidé,, K qui est un modele d& A o est un modele
deE A, K', donc :

#(K]N[E Ay K]) < #(K]N[E Ay KT).

De plus, siv; = K A pestun modéle d& A, K', alors on a a la fois :

— d(w1, EU{K"}) = dpmin(E U, {K'}) = dmin(E U, {K}) avec (**) et

— commeK | K'etw; = K, onaw; = K'. Doncd(wi, K) = d(wi, K’) = 0 etd(w, E U
{K}) = d(w, EU{K"}).

On obtient d(wy, EU{K}) = dpmin(E U, {K}) etw; = p, doncw; est un modéle d& A, K.

On vient de montrer que tout modéle HeA . qui est un modele d& A, K’ est également un

modele deF’ A, K donc on peut écrire#([K] N [E A, K]) > #([K]n [E A, K']). Alors on

obtient :

#(KIN[E AL K]) = #(K]N[E Ay KT)). (3.12)
Avec (3.11) et[[3.7312), on obtient immédiatement :

#(E] N #(E Dy K')
#([E L K7])

#(K]N[E A, K])
#([E Ly K])

> (3.13)

En conséquence, (K, Aﬁ’f({K} U E) > ip(K, Aﬁ’f({K’} LI E)). Cette inégquation montre que
Afl;f n’est pas manipulable pouy, ce qui contredit I'hypothese. Le cas (**) doit donc étreré&a
également, ce qui conclut la preuve.

O

Ce résultat doit étre comparé au cas général (développdeatassctions précédentes) ou la plupart
des opérateurs sont manipulables.

On obtient des résultats tres différents pour la maniprigtiar érosion. On peut en effet trouver des
profils manipulables en utilisant une stratégie par éro§an exemple I'exemple récurrent). Ce qui est
intéressant, c'est que, dans certaines situations, Eggér uniguement a la manipulation par érosion
peut étre suffisant pour prouver la non-manipulabilité dofiprEn effet, lorsqued est une distance
guelconquey) est la fonction d’agrégation utilisée et qu’'un des indicestiques; est considérégxfﬂ’E
est manipulable pouy; si et seulement si il est manipulable par érosion pgur

Proposition 44. Soitd une distance quelconque./Sﬁ’Z est manipulable poui;, (resp.iq,), alors il
est manipulable par érosion pouy,, (resp.igs).

Preuve:
On prouve d’abord un lemme tres utile :
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Lemme 45. Soitd une pseudo-distance gtune fonction d’'agrégation. Si un profl est manipulable
par K pourig, (resp.iq,) étant donnéﬁﬁ’f etu, alors il existe une base completé, telle que :

ia, (K, Ap (B U{KL})) > dq, (K, Ay(EU{K}))
(resp.iq, (K, A (E U{KSY)) > ia, (K, Au(EU{K}))).
Preuve:

Indice drastique faibleOn suppose que&ﬁ’f est manipulable pouiy, , i.e. on peut trouver une
contrainte d'intégrité., un profil E = {K3, ..., K, }, et deux base& et K’ tels que :

iq, (K, AL ({K} UE)) <iq, (K, AW ({K'}UE)). (3.14)

Ce qui est équivalent &g, (K,E A, K) = 0 etig, (K,E A, K') =1, ou Aﬁ’f({K} U E) est noté
E A, K pour simplifier les notations.
L'inégalitée (3.I5) vient de,,, (K, E A, K) = 0 : aucun modéle d& n’est un modele d& A, K.
Vw = K Ap, 3w = (7K) Ap,d(W, EU{K}) < d(w, EU{K}). (3.15)
Comme dand{3.15) le choix d€ peut étre fait indépendamment de(3I3) est équivalent a :
J' E (-K) A,V |E KA p,dW, EU{K}) < d(w, EU{K}). (3.16)
L'inégalité (31T) vient dey, (K, E A, K') = 1 :ily a au moins un modéle d& dans ceux de
EN,K":
Jwi E K A p,Vw = p,d(w, EU{K'}) < d(w, EU{K"}). (3.17)

Soitw” |= K’ tel qued(w1, K') = d(w1,w"). On considére la base compl&té,, telle que[K, ] =
{w"}. On va montrer dans le reste de la preuve mﬁé‘ est manipulable avec cette base. Sil'agent dont
les croyances sort’ donnek”, comme base a la place d&, alors, commel(w, K),) = d(w1, K'),

ona:
d(w1, EU{K.}) = d(wr, EU{K"}), (3.18)

et donc aved(3.17) di(3118) :
Vo E p,d(wy, EU{K"}) < d(w, EU{K"}), (3.19)

De plus, comme la fonction d’agrégatigrest croissante (par définition) et comii¢, = K’, ona
Vw = p,d(w, EU{K"'}) < d(w, EU{K,}), donc on obtient directement avéc(3.19) :

Vw = pd(w, EU{K!,}) < d(w, EU{K/,}). (3.20)

Doncw; est un modéle dAﬁ’f(EI_I{KO’J’N}) etonaig, (K, AZ’f({Kx,,}I_JE)) = letiy, (K, Aﬁ’f({K}l_l
E)) <ig, (K, Aﬁ’f({Kg,,} LI E)). Cela prouve que&ﬁ’f est manipulable pour une base compl&té, .

Indice drastique fortSupposons qu’un opératemd’f , 0ud est une pseudo-distance fetine fonc-
tion d’agrégation, soit manipulable pour 'indice dragggforti,, . Alors on peut trouver une contrainte
d’intégrité u, un profil £ et deux base& et K’ tels que :

ia, (I, AR (BU{KY)) <ig, (K, A (EU{K'})).
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Cela implique que,, (X, Aﬁ’f(E UA{K})) = 0, etig, (K, Aﬁ’f(E U {K'})) = 1. Cela signifie, par
définition de cet indice, quA’/ (E U {K}) |~ K, et A (EU{K'}) E K.

Etant donné un modeéle deAZ’f(El_l{K’}) et un modélev, de K’ tels qued(wy, K') = d(w1, w2),
on EiéfinitKﬁj2 par[K!)] = {w2}. Alors on ad(wy, K[},) = d(w1i, K') etd(w, EU{K[,}) = d(w1, EL
{K'}).

On noted, i, (E ufff {K'}) = min({d(w, EU{K'}) | wE u},<). Commew; est un modéle de
AL (EU{K'}), on ad(wi, EU{K"}) = dumin(E UL {K'}).

Ainsi :

d(wy, EU{K],}) = dmin(E LS {K'}). (3.21)

Par définition dunin et commew; = p, on a aussi d(wy, EU{K[ }) > dmnin(E I_Jﬁ’f {K7,}).

On obtient :
d7 . d?
dmin (B UST {K'}) > din (B LSS {K]}). (3.22)

D’un autre coté, comm&”) = K’,ona :Vw € W, d(w, K') < d(w, K[},). La fonction d’agréga-
tion f est croissante, donc on peut écrire :

Vw e W, d(w, EU{K'}) < d(w, EU{K"}), (3.23)

et doncd,in(E US {K'}) < dpin(E UST {K?}). Avec (322) on obtientl,,;,(E UL/ {K'}) =
dmin(EUT {K" }). Avec [321), on obtieni(wi, ELU{K",}) = dpin(EUL {K"}). Commew; = 1,
on conclut ques; est également un modéle A€/ (B L {K” }).

Soitw un modéle de\i’ (E LU {K/,}). Alorsw |= petd(w, E U {K!,}) = dmin(E U {K!}).

Donc, commed,in (B UL {K'}) = dyin (B UL {K2}), on ad(w, E U{K!}) = dypin(E U,
{K'}). De (328), on déduit qué(w, E L {K'}) < dpin (E UL {K'}).

Donc, par définition dunin on ad(w, B U {K'}) = dpin(E LS {K'}).

Cela implique quev est également un modéle «zkﬁf’f(E U {K'}) (puisquew = w). On vient de
montrer que tout modele dkf;f(E U {K/,}) estun modele dAZ’f(E LI {K'}), donc on peut écrire :
AM(EU{K!)Y) E ALY (B U {K'}). Comme on aAl/ (E U {K'}) = K, on peut inférer que
A (EU{K!Y) E K etdoncig, (K, AL (EU{K!})) = 1.

On obtient donc une manipulation poijt avec une base complet€! , ce qui complete la preuve

du lemme.
O

On peut a présent donner une preuve pour la propositionipaiec:

Indice drastique faibldRaisonnement par I'absurd®©n suppose quAfﬁ’Z est un opérateur manipu-
lable et gu’il n’est pas manipulable par érosion. Alors ontdeouver une contrainte d’intégrite, un
profil E, et deux base& et K’ avecK’ |~ K tels que :

ia, (K, AW (B U{KY})) < ig, (K, AL>(EU{K"})).

Le lemmd4b montre que I'on peut suppofEf] = {w)} compléte ; il vient donc :
ia, (K, AW B U{KY)) < ig, (K, AL (EU{w)})).
Comme l'indice drastique faible ne prend que les valeursl eh a :
iq, (K, ALY (EU{K}) =0 (3.24)
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ia, (K, Aﬁ’Z(E U{wi}) =1

Cela signifie qu'’il n’existe aucun modele @& A 1 qui est un modeéle dAZ’E(E LU{K}), etquily
a au moins un modéle; de K A p qui est un modéle dAZ’E(E L {w]}). On peut exprimer ces faits
par deux inéquations :

Vo E K Ap, 3w E-KApdw,EU{K}) <dw, EU{K})

et:
Jwr ): KA p,Vw ): :uvd(whE U {wi}) < d(va U {wi})
Ainsi :
Jw ’: KA p,Vw ’: M»d(wlvwll) + d(whE) < d(w7wi) + d(wv E) (325)

On définit a présent une nouvelle bdsg, = {w:}. Comme on a supposé que I'opérateur n'est pas
manipulable par érosion et comnig, = K, on peut en déduire qu'il n'est pas manipulable poyr

avecK!) :iq, (K, Aﬁ’Z(E U{K})) > g, (K, Aﬁ’Z(E U{K[,})). Celaimplique que :

— soitig, (K, AZ*(EU{K})) =1,

~ S0itig, (K, A (EU{K})) = iq, (K,AL™(EU{K" })) = 0.

Grace a I'équatiori{324), qui établit qiig, (K, A%*(E L {K})) = 0, on peut inférer que
i, (K, AL™(EU{K" })) =0etona:

Vw = KAp,30' E-KAp,dw, EU{K] }) <dw EU{K] }).

Commek, = {w:} etque le choix de’ peut étre fait indépendamment de, on a
Jws E (K) A p,Vw E K A p,d(we, EU{wi}) < d(w, E U {w}), c'est-a-dire :

Jwy = K A p,Vw = K A p,d(wa,wr) + d(we, E) < d(w,wr) + d(w, E).
En particulier, cette inéquation est vraie paue wy, parce quev; = K A p. Ainsi :
d(wa,w1) + d(we, E) < d(wr,w1) + d(w1, E).
Commed(w;,wi) = 0, on obtient finalement :
d(wa,w1) + d(we, E) < d(wy, E). (3.26)
D’un autre c6té, comme; = u, avec [3.2b), on obtient :
d(wr,w)) +d(wi, E) < d(wa,w)) + d(ws, E). (3.27)
En additionnant(3.26) ef(327) membre a membre, on ohtient
d(wa,w1) + d(wa, E) + d(wy,w]) + d(w1, E) < d(wy, E) + d(wz,w]) + d(we, E).
En simplifiant pard(w;, F) etd(wq, E), on a:
d(wa,w1) + d(wy,w)) < d(wa,w)).

Cela contredit I'inégalité triangulaire. Ainsi, si une nijaulation est possible, elle est possible par éro-
sion avec une base complgf€]) | = {w:}.

103



Chapitre 3. Manipulation des processus de fusion propmitelle

Indice drastique forlSupposons quesfﬂ’E soit manipulable pouiy;, . Alors, on peut trouver un profil
E, une contrainte d'intégrit@ et deux base& et K’ tels que :

ia, (K, A (B U {K)) < g, (K, AR (B U {K'}).

Cela implique que :
iq,(K,AP(EU{K}) =0 (3.28)

et
iq,(K, AT (EU{K'}) = 1.

Cela signifie qu’il y a au moins un modéle déi’E(E L {K}) qui n'est pas un modéle d€, et que
tout modele de&ﬁ’E(EI_I{K’}) est un modéle d& A n.. Considérons un modélg deAﬁ’E(EI_I{K’}).
On peut écrire que; = K A pet:

Vw = p,d(wy, EU{K'}) < d(w, EU{K'}).

Alorson a:
Vw ): :uvd(th,) + d(wlyE) < d(w7K,) + d(w7E)

Définissong K/ ] = {w} et montrons qu'’il y a manipulation avec cette base. On suppas I'on
peut trouver,” = ALY (B U{K! }) t.q.o" £ K. Commew” = AZ”(E U {w}), onaw” |= pet

dw”, EU{w}) < d(wi, EU{w}),

et donc :
dw’,wy) +dw”,E) <d(w, E)

(commed(wy,w;) = 0).
On sait ques” [~ K etw” |= u, donc on peut déduire que’ = A%*(E L {K'}) (sinon on devrait
avoirw” E K, puisqueAZ’E(E U{K'}) £ K). Commew; est un modéle dAﬁ’Z(E U{K'}),ona:

dw”, EU{K'}) > d(wy, E U{K"}).

De facon équivalente :
dw”, K'Y +d(w”, E) > d(w1, K') + d(w1, E).

Commed(w;, F) > d(w”,w;) + d(w”, E), on obtient :
dw”,K') +d(w”, E) > d(w, K') + d(w”,w1) + d(w", E).
En simplifiant cette équation pdfw”, E'), on trouve :
dw”,K') > d(wy, K') + d(w”, w).
Siwy est un modele d&” tel qued(wy, K') = d(w1,wsz), 0na:
dw”, K') > d(w1,ws) + d(w”,w1),
et finalement, commé(w”,wy) > d(w”, K') par définition dunin, on obtient :
dWw”,we) > d(w,w2) + d(w”,wy).

Cela est en contradiction avec l'inégalité triangulaire.
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On a montré que tout modéle d&>”(E U {K”, }) est un modéle dé&. Doncig, (K, Al (E U
(K" }) = 1. Commeiq, (K, AL™(E U {K}) = 0 avec [32B), on a:

ia, (K, ALY (B U{KY)) <ig, (K, AZ*(EU{K],})),
et une manipulation par érosion avec une base complete €sibfeo

O
Ce résultat a un corollaire, qui montre qu'il est suffisansiil@éresser a chaque base compléte qui
implique K pour déterminer si un profl est manipulable par une bagepourig,, :

Corollaire 46.  Un profil de croyancedy est manipulable pa#< pour iy, (resp.iq,) €tant donné
Aﬁ’z et i si et seulement si la manipulation est possible en utilisenat base compléty,, = K, i.e. il
existek,, = K telle queiq, (K, AL (EU{K,})) > iq, (K, AL*(EU{K})) (resp.ig, (K, AL>(E U
{Ku}) > ia, (1, AL(E U{KY)).
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Chapitre 4

Travaux connexes

4.1 Manipulation pour la fusion

Une étude de la manipulation de certains opérateurs denfd$@CF est décrite dans [MGCDO1]. Le
cadre de travail considéré dans cet article est clairemistibet de celui utilisé dans notre travail. Tout
d’'abord, les agents fournissent des relations de préféreamplétes (encodées comme €mctions
ordinales conditionnellesu OCF). De plus, les opérateurs de fusion considérés éehbpp théoréme
de Gibbard-Satterthwaite (ainsi qu'au théoreme d’Arroajce qu'une hypothese de commensurabi-
lité entre les préférences des agents est faite (la mémeaqaea’applique aussi a la fusion de bases
possibilistes définie dans |[BDKP02]). Lhypothese de comsoeabilité a un sens dans de nombreuses
situations, mais lorsque I'on traite des préférences ditgelle doit étre utilisée avec précaution. En ef-
fet, pour des agents humains, on considéere généralemetigemnid du Choix Social que cette hypothése
est trés forte : les préférences humaines sont parfoisildiffient comparables, l'intensité avec laquelle
x est préféré @ n'est pas forcément identique pour tous les agents.

La notion de manipulation et les opérateurs de fusion de [} Sont définis dans le cadre de travall
des fonctions ordinales conditionnelles. Dans ce paragrapus étudions les opérateurs correspondants
dans le cadre propositionnel «pur», i.e., lorsque le profitient des bases de croyances/buts «plates »,
afin de pouvoir comparer I'approche utilisée dans cet arfida notre.

Comme on I'a vu dans la premiére partie du mémoire (paragrdpRA.2), une fonction ordinale
conditionnelle (OCF) est une fonction totale de 'ensemble des interprétatidéhdans I'ensemble des
ordinaux, et est telle qu’au moins une interprétation esd@se a zéro. Dans [MGCO1], seules les OCFs
a valeur entiére sont considérées. Meyer et al. ne constdpas des OCFs normalisées (c'est-a-dire
gu’'il N’y a pas nécessairement une interprétation ass@ceo). Intuitivement, plus la valeur attribuée
a une interprétation est élevée, moins cette interprétativ crue. A chaque OGEon peut associer une
base de croyanceBel(x) définie commgBel(k)] = {w € W | k(w) = mingew(k(w'))}. Le but des
opérateurs de fusion OCF est, a partir d’'un profil 'OCFs: {1, ..., Kk, }, de définir une OCka (E)
qui représente au mieux le profil.

Le moyen le plus direct de traduire le cadre de travail de &ofu propositionnelle en fonctions
ordinales conditionnelles est de considérer une base gitmpmelle comme un cas spécial d'OCF : une
base propositionnelle est une OCF a deux strates, avec Eesales bases qui regoivent le rarej les
contre-modeles qui recoivent le raihgSi I'on considere uniquement des OCFs a deux strates que
I'on note K; = Bel(k;) et A = Bel(ka), les opérations de fusion définies delns [MGICO1] deviennent :

Proposition 47.  — Anue(E) = Apin, (E) = { /T\E 2: nC(;J:erent,
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B ' _ | NE sicoherent,
Amina (B) = { \V E  sinon.
- Ag(E) = ADE(E).

La preuve est immédiate.

Exemple 36. On considére a nouveau I'exemfild 21 introduit dans le paxpge[ZP pour illustrer
le fonctionnement des opérations de fusion OCF introduittssdMGCUO1]. Soien® = {a, b}, et deux
états épistémiques, et ks définies sudV par :

- Kk1(aANb)=0
— k1(a A =b) = ki(—aN—-b) =1
— K1(ma A b) =2
et
— ko(aN=b) =0

ko(a Ab) = Ka(—a Ab) = ka(—a A—b) =1
Les bases propositionnelles correspondantes sont régpewnt/l; = {a Ab} et Ko = {a A b} Alors
onapourkE = {K;, Ky} :

- Apax(E) =T.

- Apin, (B) = T.

— [Amin, (E)] = {a A b,a A —b}.

- [Ax(E)] ={a Ab,a A —D}.

Les opérateurs de fusion propositionnels résultants.., Ain, » Amin,, €t As sont assez simples
et bien connus.
— Az (Ou de fagon équivalentd,,;,,) est I'opérateur de fusion appelé opérateur de fusion par
intersection totaleé\/™ (en I'absence de contrainte d’intégrite) [KP99].
— Auin, €st 'opérateur de fusion basiqué’ [Kon00] sans contrainte d'intégrité, c’est aussi 'opé-
rateur a quota 1 dé_[EKMOD5] (sans contrainte d’intégrit@jr(partiellll.
— Ay correspond a I'opérateur intersection de [Kdn00].
Aucun de ces opérateurs n’est manipulable pour nos indices :

Proposition 48. A,az, Aming» Amin, €Ay ne sont manipulables pour aucun des indi¢gs iq, et

Ip-

Preuve:
Les résultats pour ces opérateurs sont des conséqueneegslie I'étude présentée au paragrépfe 3.2.
Plus précisément, le résultat pal\y,,,.. et A,,;,, vient de la propositiofi-33, celui pouk,,;,, de la
propositior 34, et celui pouks; de la propositioi 6.

O

Meyer, Chopra et Ghose ont proposé des définitions génélalashon-manipulabilité pour la fusion

d'OCFs. Plus précisément, ils ont étudié deux propriétésctérisant la résistance a la manipulation. La
premiére est la propriéi@P) [MGCO1] :

Définition 39 (IP). Un opérateur de fusion OGEx satisfait la propriétélP) si pour tout profil d’OCFs
E, pour tout agent, on a quelle que soit 'OCk :

Vw e W, [ra(E)(w) — ki(w)] < |kalrep(E,{i}, k) (w) — ki(w)]
ourep(E,{i}, k) estle profilE dans lequel 'OCF; est remplacé pat.
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La propriété(IP) traduit une forte résistance de I'opérateur de fusion a laipodabilité, puisqu’un
opérateur satisfait cette proprig®) si pour tous les mondes, I'entier associé a la base fusioesiée
plus proche de celui associé a 'agent manipulateur s'isiesere que s'il ment.

En ne considérant que des OCFs a deux strates, un opératéusiae A(= Bel(ka)) est non
manipulable pou(IP) si et seulement si satisfait la propriétdlP) pour tout agent étant donné un
profil quelconque. On obtient la caractérisation suivante :

Proposition 49. A est non manipulable poytP) si et seulement si pour tout profil et tout couple de
basesK et K’ :

- KAN-A(EU{K}) E-A(EU{K'}), et

- KANA(EU{K}) EA(FU{K'}).

Preuve:

— Partie<= de la preuve. Supposons qu’un opérateur de fudior Bel(ka)) ne satisfasse pas la
propriéte(IP). Alors il existe un profilE, un agent, une OCFx, une interprétatiomw € W tels
que

[ka(E)(w) = ki(w)] > [ra(rep(E, {i}, k)(w) — ki(w)]

ourep(E,{i}, k) est le profilE dans lequel 'OCH:; est remplacée pas. Dans la suite, on note

A(E U {K}) pour Bel(ka(F)) : c'est la base fusionnée initiale lorsque I'agéneporte ses

véritables croyancek = Bel(k;), et on noteA(FE LI {K'}) pour Bel(ka(rep(E, {i},k)) : c'est

la base fusionnée obtenue en remplacant la base de crofarnsds de I'agenti par une autre

K' = Bel(k).

En considérant des OCFs a deux strates, cette inégalirenguegra (E)(w) — ki(w)] = 1 et

|ka(rep(E,{i}, k)(w) — ki (w)] = 0. Commera (rep(E, {i}, k)(w) — ki(w)| = 0,w est a la fois

un modéle de\(E LU {K'}) et deK (*), ou w est un contre-modéle a la fois &g £ LI { K'}) et
de K (**).

Pour avoir|ka (E)(w) — ki(w)| = 1, il y a également deux cas :

— SOitka (F)(w) = 1 etk;(w) = 0 : alorsw est un modele d& et un contre-modéle dA (E U
{K}). Commew est un modéle dé{, avec (*), on sait également queest un modéle de
A(EU{K'}). Doncw est un modéle d&’, de—~(A(EU{K})) etpas de~A(EU{K'}) : cela
entraine que

KA-A(EU{K}) = -AEU{K'}).

— SOitka (F)(w) = 0 etk;(w) = 1 : alorsw est un contre-modele d€ et un modele de\(E U
{K}). Commew est un contre-modéle d€, avec (**), on sait aussi que est un contre-modele
deA(EU{K'}). Doncw estun modéle de K, de A(EU{K})etpas deA(EU{K'}) : cela
entraine que

-KANA(EU{K}) E A(EU{K'}).

Ainsi, si un opérateur de fusion ne satisfait pas la propii), il ne satisfait aucune des deux
implications.

— Partie= de la preuve. Pour la réciproque, on suppose qu'il existerofil g, un agent avec une
baseK, et une autre bask’ tels que :

K A-AEU{K)}) J£ ~A(EU{K'Y)

ou
SK ANABEU{KY) B AEU{K").
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Dans le premier cas, il y a au moins un modelde K A =A(E L { K'}) qui est un contre-modéle
de-A(FU{K'}):

KAa(E)(w) =1,ki(w) = 0,ka(rep(E, {i}, k) (w) = 0.

Donc

[ka(B)(w) = ri(w)| > [ra(rep(E, {i}, £)(w) — ki(w)].
Dans le second cas, il y a au moins un modete K A A(E U {K}) qui est un contre modéle
deA(EU{K'}):

KA(E)(w) = 0,ki(w) =1, ka(rep(E, {i}, k)(w) = 1.

Donc
[ka(E)(w) = ki(w)] > [ka(rep(E, {i}, k)(w) — ki(w)].
Dans les deux cag\ ne satisfait pas la proprié{éP).

O
La seconde propriété étudiée par Meyer, Chopra et Ghosedeisant la résistance a la manipulation
est la propriétéWIP) :

Définition 40 (WIP). Un opérateur de fusion OGEx satisfait la propriétéWIP) si pour tout profilE,
pour tout agent, on a quelle que soit 'OCFk :

Swewlia(B)(w) — ki(w)] < Swewlra(rep(E, {i}, k) (w) — ri(w)]-

(WIP) est plus faible qué¢lP) au sens ou si un opérateur de fusion OGEsatisfait(IP) pour un
agenti, alorsxa satisfait(WIP) pouri (mais la réciproque n’est pas forcément vérifiée).

De nouveau, en ne considérant que des OCFs a deux stratgsrateor de fusioth (= Bel(ka))
est non manipulable poWIP) si et seulement sia satisfait la propriétdWIP) pour chaque agent
pour tout profil.

On note®d le ou exclusifi.e. K ® K' = (K AN —K') v (=K A K'). Alors la propriét§WIP) peut
étre caractérisée dans notre cadre de travail par l'indiveust :

Définition 41. On définit I'indice de satisfactiot,;, par :

1

twip (K Ka) = #K @ K]+ 1

On a alors la proposition suivante :

Proposition 50.
A satisfait la propriet§ WIP) si et seulement si il est non manipulable poyy,.

Preuve:
Par définitionK & Ka = (-K A Ka) V (K A —Ka). Donc on peut écrire :

1
#[(-KANKA)V (KAN-KA)]+1

iwip(Ky KA) =

si et seulement si )

iwip(Ka KA) = #[_|K/\ KA] + #[K A _‘KA] +1
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Supposons qu'un opérateur de fusiine Bel(ka)) ne satisfasse pas la propri€WIP). Alors il
existe un profilE/, un agent, une OCFx tels que

Swewlra(B) (W) — ki(w)| > Zuewlra(rep(E, {i}, k) (w) — ri(w)| (%)

Dans la suite, on notA (EU{ K }) pour Bel(ka(F)), qui est la base fusionnée initiale quand I'agent
i reporte sa véritable bagé = Bel(k;), et on noteA(E U {K'}) pour

Bel(ka(rep(E,{i}, r)), i.e. la base fusionnée obtenue en remplagant la Kagde I'agent; par une
autreK’ = Bel(k).

Dans le cas a deux stratésa (£)(w) — k;(w)| est égal @ ou 1. En fait, |[xa (E)(w) — ki(w)| =1
si et seulement si :

— ka(E)(w) = 1etk;(w) = 0: ce qui est équivalenta = K A “A(E U {K}).

— ka(E)(w) =0etr;(w) =1:cequiestéquivalenta = - K ANA(EU{K}).
On peut en déduire I'égalité suivante :

Swewlra(E)(w) — ki(w)| = #[K A ~AEU{K})] + #[~K AA(EU{K})].
De facon similaire, on obtient :
Swewlra(rep(E, {i}, w)(w) — ki(w)| = #[K A ~AEU{K'})] + #[~K AN AEU{K'}).
L'inégalité (*) est donc équivalente a :
HIK A-A(EU{KD)] + #-K AAEU{K )] > #1K A-AEU{K'})] +#[K AA(EU{K'})]

qui équivaut a

1 1
FKAN-AEU{KN +# K AAEUKD+1 - #EKAAEUKD T #-KAAEU{E )] 11

qui équivaut a
twip(K, A(E U{K})) < iwip(K, AE U{K'}))

qui équivaut 2A n’est pas manipulable pouy,;,.

O
Il faut noter que l'indice «wip»,,;, est trés proche de l'indice probabiliste Lindice probabiliste
mesure la proximité de la base fusionnée a la base de I'agkéintdee «wip » mesure la différence entre
la base fusionnée et la base de 'agent.
Cependant, la notion correspondante de non-maniputalfdit a fortiori celle induite pafiP)) ap-
parait trop forte dans le cadre propositionnel «pur». QEmens par exemple le scénario de fusion de
croyances suivant :

Exemple 37. On considérek’ = {a} et K; = {b}. On aA%>({K,K}) = a A b. Si 'agent donne
K' = {a A -} & la place déy, alors la base fusionnée et?#>({K’ K;}) = a. Cela donne un
exemple de manipulation po(WIP) :

. .
i AP (K K1) = 5 < (AT PR K ) = 1
Dans cet exemple, I'agent réussit a modifier la base fusmenéine base qui est plus similaire a sa
base de croyances initiale (par rappoif,a). C'est parce qu'’il n’est pas entierement satisfait paselseb

fusionnée équivalente @A b, mais préfere strictement sa base initiédg, en dépit du fait que: A b
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raffine ses propres croyances. Ainsi, un tel agent veut présereegioislses croyances sbn ignorance
Dans de nombreux scénarios ou un agent participe a un puscdsegusion afin d’obtenir de nouvelles
informations, cela est contre intuitif. Dans [CGNMI06], legeurs proposent des définitions plus générales
de non-manipulabilité, en considérant d’'autres relatamsimilarité que celles utilisées dahs [MGCO01].
Dans le cadre propositionnel «pur», elles souffrent todtesnéme inconvénient que celui mentionné
ci-dessus. C’est pourquoi nous n'avons pas conduit plust#¢daude de la manipulation des opérateurs
a sélection de modéles et a sélection de formules puremepogitionnels pour des criteres comme
(WIP) ou(IP).

4.2 Théorie du choix social

Dans le cadre propositionnel pour la fusion considéré datte ¢thése, les croyances/buts de
chaque agent induisent une partition des interprétatiordeax strates : les modeéles Hesont préférés
a ses contre-modéles. Quand les agents fournissent utierreda préférence compléte (qui peut étre
encodée de différentes facons, par exemple, expliciteroantar une base de croyances avec priorités,
une fonction ordinale conditionnelle, etc.), le probléned’dgrégation consiste a définir une relation de
préférence globale a partir des relations de préférendeidoélles. Ce probléme est étudié depuis des
siécles en théorie du choix social (on peut remonter au n@sndorcet [Con85] et Borda [Bor81]).

En théorie du choix social [ASS02], le probleme de la mamipoih a aussi recu une grande atten-
tion. Dans ce cadre de travail, un agehest manipulateur lorsqu’il reporte une relation de préféee
(un ordre strict total sur 'ensemble des alternatives) rjest pas la vraie relation. Une fonction de
choix social (qui associe une alternative a un profil de delidations de préférences) est manipulable
si I'alternative choisie par la fonction quantl ment est mieux classée podrque l'alternative choi-
sie quand il reporte ses vraies préférences. Un des résigaplus célebres de la théorie du choix
social est qu'il n'existe pas de procédure d’'agrégationréépences non manipulable vérifiant des pro-
priétés attendues. Ce résultat est connu comme le théorémgodsibilité de Gibbard-Satterthwaite
[Gib73,[Sat 75, Mougs].

Formellement, lorsqu’il y a au moins trois alternatives (es) possibles, toute fonction de choix
social surjective et non manipulable est dictatorialdt@taative choisie est la meilleure alternative pour
un agent donné (le dictateur), quels que soient les autmssarhents du profil) (vdi 2).

Depuis que ce résultat a été établi, il y a eu de nombreuxurapaur obtenir des résultats de
non-manipulabilité sous certaines restrictions (VoIrlg82[ASS02] par exemple). En un certain sens,
notre travail est proche de ces approches. Cependant.trastadé est original - a notre connaissance - de
plusieurs points de vue : d’abord, les relations de préé&aennsidérées sont des pré-ordres totaux a deux
strates et non des ordres stricts totaux ; ensuite, le aésliltprocessus de fusion n’est habituellement
pas un monde unique (la fusion n'est pas un vote) mais tagljoarpré-ordre total a deux strates (et
le nombre de modeéles de la base fusionnée n’est pas a pnuté)i Cela conduit a des notions plus
complexes de manipulation ou différentes définitions sossibles, dépendantes de l'indice formalisant
les notions possibles de «a quel point un agent est satisfiaie résultat du processus de fusion».

Des travaux récents en Théorie du Choix Social (\oir [DSHDZBDS01]) se sont intéressés aux
correspondances de choix social, qui sélectionnent nanysie alternative unique mais un ensemble
d'alternatives. Pour Duggan et Schwaitz |DS00], une maaijmn est possible s’il existe un votant
tel que «I'utilité globale » est plus élevée pour I'individg’il ment que s'il est sincére. Ces auteurs ont
alors montré que le résultat de Gibbard-Satterthwaite gibs\étendre dans ce cas (voir paragrdphE 2.3).

Les hypothéses nécessaires a I'application de ce théorésmhpas toute vérifiées dans le cadre de
la fusion propositionnelle. Cependant, en dépit du fait lgseauteurs supposent que chaque votant or-
donne totalement les alternatives (ce qui n'est pas le aaslddusion propositionnelle), notre approche
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de la manipulation pour la fusion est proche de la leur. Eetelffien que notre approche ne fasse pas
appel a une notion d'utilité et que nous n’utilisions pas idridbution de probabilité, on peut remarquer
que la manipulation pour I'indice drastique faihilg (voir partie[ll) entraine une manipulation au sens
ou I'entendent Duggan et Schwartz (une manipulation pgyrsignifie qu’en mentant, I'agent passe
d’'une situation ou aucun de ses modeles ne fait partie ditatde la fusion a une situation ou au moins
un de ses modeéles fait partie de la fusion, donc en prenamepnésentation telle queu(z) = 1 si et
seulement si: fait partie des modeéles de I'agent(esinon, alors pour toutes probabilitdset \', on a
e (@)u(@) > EpcopyA@)u(z), puisquel ccpn ' (z)u(z) > 0 etE,cop)A(z)u(z) = 0).
Pour un autre de nos indices, l'indice probabiligieun lien existe également, puisque cet indice est la
probabilité qu’'un modéle de I'agent soit choisi en faisanttivage équiprobable d’'un modéle dans le
résultat de la fusion. Une manipulation payrentraine donc une augmentation de cette probabilité, et
en ce sens une augmentation de I'utilité pour I'agent dsjréggan et Schwartz. Les indices que nous
avons choisis sont donc interprétables dans ces travadiffdeence tient en partie au fait que nos indices
ont un sens en logique propositionnelle. Une autre difiédient également au fait que I'on dispose de
moins d’'information dans le cadre de la fusion : les préféesrdes agents ne sont pas représentées par
une relation compléte.

Les approches de Barbera, Dutta et $Sen [BIDS01] et de Chingat LZ02] sont trés proches de
celle que nous venons d'évoquer du point de vue de la définitla non-manipulabilité : ces auteurs
se basent également sur des distributions de probabilité geinir I'utilité d'un agent par rapport au
résultat d’'un vote.

4.3 Discussion

Etudier la non-manipulabilité des opérateurs de fusionirapbrtant dans une perspective multi-
agents lorsque des agents peuvent obtenir I'informatioendé par les autres agents participant au pro-
cessus de fusion. Si la manipulation est possible, commearitgn étre sdr que le résultat de la fusion
représente réellement les croyances/buts du groupe ?

Dans cette partie, nous avons dressé les limites de la mahbilit¢ de nombreux opérateurs de
fusion, incluant ceux a sélection de modeéles et a sélectdnrahules. Alors que ces deux familles sont
manipulables dans le cas général, nous avons montré qeeediiés restrictions au cadre de fusion ou
aux stratégies autorisées peuvent conduire a la non-mahilité. Pour les opérateurs a sélection de
modeles, le choix de la distance apparait crucial. Ainsipfgérateurs a sélection de modéles ne sont pas
manipulables quand la distance drastique est utilisées glgils le deviennent lorsque la distance de
Dalal est employée.

La fonction d’agrégation est également apparue dans rrairaiftcomme un élément essentiel dans
la manipulation. Il ressort, en effet, que les opérateurélécion de modeéles d'arbitrage (basés sur
la fonction d’agrégatiorG,,...) sont nettement plus sensibles a la manipulation que lesatpés a
sélection de modéles majoritaires (basés sur la fonctiagrdgation®). Cela s’explique par le fait que
les opérateurs d’arbitrage cherchent a sélectionner lele® qui sont le moins éloignés de chacun
des agents, et donc toute modification d'une base de croyqreze¢ avoir un impact sur le résultat de
la fusion. Au contraire, les opérateurs majoritaires $&lenent les modéles qui satisfont une majorité
d'agents, méme s'ils sont trés éloignés des croyances djantaAinsi, la modification d'une seule
base a un impact qui peut étre limité pour ces opérateursifRes opérateurs a sélection de formules,
les opérateurs ayant le comportement le plus drastiquet-a&-“dire 'opérateur par intersection totale
et 'opérateur basique, sont non manipulables. Pour lesatgés a sélection de formules que sont les
opérateurs de combinaisozrj,,g1 atteint le plus haut degré de résistance a la manipulatigeqy'il est
manipulable pour les indices drastiques. Les résultatsrésamés dans le tableauluin{ signifie « non
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manipulable » etn signifie «manipulable »)' signifie que la bas& est compléteNC qu’elle ne I'est
pas nécessairement. Les opérateNfé ne sont pas repris dans ce tableau, puisqu’ils correspbadgn
opérateurs\ %"/ pour f = 3.

; dp,f dp,% dp,Gmaz fm b c1 Cc3 Cc4 C5 C1 C3 C5
i #(E) K m A, A, Al Ay, AL | AY Ap Ap Ap An Ap Ap
= nm nm m nm nm m m m m nm nm nm
C
ZzT nm nm m nm nm m m m m m nm nm
=2 —
= nm m m nm nm m m m m nm nm nm
NC
ZT nm m m nm nm m m m m nm m nm
ip —
=T nm nm m nm nm m m m m m m m
C
ZT nm nm m nm nm m m m m m m m
> 2 —
= nm m m nm nm m m m m m m m
NC
ZT nm m m nm nm m m m m m m m
= nm nm m nm nm nm nm m nm nm nm nm
C
ZT nm nm m nm nm nm m m nm nm m nm
=2 —
= nm nm m nm nm nm nm m nm nm nm nm
NC
ZT nm m m nm nm nm m m m nm m nm
id,
dw = nm nm m nm nm nm nm m nm nm nm nm
C
ZT nm nm m nm nm nm m m nm nm m nm
> 2 —
= nm m m nm nm nm nm m nm nm nm nm
NC
ZzT nm m m nm nm nm m m m nm m m
= nm nm nm nm nm nm nm m nm nm nm nm
C
ZT nm nm m nm nm nm m m m nm m nm
=2
=T nm nm m nm nm nm nm m nm nm nm nm
NC
ZT nm m m nm nm nm m m m nm m nm
id,
ds = nm nm m nm nm nm nm m nm nm nm nm
C
ZT nm nm m nm nm nm m m m nm m m
> 2 —
= nm m m nm nm nm nm m nm nm nm nm
NC
ZT nm m m nm nm nm m m m nm m m

TAB. 4.1 — Syntheses des résultats.
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Troisieme partie

Deux nouvelles familles d’opérateurs de
fusion disjonctives
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Introduction

De nombreux d’opérateurs de fusion ont été définis jusqudbiaque opérateur de fusion existant
est plus ou moins adapté aux divers scénarios de fusion quepeétre considérés. Ainsi, confronté a
une application pour laquelle la fusion est nécessairepugmiére difficulté est le choix d’'un opérateur
de fusion spécifique. Parmi les criteres indépendants dwaihend’application qui peuvent étre utilisés
pour réaliser un choix adéquat, on peut trouver les crittuesnts :

Rationalité : une exigence principale pour adhérer a une méthode de fesiau’elle posséde les pro-
priétés attendues de ce qu'intuitivement signifie «fusémmn Cela passe par la mise en évidence
d’ensembles de postulats de rationalite [Rév97, 1.598, KP@ans la suite, nous considérerons
les postulats de rationalité donnés dans [KP02a], pardls @endent les postulats proposés dans
les autres travaux. Comparer des méthodes de fusion panisua I'aide d’'un ensemble de pro-
priétés logiques permet de mettre rapidement en lumierdifigsences de comportement entre
ces méthodes et ainsi de choisir une de celles qui offreneléeur comportement. Nous consi-
dérons en patrticulier le postulat de disjonction, qui ingppgancipalement que la base fusionnée
implique la disjonction de toutes les bases qui particigelat fusion. Ce postulat est important si
I'on suppose qu’en présence de croyances contradict@ivesioins un des des agent possede les
«vraies» croyances.

Complexité algorithmique : lorsque I'on recherche un opérateur de fusion pour un systémlti-
agents autonome, une attente naturelle est celle de l'afficalgorithmique. La fusion est une
opération dont la complexité est élevee [KLMO0Z, KLMO04], gyu’'elle se situe typiquement au
premier ou au second niveau de la hiérarchie polynomials.dpérateurs les moins complexes
peuvent étre évidemment préférés aux autres. Ainsi, déterria complexité algorithmique d’'un
opérateur, et des restrictions sous lesquelles cette egitéptliminue, est particulierement utile.

Manipulabilité : il est généralement attendu des agents participants & aegsas de fusion gu’ils four-
nissent sincérement leurs croyances/buts. Pour de nosasreyplications, cette hypothése peut
étre faite facilement, en particulier lorsque les agentsles capacités de raisonnement limitées.
Cependant, quand des agents rationnels munis de fortebipssd’inférence sont considérés,
une telle hypothese doit étre remise en question : les agenigent étre tentés de ne pas étre
sincéres quant a leurs croyances/buts afin d'obtenir ureefoa®nnée meilleure de leur point de
vue. Les opérateurs de fusion pour lesquels une telle miatigru est impossible doivent étre alors
préférés. En effet, dans le cas contraire, le probléme éJagion considéré n’est plus un probléme
de fusion, mais devient un jeu entre le groupe d'agents dapgl chaque agent vise a déterminer
la stratégie (les croyances/buts qu'il reporte a la placeesdecroyances/buts véritables) qui sert
au mieux ses propres intéréts. Ainsi, la dimension de la podatilité est également importante a
considérer.

Un critere secondaire pour sélectionner une méthode denfpsirticuliere s’appuie sur la puissance
inférentielle de I'opérateur considéré. En effet, un mogienple de définir une méthode de fusion qui
assure de bonnes propriétés logiques et une bonne effiedgidthmique consiste a définir une me-
thode au pouvoir inférentiel faible. Au rang de telles métdwde fusion figurent celles qui retournent la
disjonction de toutes les bases de croyances quand il n'y @’pdormation additionnelle disponible,
tel qu’'un poids représentant la confiance associée a chamunt. dAinsi, un opérateur moins prudent,
i.e. ayant un pouvoir inférentiel plus éleve, peut étre jplys intéressant qu’un autre. Cela signifie que
pour chaque profil & fusionner, I'opérateur le moins prudiemine un résultat qui implique logiquement
le résultat du plus prudent. C’est I'un des arguments pogfieper 'opérateutimax a l'opérateurM ax
[KP99]. Bien s(r, cette référence au pouvoir d'inférencé @tye mise en balance avec les autres cri-
teres, et si cette amélioration est faite au prix d'une peéetgationalité ou d’'une augmentation de la
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complexité, le choix n'est pas si simple. Cependant, si tompare deux opérateurs évalués de fagon
similaire pour les autres critéres, il n’y a pas d’hésitatochoisir celui qui est le plus discriminant (i.e.
le moins prudent).

Notre thése est que la comparaison des opérateurs de fusidird conduite en suivant ces critéres.
Pour des applications particuliéres, certains criteresq@ étre plus pertinents que d’autres, et peuvent
conduire a choisir différents opérateurs de fusion commaenieilleurs. Mais considérer seulement une
dimension du probléme (i.e. un seul critere d’évaluatiga))s s'intéresser aux autres, ne peut pas étre
satisfaisant en général.

La plupart des opérateurs de fusion existants ont été é&s/plrérapport aux différents critéres listés
plus haut. Pour la rationalité, on peut se reportér a [RekS8g8,[LM99,[Kon0D|[ KP0Za, KLMU2]. Un
postulat qui nous a paru particulierement important posiof@érateurs de fusion propositionnelle est le
postulat de disjonction. Il impose en effet aux opératearséectionner les modéles de la base fusionnée
parmi ceux de la disjonction des bases intervenant dan®tegsus de fusion, autrement dit, parmi les
modéles qui appartiennent a au moins une base. Ce postiiléitd&e naturelle qu'au moins un des
agents a parmi ses croyances le véritable état du mondeslt pas vérifié par les opérateurs a sélection
de modéles en général si I'on utilise la distance de Hammirige énterprétations. Pour cette raison,
les opérateurs a sélection de modéles peuvent étre catiguédn peut leur préférer des opérateurs a
sélection de formules, qui vérifient toujours, eux, ceteppiété. Cependant, les opérateurs a sélection
de formules vérifient beaucoup moins de postulats de rditi@gae les opérateurs a sélection de modéles
[LI3. Pour la complexité algorithmique, on peut se réfarf€LM04] ou [Neb98]. Pour une étude de
la manipulabilité de nombreux opérateurs de fusion, laig@lide cette thése donne un panorama des
résultats obtenus pour les opérateurs de fusion proposéie. A la lumiere de ces résultats, il apparait
gu'aucun opérateur de fusion n’a une meilleure performapeetous les autres par rapport a tous les
critéres pris conjointement. Plus précisément, les opérata seélection de modeles ont souvent une
complexité combinatoire plus faible (l'inférence est tyggmentOs-compléte ouA}-compléte) que les
opérateurs a sélection de formules (I'inférence peutl&reomplete) [KLMO4/ Neb98]. Les opérateurs
a sélection de modéles satisfont aussi typiquement plustelpts de rationalité que les opérateurs a
sélection de formules (voif_[KP0OR2a, Korl00]). Le dernierténé est beaucoup plus difficile a satisfaire
pour ces deux familles d’opérateurs, méme dans des cagstésints. Le principal résultat de la partie
[Mde cette these est que la non-manipulabilité est diffitéaliser pour les opérateurs de fusion.

Une question naturelle se posest-il possible de définir de nouveaux opérateurs de fusiatis-
faisant le postulat de disjonction, et offrant de meilleanpromis pour les critéres de rationalité, de
complexité et de manipulabilité, que les opérateurs exista

Dans cette partie, nous donnons une réponse positive agoetstion, en définissant deux nouvelles
familles d’opérateurs de fusion propositionnelle. Nous dppellons opérateurs de fusion disjonctive
dans la mesure ou ils satisfont tous le postulat de dismctia premiére famille est composée des
opérateurs a quotd_es opérateurs a quota s’appuient sur une idée simple montle est un modéle du
résultat du processus de fusion s'il satisfait « suffisammele bases du profil donné. « Suffisamment>»
peut signifier «au moink» (un entier fixé, quota absolu), ou «au mak¥s» (un quota relatif ou ratio),
ou finalement «autant que possible », et chaque interptatduit une famille d’opérateurs de fusion
spécifique. Nous avons montré que ces opérateurs ont debpromiétés logiques, ont une complexité
calculatoire faible et sont non manipulables.

Nous introduisons ensuite une seconde famille d'opératdeifusion : les opérateu@min. Chaque
opérateurGmin est paramétré par une pseudo-distance et chacun d’enteelaypropriété d’étre moins
prudent que les opérateurs a quota (c’est-a-dire d’offripauvoir inférentiel plus fort). Ces opérateurs
sont complétement rationnels au sens des post{i2}s ont une complexité algorithmique assez faible
(le probléme d’inférence est au premier niveau de la hirangolynomiale) et satisfont le postulat de
disjonction (mais ils sont manipulables en général).
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Le reste de cette étude est organisé en deux parties : nonssiéfis d'abord les opérateurs a quota
absolu et détaillons leurs propriétés : rationalité, caxipé algorithmique et manipulabilité. Nous défi-
nissons et étudions ensuite les opérateurs a quota relati{io), puis I'opérateur a « quota maximal ».
Dans une seconde partie, nous introduisons les opéraBmis et étudions leur rationalité, leur com-
plexité algorithmique et leur manipulabilité. Nous teroriis cette partie par une discussion, qui permet
de mettre en balance ces deux familles d'opérateurs denfasic les opérateurs de fusion existants.
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Chapitre 5

Opéerateurs a quota

Pour les opérateurs a quota absolu, étant donné un nomle /erin modéle est sélectionné s'il
appartient & au moinkg bases du profil. Cette idée peut s’apparenter a un vote surddsles, ou I'on
sélectionne les modéles qui ont recu plus de votes que lagaequis. Cette méthode est d'ailleurs
proche d’'un type de vote particulier appelé vote par quasparticulier des votes par comitzs [BSIZ91].
Cette procédure de vote est parfois utilisée pour choisiradweaux membres de certains clubs, ou dans
des élections ou I'on exige par exemple les deux-tiers desvern faveur d’une motion pour qu’elle soit
adoptée.

5.1 Définition
Nous donnons tout d’abord une premiére définition des opdrmg quota.

Définition 42 (opérateurs a quota) Soientk un entier,E = { K, ..., K, } un profil, ety une contrainte
d’intégrité. L'opérateur de fusion a quota, noté A*, est défini de fagon sémantique par :

_ [{w e [u] | VK; € Ew [= K;} si cet ensemble est non vide,
5N ={ 0 € 0 iR e 7 b Ry > 1y o

Essentiellement, cette définition pose que les modélessiltaéde la fusiork-quota d’'un profilE
sous la contraintg sont les modéles dequi satisfont au moin bases dé7, voire toutes : lorsqu’il N’y
a pas de contradiction entre les bases, i.¢)\, BiA n est cohérent, le résultat de la fusion est simplement
la conjonction des bases avec la contrainte d’intégrité.

Exemple 38. Une entreprise fait appel a quatre consultants pour rearuteemployé. Apres I'entretien
d’un candidat, chaque consultant a certaines convictiossrasujet. Le premier pense qu’il ne faut pas le
recruter, méme s'il pense qu'il dispose des qualificationg|a'il est motivé. Le second pense également
gu'il ne faut pas le recruter, méme s'il le trouve motivé. tasieme pense qu'il ne faut pas le recruter,
il pense que le candidat n’est pas motivé. Le dernier coastfiense qu’il faut le recruter, qu'il dispose
de la motivation et des qualifications requises. Il y a undreimte d’intégrité : un candidat ne peut étre
recruté s'il n'a pas la qualification nécessaire pour le pmst

On peut utiliser trois variableg, j, m prises dans cet ordre pour représenter les croyances des
consultants i signifie «avoir la qualification»; signifie «avoir le poste »n signifie «avoir la mo-
tivation». Alors le profilE = {K;, K», K3, K4} représente les croyances des agents, g¥&g =
{100,001, 101}, [K2] = {001,101}, [K3] = {100,000}, [K4] = {111}, et la contrainte d’intégritéu
veérifie[u] = W \ {010,011}. Avec un opérateur a quota, on obtient comme croyances duypgro
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— [AL(E)] = {000,001,100, 101,111} : les modeles de la fusion sont les modéleg. dpii appar-
tiennent a au moins une base de croyances.

— [AZ(E)] = {001,100,101} : les modeles de la fusion sont les modéleg. dpii appartiennent &
au moins deux bases de croyances.

— [Ai(E)] = () : aucun modele dg n'appartient a au moins trois bases de croyances.

Les opérateurs a quota peuvent étre caractérisés syreaxat de facon équivalente (i.e., le résultat
est donné par une formule). Une telle caractérisation éshak directement a partir des sous-ensembles
cohérents préférés defl Nous introduisons la notation suivante :

np 7 ={C C{1,...,n} | #(C) = k}.

Alors la proposition suivante donne une caractérisatienogperateurs a quota :

Proposition 51. Soientk un entier,E = { K71, ..., K, } un profil, ety une contrainte d’intégrité.
NE si cohérent,
k — ,
AE)=9 (' (A Kj) sinon.
Ccetny 1 jeC
Preuve:

Immédiate a partir des deux égalités suivantes :
—NEAp={we [y |VK; € Ew [ K;}.
= Veern (Njee Ki) Al ={w € [u] | #({Ki € E | w |= Ki}) > k}.

O
La taille des formules équivalentes[zéﬁ(E)] données par la propositignl51 est polynomiale dans
#(E) + #(n). Par conséquent, les bases fusionnées peuvent étre fectleompilées comme des for-
mules propositionnelles, c’est-a-dire transformées @a@s polynomial en formules propositionnelles
équivalentes.

5.2 Propriétés logiques

Les opérateurs de fusion a quota possedent d’assez bormpeEs logiques. Avant d’énoncer ces
propriétés, nous présentons un lemme utile pour démorigetrd elles :

Lemme 52. SoientE,E’ et F trois profils, avect’ = E L F. Alors :
— si \ E' A p est cohérent, aloré\! (E') |= AK(E).
— si A E A pn'est pas cohérent, alord” (E) |= Ak (E).

Preuve:

— Si\ E' Apest cohérent, alord E A est cohérent puisque’ = ELF. Ainsi Aﬁ(E) = A\ EApu,
et AF(E') = N E' A p. CommeA E' A= N EAN\F A p, onobtientAr (E') = Ak (E).
— Si A\ E A p estincohérent, anrﬁaﬁﬁ(E)] ={welu|#({Ki € E|wEK;}) >k};ilya
deux cas :
k> #(FE): on aAﬁ(E) = 1, puisqu’aucun modele de ne peut satisfairé bases d&v. En
conséquence, on obtiett® (E) = Ak (E).

5La notion de «sous-ensemble » doit &tre entendue ici paoraginclusion multi-ensembliste. « Sous-multi-enséenb
serait plus correct mais cette dénomination est assurénogriburde.
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k<#(E): onalA(E)] = {w € (1] | #({Ki € E |w [ Ki}) > k} et [Aj(E)] = {w €
1] | #{K; € F' |w = K;}) > k}. Comme tous les modéles gequi satisfont au moing
bases dé’ satisfont également au moiksases de son sur-ensemlile= E L F, on obtient
queAR(E) E AR(E).

Nous pouvons a présent donner les propriétés logiques éeateprs a quota :

Proposition 53. Les opérateurg\* satisfont les propriétédCO0), (IC2), (IC3), (IC4), (IC5), (IC7) et
(IC8). lIs ne satisfont padlC1), (IC6) et(Maj) en général.

Preuve:

(IC0) Evident a partir de la définition d&*.
(IC1) Considérons le contre-exemple suivait = {K1, Ky} ; K1 = {a}, Ko = {—a}, k = 2 et
= T.pestcohérent mai&ﬁ(E) ne l'est pas.
(IC2) Evident a partir de la définition da*.
(IC3) Evident a partir de la définition d&*.
(IC4) On doit montrer que sk |= 11, Ky |= p, et AR ({K1, Ko}) A Ky - L,
anrsAZ({Kl,Kg}) N Ko l;& L.
SoitE = {K1, K»}. Supposons quf&; = petKs = p. Ily a deux cas :
— Ky A Ky A est cohérent. AIorsx,’j({Kl, K3}) = K1 AKy Ap. CommeAZ({Kl, K}) ANKy
est cohérent(|C4) est satisfait.
— Ki A Ko A ppestincohérent.
Alors [A,’j({Kl,Kg})] ={wep | #{K; € E|w E K;}) > k}. Quatre cas sont a étudier
pourk :
k > 3 : aucune interprétation ne peut satisfaifeases dé’ puisque#(E) = 2. Ainsi A,’j({Kl,
K>}) = 1 et(IC4) est trivialement vrai.
k = 2: aucune interprétation ne peut satisfdirbases d&” puisque#(E) = 2 et (par hypo-
thése)K; A Ko A p |= L. (IC4) est encore trivialement vrai.
k=1 les modéles de la base fusionnée sont les modelgs sigisfaisant une base de
Donc le résultat du processus de fusion est équivaldit,av K5) A u. En conséquence,
Afj({Kl, Ks}) N K5 est équivalent &, qui est cohérent (puisque chaque base du profil est
cohérente)(IC4) est satisfait.
k=0: on aAﬁ({Kl,Kg}) = u. CommekK; A p est équivalent d&, qui est cohérentiC4)
est satisfait.

(IC5) Pour montrer quélC5) est satisfait, on doit prouver que,,(E1) AAL(E2) = AL (E1UE,).
Avec F = FE; et E' = FEj U E,, le lemmeBR montre que ¢\ E; A p est incohérent, alors
AF(Ey) E AR(E) U Es). De fagon similaire, on obtient aussi qi€; (E») = AF(E) U Ey) (B
et F, jouent des roles symétriques ici). En conséquenc®,/sj A i est incohérent o\ Es A est
incohérent, on @\ (E1) A AF(Ey) = Ak (E; U Esy), puisque l'inférence classique est monotone.
Donc(IC5) est satisfait.

Le cas oUA E; A p est cohérent ef\ E2 A 1 est cohérent reste a étre considéré. Dans ce cas, on
alAk(E) = NEy A petAl(Ey) = A\ Ey A p par définition des opérateurs de fusion a quota.
Donc,Afj(El) A Aﬁ(Eg) = A\ E1 AN\ Ex A . Par ailleurs, tout opérateur & quota est tel que, pour
tout profil E' et toute contrainte d'intégrite, A E A pu = Aﬁ(E) (c’est une conséquence directe
de la définition deA*). En ajoutant le fait qué\ E est équivalent &\ E; A A E», on obtient que
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(IC5) est aussi vrai dans ce cas.

(IC6) Considérons le contre-exemple suivaft = {a}, E1 = {{a}, {a}, {—a}},
Ey = {{a},{a},{-a}} ety = T.OnaA2(E)) = a et A%(E,) = a, ainsi la conjonction
A2 (Ey) AAL(E,) est cohérente. En revanchie;, (E; LIEy) = T, ce qui n'implique pash\? (E1 ).

(IC7) On doit montrer queﬁl’jl(E) A g E A;knmz (E). On considére deux cas :

. Si\ E Ay estcohérent, anr&ﬁ1 (E)Ap2 = AN EAp Apa. Commeong\ EAp Aps =

AF L, (E), (IC7) est trivialement vrai.

. Si A\ E A pq estincohérent, alors on a
(A (B) A po) = {w €[] | #({K; € B |w = Ki}) > k) 0 [ua).
De plus, comme\ E A u; estincohérent, on a aus§iE A 1 A po incohérent et
(D (B)] = {w € [ A po] | #({K; € B |w = Ki}) > k).

Ainsi AF (E) A pp = A, (E), et(IC7) est satisfait.

(IC8) On doit montrer que shf (E) A pu; estcohérent, alord’ . (E) = A% (E). On considére
trois cas :

1. Siuy A ua A\ E est cohérent, alors; A A\ E est cohérent aussi et onﬁa{j

piApp ANE.-Alors AF L (E) | Ak (E) et(IC8) est satisfait.

2. Siup A N\ E estincohérent, alorg; A us A A\ E estincohérent. Dans ce cas :
(A (B)] = {w € [m] | #({K: € B |w | Ki}) > k}.
Comme(Ak 1., (B)] = {w € [ A o] | #({K; € E | w £ K;}) >k}, ona:
D (B) E O (B),

(E) =

1Ap2

et (IC8) est satisfait.

3. Le cas restant est lorsque A 2 A A E est incohérent et; A A\ E est cohérent. Dans ce
cas,Aﬁ1 (E) A g = p AN\ E A pe estincohérent, 1C8) est trivialement vérifié.

(Maj) Considérons le contre-exemple suivarR = {a}, E1 = {K1}, B2 = {K2}, K1 = {a},
Ky = {—a}. Linterprétationa = {1} est un modéle d&1 (F; LI E, LI... U E5) pour toutn > 0
—_———

n

puisqu’il satisfait la basé;. En revanchey n’est pas un modéle dal (E;) = —a.

|
Seuls deux postulats des opérateurs de fusion contraisanteas satisfaittC1) puisque le résul-

tat de la fusion un opérateur a quota peut étre incohéreirtl@emple[38), e{IC6). Il serait possible

de forcer(IC1) en exigeant que, quand aucune interprétation n'atteinidéed: (c'est-a-dire satisfait au

moinsk bases), la base fusionnée est équivalente a la contraintégtité. Mais cette définition conduit

a des opérateurs qui ne satisfont PkE5). Ce dernier postulat est trés important du point de vue de

I'agrégation. Il correspond a la condition de Pareto, qticeasidérée comme la condition de rationalité

minimale pour I'agrégation en théorie du choix sodial [A&1ou88,ASS02]. C'est pourquoi nous ne

considérons pas une telle famille additionnelle d'opénatelans la suite.
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5.3 Autres propriétés logiques

En plus de ces propriétés générales, quelques proprigipEmentaires sont satisfaites par les opé-
rateurs a quota.

(Disj) Si(\ E) A pestcohérent, alora,(E) = (V E) A p.

La propriété de disjonctio(Disj) n’est pas partagée par la plupart des opérateurs de fusibrairte
[KPOZa], qui peuvent «produire » de nouvelles croyancés/ypartir de celles des bases du profil (cer-
taines interprétations qui ne satisfont aucune des baspeofilpeuvent étre choisies comme modéles
de la base fusionnée). Quand ce comportement n'est pasiggules opérateurs de fusion a sélection
de formules — qui satisfor{Disj) — peuvent étre utilisés, mais de tels opérateurs ne satisfsnbeau-
coup de postulats de rationalite_[Kom00] (en particu(i€23) n’est généralement pas satisfait) et ont
souvent une complexité algorithmique plus élevée [KLMOEMOZ]. Les opérateurs de fusion a quota
(aussi bien que les opérateursnin étudiés ensuite), qui vérifient égalemé€bisj), constituent donc
d'intéressantes alternatives aux opérateurs a séleaidorchules a cet égard.

Deux autres propriétés peuvent étre définies pour carsetdaius précisément les opérateurs a quota.
La premiére est un affaiblissement @éa)) :

(Wmaj) SiA,(E,) estcohérent, alorsin, A, (E1 U Ey U ... U Ey) A AL(E>) est cohérent.
n

Cette propriété exprime I'idée qu’au moins une croyancéagée par suffisamment de membres du
groupe peut étre imposée au groupe. C’est un affaiblisseteda propriétéMaj) , qui impose quéoutes
les croyances soutenues par suffisamment de membres degloipnt étre imposées au groupe. Il est
d’ailleurs facile de voir qu€Wmaj) est une conséquence (Maj). Cependant, la propriét@maj)
exprime l'idée que le nombre de bases partageant un modeéle iafluence sur le résultat.

La seconde propriété montre I'importance des sous-engsminhximaux cohérents (pour la cardi-
nalité) du profil pour la base fusionnée.

(Card) SiM;j, My € MAXCONS,,(E), #(My) < #(Ms), et A, (E) A M, est cohérent, alora ,(E) A
M, est cohérent.

Cette propriété exprime I'idée que la cardinalité d'un emsie maximal cohérent est prise en compte
par I'opérateur considéré : si un ensemble maximal cohévinest cohérent avec la base fusionnée,
tout ensemble maximal cohérent contenant plus de formuledf sera lui méme cohérent avec la base
fusionnée.

Proposition 54. Les opérateurg\* satisfont les propriété@Vmaj) et(Card), et ils satisfon{Disj) si
k> 1.

Preuve:

(Disj) Ily adeuxcas:

— Si(/\ E) A est cohérent, alordf (E) = (A E) A petAf(E) = (V E) A p.

— Si(A E)Apn’est pas cohérent, alors les modélesxjja{E) sont des modeles gequi satisfont
au moinsk bases £ > 1) du profil E. Donc ils sont aussi modéles (¢ E) A p, et le résultat
est vrai.

(Card) SoientM;, My € MAXCONS,(FE) tel que# (M) < #(Ms). Par hypothésé&ﬁ(E) N My
est cohérent.

Ily adeux cas :

— Si(A\ E) A est cohérent, anrAfj(E) = (A E) A u. En conséquenceiaxcons,(E) = {E}.
Donc AK(E) A M, est cohérent.
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— Si(A E) A pn’est pas cohérent, alors saitun modéle quelconque deﬁ(E) A M; ; westun
modele del/; qui satisfait au moing bases du profiE (puisqueAfj(E) est cohérent lorsque
AF(E) A M, estcohérent). Commef; € maxcons,(E), on peut en déduire qué(M;) > k.
De plus, comme# (M) < #(M-), tout modeéle.’ de M, satisfaity, et au moing: bases dev.
Ainsi, ' est aussi un modele de;(E) et Ak (E) A M, est cohérent.

(Wmaj) Supposons qu&ﬁ(Eg) soit cohérent. Il y a deux cas :

— Si(A E2) A p est cohérent, alord (Ey) = (A E») A p. Donc :

— SiA(E1 U Ey) A pest cohérent, alor&ﬁ(El U Ey) = A(E1 U E2) A i, qui est trivialement
cohérent ave¢/\ E») A u, et donc avealfj(Eg). Ainsi (Wmaj) est satisfait avep = 1.
— SiA(E1UE2)Ap n'est pas cohérent, alors pour tout entier 1, A(E1UEs L ... LU Eo)Ap

n

n'est pas cohérent. Par définition, les modélezx(ﬁéEl U Es ... U Es) sont les modéles
N————

n

de 1 qui satisfont au moing bases dev; U E5 U ... LI Es. Soitw un modéle de&.ﬁ(Eg).
N———

n
Comme#(FE3) > 1, w satisfaity et au moins une base de. Ainsi, pour toutn > k, w
satisfaity et au moinsk bases de?; LI E5 LI ... L E5. En conséquence; est un modéle de
~——

n

AZ(El LUEsL...U Eg) et dEAZ(EQ)

n
— Si (A E2) A un’est pas cohérent, on considere un modelge Aﬁ(EQ) : w satisfaity et au
moinsk bases dév,. Alors w satisfaitu, et au moing: bases dév; LI F», doncw est un modele
de AF(E) U Ey) A AL (E,). Ainsi (Wmaj) est satisfait avep = 1.

O
Il est a remarquer que tous les opérateurs de fusion coteraénvérifient pagCard) (voir paragraphe

B).

5.4 Complexité algorithmique
Pour les opérateurs de fusion a quota, on peut montrer que :
Proposition 55. FusioN(A*) estcoBH(3)-complet.

Preuve:

— Appartenance : il suffit de réduire polynomialementsioN(A¥) & UNSAT(3), le langage défini
paruNSAT(3) ={(¢1, d2, d3) | b1, d2, 3 € L andp; € UNSAT or (2 € SAT andgs € UNSAT)}.
Pour ce faire, nous avons montré dans la proposfiidn 51 gsgue A\ E A p est incohérent,
on aA(E) = (Veern 1 Njeo Ki) Apou ™ = {C C {1,...,n} | #(C) = k}. De
plus(V cern, 2 Ajec Kj) A est de taille polynomiale €ii7|+4|. Soit f la réduction polynomiale
qui associe a toute instan¢k, ., o) deFUSION(A¥) llinstance(¢; = (Veern,n Njeo Kj) AN
-, p2 = \ EAp, 3 = \ EApA—a) deuNsAT(3). En exploitant le fait qu@\ EAp = Afj(E),
on a(F, u,a) € FUSION(AF) si et seulement StV eern,n Njec Kj) A A —~a € UNSAT or
(ANEApesaTand/\ E A A - € UNSAT).

— Difficulté : plutdt que de donner directement une réductiolynomiale deuNsAT(3) vers
FUSION(A), on donne une traduction polynomiale fidéle et modulairdid&rence full-meet
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(qui équivaut a l'inférence a partir d'une base fusionnéksant I'opérateur de fusion par inter-
section totale ou, de maniere équivalente, I'opérateunéaq) vers I'inférence a partir d’'une base
fusionnée utilisant un opérateur a quota quelconque. drarfcefull-meetpeut étre définie par :

pour touspy, ¢2, ¢3 € L, 0N ap1 oppr P2 = @3 Si et seulement si:

Si @1 A o est cohérent
alors A\ o1 A ¢2 = ¢3
sinon ¢s = ¢

L'inférence a partir d'une base fusionnée utilisant un apgr a quota peut étre définie par :
pour tout profilE, contrainte d’intégrité: et formulea, on aAﬁ(E) = « si et seulement si :

si A\ E A u est cohérent
alors \EAp =«

sinon (\/Cernk" /\jeC Kj)ANpEa

Pour tout entier naturet fixé, a tout triplet(¢1, ¢2, ¢3) de formules deC, on peut associer en
temps polynomial le tripletE = {¢1} U {p2}*, it = ¢2, a0 = ¢3) ou {¢2}* est le multi-ensemble
dans lequeb- possédeé: occurrences (en particulier, le multi-ensemble vide quard0). Clai-
rement, on ap; ornr P2 = @3 Si et seulement s&ﬁ(E) = «. Le fait que décider l'inférence
full-meetsoit un problémeoBH(3)-difficile (cf. théoreme 4.3 dé_ INebB8]) conclut la preuve.

O
On peut remarquer que la complexité rlesion(A*) descend &oNP dans le cas dégénéré gu
est plus grand que le nombre de basegzdeu sous la restriction o\ E A p est incohérent. En ef-
fet, sik = #(E), alors(\V gerp,, ~ Ajec Kj) = E et les parties "alors’ et 'sinon’ de la conditionnelle
donnée dans la preuve de la proposifioh 55 coincident ; @eise conditionnelle peut étre simplifiée en :

ANEALE

ce qui réduit le problémeusioN(A*) & une instance du probléme de déduction (un probléoinP-
complet). De méme, st > #(E), alors(\/ccrp,, + Ajec K;) = L, donc linstruction 'sinon’ de la
conditionnelle donnée dans la preuve de la proposifidn 66asvalente ar ; ainsi, les parties 'alors’
et 'sinon’ coincident & nouveau et la conditionnelle perg 8implifi€e comme indiqué ci-avant.

5.5 Manipulabilité

Intéressons-nous a présent a la résistance a la maniputisoopérateurs a quota.

Rappelons que la non-manipulabilité est une propriétéciéfa réaliser, autant dans le cadre de la
théorie du choix social, pour I'agrégation de relations dfgrences, cf le théoréme d’'impossibilité de
Gibbard-Satterthwaité [GIb¥3, Sat75, Mou88], que pouukidn propositionnelle avec nombre d’'opé-
rateurs existants (voir la parfié 1l de ce mémoire).

On peut montrer que :

Proposition 56. Les opérateurs de fusion a quota ne sont manipulables paturades indices,, ig4,,
etids .
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Preuve:

On considere d’abord l'indicg,.

Raisonnement par I'absurd&upposons qu'il existe un entier natukeét une contrainte d'intégritg
tels queAﬁ soit manipulable poui,. Alors on peut trouver un profit = {Kj, ..., K, }, deux baseg
et K’ tels que

ip(K, A (B U{KY)) < ip(K, AR (BEU{K'}) (%)

- k - s k . -
— SiA;(EU{K}) estincohérent, aloféw = K, onaw = A (E U {K}). Ainsi, Vw = K, w ne
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satisfait pag: ou w satisfait strictement moins de— 1 basesK; aveci > 1. Dans ces deux cas,
w ne peut satisfairéxfj(E L {K'}) puisqu'il satisfait au mieux — 1 bases dé” LI { K’} ou il ne
satisfait pag:.

Ainsi, VY |= K,w [ AR(E U{K'}). Donc#([K] N [AF(E U{K'})]) = 0. En conséquence,
ip(K,A(E U{K"}) = 0, ce qui interdit toute manipulation pouy. Ce cas est donc exclu.
Aﬁ(E LI {K'}) est cohérent. Alors on a & partir de I'égalité (*) :

#(E] N [AR(E U{K})) _ #IEIN [AG(EU{E")])
#([AL(E VLK) #([AL(EUL{E D)

Deux cas sont a considérer :

casl: A\ E A K A u est cohérent. Doan(E U{K}) = A E A K A p. Ainsi chague modéle

de AK(E U {K}) est un modéle dé&, ce qui implique que la valeuy, (K, AR (E L {K})) =

est maximale, donc elle ne peut pas étre augmentée, et amaumjgulation n'est possible dans ce

cas.

cas 2: \E A K Apestincohérent. Aloré\i(E LU {K}) = ( \/ (N Kj)Ap odK =K

ceng? jel

etE = {Ko,..,K,}. CommeAfj(E LI {K}) est cohérent, deux cas sont a examiner :

— ANE A K' A u est cohérent. AIors&fj(E U{K'}) = ANE AN K' A p. Aucun modéle des
n'est un modele de‘kﬁ(E LI {K'}). En effet, si c’était le cas, il existerait une interpréiati
w telle quew = K etw = A(E U {K'}) A p. Alors on auraitw = A(E U {K}) A u, ce
qui est impossible puisqu& E A K A p est incohérent. Aingik] N [AF(E LU {K'})] = 0 et
ip (K, Afj(E U {K’}) = 0, ce qui empéche toute manipulation par

— AN E A K' A pestincohérent. Alors

ANEUEY =\ (NE)) Aw,
Ce™ny 1 jel

(5.1)

avecK| = K' etK! = K; pouri > 1.

Siw = K etw £~ Afj(E U{K}), alorsw ne satisfait pag ouw satisfait strictement moins que
k — 1 basesk; aveci > 1. Dans les deux cas; ne peut pas étre un modéledé(E U{K'}).
En conséquence :

#(K] N [ALE U{KY) > #(K] N [AL(E U{E). (5.2)

D’un autre coté, siv £ K etw = Afj(E L {K}), alors il existe au moing basesK; avec
i > 1telles quev = K; A p. Alorsw = Aﬁ(E U{K'}), etainsi:

#([CK]N[AL(BU{EY)]) < #([~K] N [AR(EU{K'D). (5.3)

Pour simplifier les notations, on pose :
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-z = #([K]N[AR(E U{K})),
—y=#(-K]n[AFEU{K}),
— o' = #([K]n [AJ(E U{K})),
—y = #(~K]n [Af(BU{K})]),
/
L'inéquation [51) devient : Y < _ % _ Comme on sait que < ¢ grace al(53), ona:
x+y x+y
/
T o< - . Avec (52), on sait que > /. Ainsi on peut écrirer’ = x — z, avecz > 0.
r+y T4y
. x r—z . , . N
On obtient < , Ce qui est équivalent a:
r+y T+y—=z
(@@ty—2) _ (@-2)@+y
@+y)e+y—2 (@+y—2)(z+y)
soit

x2+azy—xz<a:2+xy—a:z—yz,

donczy < 0 avecy et z positifs : c’est impossible.

Les opérateurs a quota ne sont donc pas manipulables,pdune manipulation poui;, entraine
une manipulation pout,, méme si 'opérateur ne satisfait p@€1) (voir propositio 2b). Donc la non-
manipulabilité des opérateurs de fusion a quota pgurest une conséquence de la non-manipulabilité
de ces opérateurs poiy.

Finalement, le dernier cas est l'indice drastique iQrt Supposons qu'il existe une manipulation
pour cet indice : il existe un entier naturekt une contrainte d'intégritg tels queAfj est manipulable
pourig, . Alors on peut trouver un profit = { Ky, ..., K, }, deux base¥ et K’ tels que

ia, (K, AR (B U {KY)) < ig, (K, ALEU{K'})).
Cette inégalité implique que :
iq,(K,AN(EU{K})) =0 donc AF (EU{K}) £ K

et
ia, (K, A(EU{K'})) =1 donc AF (EU{K"}) E K.

Si AZ(E U {K'}) est cohérent, cela implique une manipulation pour 'indjcévoir propositior{Zb), et
on vient de voir que c’est impossible. Un probléeme est doscestible d’apparaitre AZ(E U{K'})
n'est pas cohérent. Dans ce cas :

— soitk > #(E U {K'}) et on a égalemenit > #(E U {K}). Alors Aﬁ(E U {K}) n'est pas
cohérent e\ (E LI {K}) |= K, ce qui contredit les hypothéses.

— soitk < #(FU{K'}) etil n’y a aucun modeéle de qui satisfaitk bases parm{ Ko, ..., K,,, K'}.
CommeAﬁ(E LI {K}) est cohérent, les modélesﬁé(E U{K}) sont des modeéles d€, ce qui
contredit encore les hypothéses.

Ainsi, une manipulation n’est pas possibleﬁsj”;(E LI {K'}) n'est pas cohérent, et les opérateurs de
fusion a quota ne sont pas manipulables pgurce qui conclut la preuve.
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5.6 Quotas absolus et relatifs

Dans la définition des opérateurs de fusion a quota, un desola c'est-a-dire un entier fixé indé-
pendant du nombre de bases du profil considéré, a été ulilizéut aussi étre intéressant d’exprimer
I'idée de quota de facon relative, et de définir les modelda base fusionnée comme les interprétations
satisfaisant au moins la moitié (ou les deux-tiers, ou Ip@ron voulue) des bases initiales.

Nous appelons de tels opérateurs les opérateurs de fusibio a r

Définition 43 (opérateurs a ratio) Soientk un nombre réel tel que < k£ < 1, F = {K3,..., K,}
un profil, ety une contrainte d’intégrité. bpérateur de fusion a ratié , notéZk, est défini de facon
sémantique par :

—k _ [{w e [u] | VK; € Ew = K;} sinon vide,
[Bu(E)) = {{w € [Z] | ##({K; € F |w | K;}) > k x n} sinon.

Exemple 39. (suite) On peut utiliser trois variables prises dans cetremdour représenter les croyances
des consultants ¢ avoir la qualification,; avoir le poste;n avoir la motivation. Alors le profilE =
{K1, Kq, K3, K, } représente les croyances des agents, akgt= {100,001, 101}, [K»] = {001, 101},
[K3] = {100,000}, [K4] = {111}, et la contrainte d’'intégrité: donnée pafu] = W\ {010,011}. Alors
ona:

—0.2

[A —0.5

(E)] = {001, 100,101}, (&, (E)] = [&,”(E)] = {001,100, 101}.

I

On peut rapidement imaginer les liens étroits entre les femilles d’opérateurs de fusion a quota
(celle basée sur un quota absolu et celle basée sur un glastbae ratio). Chaque opérateur de fusion a
ratio correspond a une famille d’opérateurs de fusion aay(wt pour chaque cardinal possible du profil).
Et pour chaque cardinal d’'un profil, chaque opérateur defusiquota (absolu) correspond a une famille
d’opérateurs de fusion a ratio. La correspondance exatte les quotas absolus et les quotas relatifs (a
ratio) est précisée dans la proposition suivante (dan®lequ: | représente la partie entiére dg:

Proposition 57. Soit £/ un profil tel que#(E) = n et soity une contrainte d’intégrité.

1. Soitk un nombre réel tel que < k£ < 1. On aZﬁ(E) = AF(p).

2. Soitk un entier naturel. Sk < n alors pour toutk € [£, L[ on aAk(E) = Zﬁ(E) ; sinon, on

aAk(E) = K, (E).

Preuve:

— SINE A pest cohérentAﬁ(E) =ANEAup= Aﬁ(E) pour tout entier naturet et tout nombre
réelk € [0, 1].

— SiA\ E A pn’est pas cohérent, alors on considére deux cas :
- Aﬁ(E) est cohérent. Soit un modele deﬁﬁ(E). Alors w satisfaity et au moing: bases dev.

Doncw satisfaity et un ratio de bases de supérieur ou égal & = % Ainsiw = ZE(E), eten
conséquencd&ﬁ(E) = ZE(E). Réciproquement, ﬁE(E) est cohérent et est un modéle
deZE(E), alorsw satisfaity et un ratio de bases de supérieur ou égal &. Doncw satisfaity
etaumoing: = |k x n| bases d&. Ainsiw = AF(E), eten conséquencEE(E) = ARE),
ce qui compléte la preuve.
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- Aﬁ(E) n'est pas cohérent : aucun modéle;dae satisfait au moins bases d€. Sik > n,
aucun modéle de ne satisfait un ratio de bases deégal al (puisque/\ E A p n'est pas
cohérent). AinsKi(E) est incohérent et en conséquence, of_n};(E) = AX(E). Sik < n,
aucun modeéle de ne satisfait un ratio de bases @iesupérieur ou égal & = % (sinon il

satisferait au moing bases dev). DoncZﬁ(E) est incohérent et en conséquena%(E) =
AR (E).
w

|

Bien que les motivations intuitives des deux définitionsekefamilles semblent différentes, il s'avéere
que les opérateurs de fusion a ratio ont exactement les n@o@#tés en ce qui concerne la complexité
algorithmique et la manipulabilité que les opérateurs dgofua quota (absolu), bien que les preuves
des résultats soient parfois distinctes. Seules quelguEsigtés logiques séparent les deux familles
d’opérateurs :

Proposition 58. Les opérateursZk satisfont(1C0), (IC2), (IC3), (IC4), (IC5), (IC7), (IC8), et
(Card). lIs satisfont(Maj) sik > 0 et(Disj) sik > @ lls ne satisfont pafiC1) et (IC6) en général.

Preuve:
Grace a la proposition b7, de nombreuses preuves pour lestepis a ratio peuvent étre déduites des
preuves pour les opérateurs a quota absolu corresponBautgprécisément, chaque fois que le cardinal
du profil E' peut étre fixé une fois pour toute au début de la preuve, aelite pour(IC0), (IC1), (IC2),
(IC3), (IC4), (IC7), (IC8), (Disj) pour un ratio supérieur % et (Card), la preuve correspondante
pour les opérateurs a ratio peut étre obtenue a partir deelav@ipour les opérateurs a quota absolu en
faisant les changements suivants ; soie cardinal du profil initial £, et k, k les deux nombres liés
comme mentionné dans la propositlon 57 ; en remplacant

= Ak par A
— 'k bases’ par 'un rati& = £ de bases’,
— {we [ul [ #({Ki € B |w = K;}) > kY par {w € [u] | ZUGCELERD > Ty
Ainsi, trois preuves seulement manquent :
— (IC5) : on considére deux profilB; avec# (E;) = n; et By avec#(FEs) = no. Sik est le ratio

donné, on noté; = k x ny, ko = k x ng etk =k x (ny + na) = ky + ko.

Si Aﬁ(El) A Zﬁ(Eg) n'est pas cohérent, alors I'implication est évidente. Bjran considére un

modélew deZﬁ(El) A Zﬁ(&). lly atrois cas: )

— (A E1)Apet(\ Es)Apsont cohérents. Alora - (E1) = (A Er) Apetin(Es) = (A Ba) Ap.

. =%
Dans ce casy = (A E1)A (A EE)/\“’ donc_/\(El |_|E2)_Au est cohérent. Ainshy, (E1LEy) =
—k —k —k
(A E1) A (A E2) Ap,etonald (Ey) AA,(Er) A, (B U Es).

— (A E1) Apn'est pas cohérent éf\ E>) A u n’est pas cohérent. Alots satisfaitu,, au moinsk;
bases dd7; et au moing:; bases ddé’y. Donc il satisfait au moing; + ks = k bases dé/; L E».
Ainsi w satisfaity, et un ratio supérieur ou égal;lé}_’i—m bases d&v; LI Fs ; en conséquence,

—%
w A, (B U Es).
— (A E1) A pest cohérent et/ E») A o estincohérent (le cas restant est similaire par symétrie).

Considéronsy qui satisfaitu, n, bases dd’;, et au moinge, bases ddv,. Alors il satisfait au
moinsn; + ke bases de&&; U E,. Ainsi, w satisfait,, et un ratio supérieur ou égal’a+%2 de

ni+n2
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bases d&v; U E». Commen; > ki, 0ona:

n1+k‘2>/€1+/€2> k

> > > k.
ni + n9 ny + no ny + n9

Alors w satisfaitu et un ratio supérieur ou égakébases deé?; LI E». Doncw = N (El U Ey)

— (IC6) : considérons le contre- exemple suiva® = {a}, E1 = {{a}, {a},{a}, {—|a}} E, =

{{a} {—a}, {—|a}} ety = T.0n aA‘(El) {a} et A‘(Eg) T, donc la conjonction
__1
A‘(El) A A3(E2) est cohérente. En revancm%3(E1 UE) =T, qui n'implique pasAj; (E1).

— (Maj) : on veut montrer quén € N, Au(El UEsU...UEy) = A~ u(F2).
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Pour simplifier la preuve, nous introduisons les notaticnmasltes :
-k =#{K|KeE etwE= K}),
-k =#K|KeEewkEK}),
- ny = #(E),
— ng = #(Fa).
1. Si(/\ E2) A pu est cohérent, alors il y a deux cas :
—%
— A(E1 U E3) A pest cohérent. Dongs” W(B1UE2) = (A\ED)A(N\E2) Apeth, (Bs)
(A E2) A p. La propriété est verlflee avec= 1.
— A(E1 U E2) A pn'est pas cohérent. Alors pour tout> 1, A(E; U Ex U ... U Es) Ap
~—_—————

n

est aussi cohérent.
Raisonnement par I'absurdesupposons qu'il existe un mondetel que, pour tout entier

natureln, w = Zﬁ(El U Eyll...UEy) etw Zﬁ(Eg). Alors w est un modéle de

n

© qui satisfait un ratio supérieur ou égakade bases d&; LI E5 Li... LI Ey, etw ne
N———

n
satisfait pag/\ E2) A p. Doncw est un modéle dé€\/ E;) A p et n'est pas un modeéle de
(\V E2) A v (puisque/\(E; U E2) A u n'est pas cohérent). En conséquencesatisfait
exactementy bases dév; LI E5 LI ... L E5 parmilesn; +n x ny bases de ce profil, pour
N————
n

toutn > %2"1 Doncw satisfait un ratio inférieur & de bases d&; LI Es L ... LI Es,
%,_/

ce qui montre une contradiction. Dom_k:ﬁ(El UFEyU...UEs) | ZZ(EQ) .
————
n
2. Si(/A E2) A p n'est pas cohérent, alors on prouve que la propriété est eraraisonnant

par I'absurde. Supposons qu'il existe un mondeel que, pour tout entier naturel, w =
—k —k

AH(EI UFEs ... U EQ) etw b’é A“(Eg).

n

Commew Zﬁ(Eg), on ai—% < k,doncky < kxng; alors, on peut notety = k xng— ey

avecey > 0.
—k Z +nxk
Commew Au(E1 U FEyU...UE5),0ona egalemen—lfm k. Soitn,, un entier
e K
ke Ng X €%
tel quen,, > 2. Alors : — — n,, < 0, doncky — ny, x €5 <0, ainsi—-——+ "~ 2
2 62 n1 + Ny X Ny



5.7. Les opérateurg\Fmax

Doncona _ _
ne X k X ng k“f—nwxe‘5<nka‘xn2

ny + ny X no ny + ny X no ny + ny X no

et, commen; > 0:
Nw X k XNy Ny XkxXng kXno

prm— :E'
n1 +ny X N9 N X N2 no

Donc:

nwxExng—l—k‘f—nwxeg k‘f—l—nka‘5<E
ny + ny X No ny + ny X Noy '

Etw e An(E1U B U... UE).
N———
Nw
De plus, méme en augmentant le nombre de copids,dtans le profil, on ne peut pas impo-
ser quev devienne un modéle de la base fusionnée > n,,,w = Zﬁ(El UEy U ... U Ey).
N——

n
Donc on sait que pour touttel quedn € N,w = Zﬁ(El UEsU. ..U Ey)etw & Zﬁ(Eg),
~—————
_ n
on peut trouver un entier naturel, tel quew Zﬁ(El U Eo U ... U Ey). Pour conclure
~—_——
Nw

la preuve, il suffit de considéreN = max,cyyn,, : pour toutn > N, on aZﬁ(El L
——k

Eoyu...u EQ) ': AH(EQ).

— —

n

5.7 Les opérateurs/\fmax

Que le quota choisi soit absolu ou pas, un point importarieedtoix de sa valeur. On peut observer
que les opérateurs de fusion a quota conduisent a une suliasgs fusionnées monotone en ce qui
concerne l'implication logique :

Proposition 59. SoientE un profil, 1 une contrainte d’intégrité. On &ﬁH(E) = Aﬁ(E) pour tous
les entiersk.

Preuve:
Si \ E A pestcohérent, alordf+1(E) = AF(E) = \ E Ap, etla propriété est vérifiée. 3 E Ay est
incohérent, alors quelle que soit I'interprétatiorsatisfaisant au moins+ 1 bases a dé&, elle satisfait
au moinsk €léments dé7, et la conclusion suit.
|

Parmi les éléments de cet suite, certains sont remarquakilesi, A donne la conjonction des
bases (avec les contraintes) quand cette conjonction leStarde, et sinon. Il correspond Bopérateur
de fusion par intersection totalfKP99] (voir paragraph&1.1.3)A! donne la conjonction des bases
(avec les contraintes) si cette conjonction est cohérdngedisjonction des bases (avec les contraintes)
sinon; il est proche de bpérateur de fusion basiqUKP99] (voir paragraphEZ11l.3), et est également
définissable comme un opérateur a sélection de modélesuokentilisant la distance drastiquensax
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comme fonction d’agrégation [KLM02] (voir paragrapghe_2)1.La seule différence est que' donne

un résultat incohérent quand la disjonction des bases p&sicohérente avec les contraintes, tandis
gue I'opérateur de fusion basique donnéans ce cas. A chaque fois gue@ugmente, le résultat de la
fusion est le méme que pour la valeur précédenté da est logiquement plus fort. Dans notre cadre
propositionnel fini, la suite{Aﬁ(E))(k > 0) est évidemment stationnaire a partir d'un certain rang.
La valeur pour laguelle elle devient stationnaire n'estiptéressante en soi, puisque la base fusionnée
correspondante a ce point fixe est soit la conjonction dessbas profil (avec les contraintes), soit la
base incohérente. Toutefois, une valeur intéressanteedecelle conduisant a la derniére base fusionnée
non triviale.

Définition 44 (AFmaer).  SoientE = {Ki,..., K,} un profil ety une contrainte d’intégrité. On pose
kmax = max({i < #(E) | AL(E) £ L}). LopérateurArme= est défini de fagon sémantique par :

maz _ [{wey]|VK; € Ew E K;} sinon vide,
[y (B)] = {{w € [ﬁ] | #({K; € E |w = K;}) = kmax} Sinon.

Notons quék,,.. n'est pas utilisé si la conjonction des formules (avec ledraintes) est cohérente,
puisque dans ce caisﬁmw (E) est simplement égal a cette conjonction. Il n’est donc pisesde calculer
kmae dans ce cas.

Quoique trés proche des opérateurs & quota, I'opérateultaiéis\*==x n’est pas un vrai opérateur
a quota, dans la mesure ou la valeurkgdg, n’est pas donnéa priori, mais dépend dé& et ..

Exemple 40. (suite) On peut utiliser trois variables prises dans cetremgour représenter les croyances
des consultants ¢ avoir la qualification, j avoir le poste,;n avoir la motivation. Alors le profiE =
{K1, K1, K3, K4} représente les croyances des agents, ag¢ = {100,001, 101}, [K2] = {001,101},
[K3] = {100,000}, [K4] = {111}, et la contrainte d’intégrité. est donnée paju] = W \ {010,011}.
Alors on a[Ak=e(E)] = {001,100, 101}.

A premiére vue/A\Fmax semble similaire a 'opérateur a sélection de formuls' qui sélectionne
des sous-bases de cardinalité maximale dans 'union des lolasprofil [Kon0D[_ BKMIIL, BKMSY2].
Cependant/\Fmax et A©4 sont distincts ; en effet, alors que les deux opérateursfeatiDisj), /AFmax
satisfait(IC3) et (Maj) (voir proposition[Bll) alors quA“* ne satisfait ni I'un ni 'autre[[Kon00]. En
revanche AFmax appartient & deux familles importantes d’opérateurs deriug sélection de modéles,
la famille A* et la famille AGMa% |orsque la distance drastiqug est utilisée :

Proposition 60. SoientE un profil et une contrainte d’intégritéAﬁmaX(E) = AﬁD’E(E) =
AZD,GMM (E)

Preuve:
Par définition, les modeles d}eﬁDE(E) sont exactement les modélesle ;. qui minimisentdp (w, E) =
> kepdp(w, K). Commedp est drastique, le nombre de basesilsatisfaites paw est exactement
#(E)—dp(w, E), donc la valeur minimale dép (w, E') quandw varie parmi les modeles geest égale
a4 (E) —kmaq, et celamontre quékmar (E) = AP (E). Finalement, le fait qué\jP>> = AP e
(proposition 4 del[KP02a)) conclut la preuve.

O

Ainsi, AFmax vérifie beaucoup des propriétés logiques attendues :
Proposition 61. AFmax satisfait(ICO - IC8), (Maj), (Disj) et (Card).
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Preuve:
CommeAfij coincide avec 'opérateur de fusion contrailzﬁaéD’E (proposition[&D), le fait qu'il sa-
tisfait (ICO) - (IC8) et (Maj) est une conséquence directe de la proposition 2 de [KPOZopls, on
sait qu'il satisfait égalemen(Disj) et (Card) grace a la proposition 53 et au fait qmﬁmaz peut étre
associé a un opérateur de fusion a quota équivalent. Un éeatgur de fusion a quota est celui tel que
k = kmae : bien que le calcul préalable dg, .. Soit nécessaire pour obtenir un opérateur a quota, le seul
impact du fait quék, ... ne soit pas initialement donné concerne la complexité ghgoique (mais pas
I'aspect logique).
O

Assez clairement, 'opérateux*==x est obtenu en considérant le probléme d’optimisation diaguo
(pour les opérateurs a quota,est donné, ainsi il n'a pas besoin d'étre calculé). De faggsea peu
surprenante, le probléme d'inférence correspondant gstitdmiquement plus dur que le probléme
d’'inférence pour les opérateurs a quota (sous les hypattsbmedard de la théorie de la complexité) :

Proposition 62. FUSION(AFmax) est@f-complet.

Preuve:
Le résultat découle directement du fait i+ coincide aveczﬁﬁ”’Z (proposition[8D), qui peut étre

considéré comme l'opérateur de fusion bAZD’m‘”’Z, lorsque chaque base se réduit a une formule
singleton (voir [KLMO4]). La proposition 2 dé [KLM04] comete la preuve.
O
Assez clairement, si,,q, €st calculé pendant une étape de prétraitement et devienpantie de
I'entrée ensuite, la complexité diminuea\P.
Quant a la manipulabilité, 'opératedx*=x présente toutes les bonnes propriétés des opérateurs a
quota :

Proposition 63. /A*max n’est manipulable pour aucun des trois indiggsig,, etig,.

Preuve:
Le résultat vient directement du fait quﬁfﬁw coincide ave(zﬁ.ﬁ’37Z (propositior&D), et de la proposi-
tion[Z8 donné en partl@|l.

O
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Chapitre 6

Opéerateurs Gmin

Chagque opérateur de la famille®™" est paramétré par une pseudo-distahieetre interprétations,
qui permet de définir la «distance » entre une interprétaiamaque base du profil. Ensuite, la fonction
d’agrégation choisie pour déduire de ces distances laandist> entre une interprétation et le profil est
basée sur I'ordre lexicographique sur les listes obtenmesdonnant les distances d’une interprétation a
chaque base dans I'ordre croissant. Les opérateﬂ@mm sont donc basés sur I'ordre lexicographique,
comme les opérateutsM az, la différence entre ces deux familles d’opérateurs viertldssement des

distances a chaque base, en 'ordre décroissant@dditx et en I'ordre croissant powxﬁ’Gmm.

6.1 Définition
Formellement, on a la définition suivante :

Définition 45 (opérateursGmin).  Soientd une pseudo-distance, une contrainte d'intégritéf) =
{K1,...,K,} un profil et soitw une interprétation. La proximité d’'une interprétationa F, notée
da,Gmin(w, E), est définie comme la liste des nomb(és, . .. , d,,) représentant les distances au multi-
ensemble{d(w, K;) | K; € E} ordonnées en ordre croissant. Les modéles\§&™ " (E) sont les
modelesv de . tels quedy cmin (w, E) €st minimal par rapport a I'ordre lexicographigsie.,, induit par
I'ordre naturel, i.e.
d,Gmi -
w SEZ e W/ SSldd7Gmin(W7 E) <lex dd,Gmin(wla E)
et ,
[AZ7Gmm(E)] _ min([u], S%Gmm).

Exemple 41. (suite) On peut utiliser trois variables prises dans cetremdour représenter les croyances
des consultants ¢ avoir la qualification,j avoir le poste;n avoir la motivation. Alors le profilE =
{K1, K2, K3, K,} représente les croyances des agents, aie¢ = {100,001, 101}, [K] = {001, 101},
[K3] = {100,000}, [K4] = {111}, etla contrainte d’intégrité. donnée pafu] = W\{010,011}. Alors
ona:[AL-Cmin(EY — {001,100,101} et[ALC™ ()] = {101}. Les calculs sont reportés dans le
tableau[G.]l. Chaque ligne correspond a un modglde la contraintei:.. Chaque colonnd<; donne la
distancedy (w, K;) entre le modéles deu et la basekK;;. Les lignes en gras correspondent aux modéles
de x qui minimisentdy,, Gmin(., E).

6.2 Capacité d’inférence

Les opérateurg\ ™" raffinent 'opérateu\*==x comme indiqué par la propriété suivante :
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w | K1 | Ko | K3 | K4 || day.amin(w, E)
000 | 1 | 1] 0] 3 ©,1,1,3)
0L 0012 (0,0,1,2)
00 0102 (0,0,1,2)
01] 00| 1] 1 (0,0,1,1)
o | 1|2 11 1,1,1,2)
| 1120 (0,1,1,2)

TAB. 6.1 — Opérateur\?#-Gmin,

Proposition 64. Pour toute pseudo-distanecktoute contrainte d'intégrité: et tout profil £, Afl;Gmm(E) =
Akmax (E),
i

Preuve:
Montrons que siv et w’ sont deux modeéles de tels quew satisfaitk,, ., bases deF et w’ satisfait
k' bases d&&, aveck’ < kiqz, @lOrsdg gmin(w, E) est strictement plus petit qu&; i (W', E) par
rapport a I'ordre lexicographiqus,.,.. Cela vient facilement du fait que :
— quandw satisfaitk,,,., bases d&/ etd est une pseudo-distance, lgs,, premiéres coordonnées
dedycmin(w, E) sont égales & (grace a la propriété de la pseudo-distance)
— quandw’ satisfait strictement moins de bases et d est une pseudo-distance, #g,,..-ieme
coordonnée d€; gnmin(w', E) N'est pas égale &

|

Comme les opérateurs®==x raffinent eux-mémes les opérateurs a quota (propo$ibnlesOppé-
rateursAG™" raffinent également chaque opérateur de fusion & quota.

Le choix de la distance drastique pour définir un opératetif*” conduit exactement AFmax
Proposition 65. Ap:Gmin — AFmax,

Preuve:
Grace a la proposition 64, on sait q.rﬁ“Gmm = Akme= |l reste encore & montrer que
Afmer(E) | Adp-Gmin gy On considére un modélede Afme (E), oUE = {K1, K, ..., Ky }.

On suppose d'abord qu&/ E) A n est cohérent. Done satisfaitu, et un nombre maximal de bases
K; (i.e. il nexiste aucune interprétatianl qui satisfait plus dé&: bases), et est strictement plus grand
que0. Alors, lesk premiéres coordonnées de la ligtg, imin(w, { K1, K2, ..., K, }) sont0, etlesn — k
suivantes sont. Comme cette liste est nécessairement minimale pour édekicographique parmi les
listes des distances des modélesude E (pour tout les autres’, dg,, Gmin(w', { K1, Ko, ..., K, }) est
une liste d’au plug 0, suivis par deg), w est un modéle dé&ﬁD’Gmm(E). En conséquence,

dp,Gmi

Afmae(E) | APT(E).

A présent, supposons qu¥ E)Ap estincohérent, alors onzaﬁmw (E) = p, donc pour tout modéle
w dey et toute basés; de £, on adp(w, K;) = 1. Donc pour tout modele de, dq,, Gmin(w, E) vaut
(1,1,...,1), et AP N E) = = Abmas(B).

O
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6.3 Propriétés logiques

Les opérateur&smin présentent de trés bonnes propriétés logiques, puisquenteles opérateurs
de fusion contrainte majoritaires :

Proposition 66. Soitd une pseudo-distancé\%“™" satisfait(ICO - IC8) et (Disj). Il ne satisfait pas
(Card), (Maj) et(Wmaj) en général.

Preuve:
On montre d’abord qué&dv?mi” satisfait(ICO - IC8) en prouvant que la fonction qui associe a chaque
profil £ le pré-ordreg%Gmm est un assignement syncrétique, et on conclut grace alethéate repré-

sentation de[[KP02a] (voir partik 1). On donne d’abord uninitéon et deux lemmes utiles.

Définition 46 (®). Soientwv, etvy deux listes d’entiers. On notg © v, la liste d’entiers obtenus en
ordonnant par ordre croissant la concaténation;d& vs.

Lemme 67. Soientvy, v}, ve, v5 quatre listes d’entiers ordonnées par ordre croissantS«;., v} et
12 lex vé, alorsv; © vy <jep Ull © Ué.

Preuve:
Supposons que; <j, v] etwvy <j, v, il est simple de montrer quew; © v <jep V] © v €t
V] © vy <jep V) @ vh. Ensuite, par transitivité d€;.,., on obtientv; ® ve <je, v © V).

O

Lemme 68. Soientvy, v}, vo, v quatre listes d’entiers ordonnées en ordre croissant; St v} et
V9 <jex Vg, AIOrSv] © vg <jep V) © v (OU <j, désigne l'ordre strict associé 4;.,.).

Preuve:
Sous les hypothéses du lemme, il est simple de montrer que va <., v} ® vy et
V] © vy <jep V] © vh. Alors par transitivité de<;,.,., on obtientv; © vy <jep v © V5.

Vérifions a présent les conditions des assignements simezst:

1. Siw = Eetw' = E,alorsVK; € E,w = E etw' = E, doncdygmin(w, E) = (0,0, ...,0) et
da,Gmin (W', E) = (0,0, ...,0), etw :%Gmm W'
2. Siw = Eetw £ E, alorsdg gmin(w, E) = (0,0,...,0) etdygmin(w', E) # (0,0,...,0), donc

d,Gmin
w <E w .

; _ d,Gmin_ _d,Gmin
3. SiEy = Ep, alors<p, =<BE, .

4. On veut montrer qu&w = K3uw' E K'W g?g"[g’,’; w. On ad(w,K) = 0 etd(w,K') =
min, g d(w,w”). Soitw’ = K’ tel qued(w, w') = d(w, K'). Alors
d(w', K) = mingng d(w',w") doncd(w', K) < d(w',w) etd(w', K') = 0.

DoNnCdy min (W' {K, K'}) <iex da.cmin(w, {K, K'}). Alors par définition.’ gc{l[f’}?,’f w.

5. On veut montrer que 8l Gmin(w, E1) <iex da,cmin(w’, E1) €t

dd,Gmin(w7 E2) <lex dd,Gmin(w,> E2)| alors

da,Gmin (W, {E1, E2}) <iex da,gGmin (W', {E1, E2}). C'est une conséquence directe du lenimje 67.
6. On veut montrer que 8y, Gmin (W, E1) <iex dd,Gmin(w’, E1) €t

dd,Gmin (W, B2) <jex da.cGmin(W', E2), alors

da.Gmin(w, {E1, E2}) <iex da,cmin(W', {E1, E2}). C’est une conséquence directe du lenije 68.
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Donc la fonction qui associe a chaque préfile pré—ordregjlemm est un assignement syncrétique,

et grace au théoréme de représentation_de [KP02a] (voiefiartela prouve qué\ %™ satisfait(ICO
-1C8).

— (Disj) : conséquence de la propositiod 64, puismfeGmm(E) = AﬁmaX(E).

— (Card) : considérons le contre-exemple suivarR = {a,b}, E = {K;, Ky, K3} avecK; =
{—a}, K5 = {an—b}etKs = {(-aAb)V(aA—-b)} (u=T). Deux éléments deaxcons,(E)
sontM; = {—a,—a A b} et My = {a A —b,a A —b}. Clairement#(M;) = #(M-). Cependant
AdaGmin gy — o A —b, qui est cohérent avell, mais pas aved/; .

— (Wmaj) et (Maj) : SoientE; = {a A b}, B3 = {—a A —b} ety = { b}. Alors, pour toutn > 1,
Aﬁ’Gmi"(El Ll Es U... U E5) a un unique modele A b (car c’est la seule interprétation dont

n
la distance au profil commence par O, elle est donc minimatejjonc n’est pas cohérent avec
ALE™N(F)) qui a comme seul modétea A b. Cet exemple montre queVmaj) (et donc(Maj)
) ne sont pas vérifiés.

O

La proposition précédente montre que chaque opératé§r™" se comporte comme un opérateur
de fusion a sélection de formules dans le sens ou il sat{§f&}). Cependant, tandis que les opérateurs
de fusion a sélection de formules échouent typiquementisfaied les propriétés logiques importantes
[Kon0Q], les opérateurd\%“™" sont des opérateurs de fusion contraintes (ils satigf@) - (1C8)).
Ainsi les opérateur&\“™" peuvent étre vus comme des alternatives intéressantespgwateurs de
fusion a sélection de formules [BKMO1, BKMS92] opérant &g $ous-ensembles maximaux cohérents,
dans la mesure ou ils présentent de meilleures propriégésules.

6.4 Complexité algorithmique

Etudions a présent la complexité algorithmique des opératée fusion/A“™", La proposition
suivante est une conséquence directe d’un résultat de [RI] dEhs laguelle on suppose gue la pseudo-
distance entre interprétations peut étre calculée en tpoipsomial. Cette hypothése n’est pas trés forte,
puisque les distances usuelles la satisfont toutes, ebegest faite pour I'étude de la complexité des
opérateurs de fusion a sélection de modéles.

Proposition 69. En supposant que la pseudo-distantentre tout couple d'interprétations; et w-
peut étre calculée en temps polynomiakgfiv; ) + #(ws), FUSION(AGE™in) est dansAb.

Preuve:
Immédiate a partir d’'une proposition de [KLIMO04] (voir pal, propositiorZIB) et du fait que chaque
opérateurA-“"" coincide avec I'opérateur de fusion BAL™**“™" |orsque chaque base consiste
en un singleton.

|

Pour des choix spécifiques de la pseudo-distahces résultats plus précis peuvent étre obtenus :

Proposition 70.
— FUSION(Adp-Gmin) est@f-complet.
— FUSION(AdH:Gminy estAD-complet.

Preuve:
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— Immédiate & partir des propositiond 62 qui donne la conitgl@e I'opérateurA*™* et[65 qui
montre queA?r.Gmin est gquivalent a\Fmer

— Lappartenance vient directement de la proposifidn 68r Rodifficulté, on considéere la réduction
polynomialef suivante deMAX -SAT-ASG,qq & FUSION(A%HG™min) Soit s une formule proposi-
tionnelle telle qué/ar(X) = {x1,...,z,}. Soit f(X) =

2(i—1) 2(n—1)

(E={K;={z; A /\ new;} | ie€l,...,n},u=XA /\ “newj,x = Ip)
j=1 j=1

ou chaquerew; (j € 1,... 2n — 2) est une nouvelle variable (n'apparaissant pas dgn#ain-
tenant, pour chaque modélede . et pour touti € 1,...,n — 1, 0na

dp(w, K;) < dp(w, Kiy1).

Cela montre que les listes;,, ¢min(w, E) obtenues en ordonnant les ensemilés (w, K;) |

i € 1,...,n} dans I'ordre croissant sont toujours classées dans le méne @dépendamment
dew) : le premier élément esty(w, K1), le deuxiéme estl;(w, K3), etc. De plus, quel que
soit le modeélew; de . strictement inférieur & un modeéle, de 1 par rapport a I'ordre lexico-
graphiques induit parz; < 2 < ... < Zy, ON adg,, amin (w1, E) strictement plus grand que
day amin(w2, E) (par rapport a<;.,;). Comme les modéles de sont totalement ordonnés par
rapport &, il y a exactement un modele geminimal par rapport a I'ordre induit pdr : c’est le
modéle de: qui est maximal poux. Par suite;,, a la valeur vrai dans ce modéle si et seulement
si Adn:CGmin gy L o est vrai. Cela conclut la preuve.

O
Il n’est pas trés surprenant de constater que la complegiténéérence pour les opérateufs’Cmn
est plus élevée que la complexité de l'inférence pour lesabpérs a quota (sous les hypothéses ha-
bituelles de la théorie de la complexité). Cependant, ilieptortant de noter que la complexité de
linférence pour les opérateurS©™" reste au premier niveau de la hiérarchie polynomiale soss de
conditions raisonnables sur la pseudo-distance et essntinée que celle des opérateurs a sélection de
formules.

6.5 Manipulabilité

Etudions & présent la question de la manipulabilité desabpérsA“™". Dans le cas général, la
non-manipulabilité des opérateurs de fusion a quota edpeNous avons déja évoqué que méme si un
opérateur est manipulable dans le cas général, on peuetroertaines restrictions ou la manipulation est
impossible. Tout d’abord, on peut voir que les propositB8£{4B de la partiglll qui établissent respec-
tivement la non-manipulabilité pouy d’un opérateur a sélection de modeéleé?r lorsque la distance
drastigue est utilisée et la non-manipulabilité par dilatad’un opérateur a sélection de modéles pour
i, restent vraies pour les opérateux§™i". Les autres résultats généraux de non-manipulabilitép@pro
sitions[Z¥ e[20) ne peuvent s’appliquer directement auxab@érs/A“™", puisqu'ils sont spécifiques
a la fonction d’agrégation somme. C’est d’ailleurs égalente cas de la propositidn ¥4, qui établit que
si un opérateu®> est manipulable pour un des deux indices drastiques, il asipulable par éro-
sion. Pourtant, méme si ces trois propositions générale&ppliquent pas directement aux opérateurs
AE™n nous allons voir quelles sont néanmoins vérifiées par pésateurs. Tout d’abord, une propo-
sition proche de la propositidn44 (quoique plus forte pugskp résultat tient pour I'indice probabiliste)
existe pour les opérateurs®™ :
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Proposition 71. Soitd une pseudo-distance quelconque. Si un opérateur de fl&ﬁ)ﬂmm est ma-
nipulable pouri,, alors il est manipulable par érosion (i.e. lorsque la baserhie implique la base
réelle).

Preuve:
Raisonnement par I'absurd&upposons gu'il existe un profff = { K5, ..., K, }, une contrainte d'inté-
grité i et deux base& et K’ avecK’ [~ K, tels que

ip(K, AL (K} U E)) < ip(K, AZC™™({K"} U E)).

On a donc, de fagon équivalente :

#(K AL {EYUB)) _ #(K AL ({K Y U B))
#([ALCM M {KY U E)) #([AR I KT U E))
On définitK” par[K"] = [K A K' A ARC™™({K'} U E)]. Nous allons montrer dans la suite de la

preuve qu’une manipulation est possible en fournisgdha la place déds, (ce qui est une manipulation
par érosion cak” E K).

1. D’abord, on montre paaisonnement par I’absurdqueK/\Aﬁ’Gmm({K’} UFE) E K'.Supposons
quedw £ K'tel quew = K AALC™M({K'}UE). Commew est un modéle d&&-“"" ({ K’ U E),
w satisfaity, et un nombre maximal de bases{d€’} LI F, disonsk bases. Comme [~ K', w satisfait
k bases d&&. Doncw satisfaitk + 1 bases dg K} U E. Supposons quéw’ = K tel quew’ |=
ALE™IN RV E). Alorsw’ satisfaity et satisfait au moins+1 bases dé K }LIE. Commey’ |~ K,
w satisfait au moing-+1 bases dé’, donc au moing+1 bases d¢ K’} LI E. Cela contredit le fait que
w est un modele de&ﬁ’Gmm({K’} LI E)) en satisfaisant un nombre maxintatle bases déK’} LU E.
Donc tout modéle dé\>“™" ({ K'} LI E) est un modéle d&, eti,(K, AL“™™({K}UE)) = 1 est
maximal, ce qui contredit I'hypothése.

2. Ensuite, on dK"] # §, sinon il n’y aurait aucun modéle d& dansA%“™"({K'} U E), ce qui
contredirait la manipulabilité d& pour K.

3. On considére a présent un modelede K A K’ A AZ’GW”({K’} U E). Notonsd au lieu dedg cimin
pour simplifier I'écriture. On av; = p etd(wy, {K", Ks,...,K,}) = d(wi,{K', Ko, ..., K,}),
puisqued(wy, K”) = d(wy1, K') = 0. De plus :

d(wi, {K', K, ..., K, }) = min({d(w, {K", Ko, ..., K, }) | w =}, <iez)-

Donc :
d(wh {K”> Ky, ..., Kn}) = min({d(wv {Kla Ky, ..., KTL}) | w ’: /L}v Slex)' (61)

et
min({d(w, {K", K2,..., Kn}) | w = p}, <pew) <
min({d(w, {K’, Kz, .... Kn}) | w = 1}, <iex)
D’autre part, commé{” = K’,ona:
Vw eW,d(w,K') < d(w,K").
DoncVw € W, d(w,{K’, K3, ..., Kp}) <iex d(w,{K",Ka, ..., K,}), et

min({w, {K,,Kg, ,Kn}) | w ): /-L}) glez) <
min({w, {K", Ko, ... K, }) | w = 1}, <iez)-
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Avec (&), on obtient :
min({d(w, {K', K2, ... K, }) | w E p}, <jez) =
min({d(w, {K", K, ... K, }) |w E 1}, <iez). (6.2)

4. Considérons maintenant un modélede K A AL“™™({K'} U E). On aw;, = petw; = K’
grace au point 1 de la preuve. Alotg = K” et commed(w;, K') = d(w,K"”) = 0, 0n a
d(w1,{K", Ky, ..., K;,}) = d(uw1,{K', K2, ..., K,,}). De plus, comme :

d(wi, {K', K2, ..., Kn}) = min({d(w, {K’, K2, ..., Kpn}) | w = 11}, <pea),
@&2) donne que :
d(w1, {K", K3, ..., Kp}) = min({d(w, {K", K2, ..., Ku}) | w = pt}, iea)-
Doncw; est un modéle d&““™"({K"} L E) etona:
#([K AL (K'Y U E)]) < #([K A ALC™™ (K"} U E)]).
5. Finalement, si I'on considére, = —~K A ALC™™({K"} U E), alorsw; = et:
d(wr, {K", K, ..., Kn}) = min({d(w, {K", K2, ..., Ku}) | w |5 pi}, <jea)-
CommeK"” E K', on ad(wy, K') < d(wy, K”). On obtient :
d(wi, {K', K2, ..., Kp}) <tex d(w1, {K", Ko, ..., Ky }).
Ainsi :
d(wi, {K', K2, .o, Kn}) <iep min({d(w, {K", K2, ... Kp}) | w E p}, <ex)-
A partir de [E.2), on trouve :
d(wi, {K', K2, ..., Kn}) <iep min({d(w, {K', Ko, ..., Kn}) | w [F p1}, <jea)-
On peut en déduire que :
d(w, {K', K3, ..., Kn}) = min({d(w, {K', K2, ..., Kn}) | w = i}, <iew)
etw, est un modéle d&>“""({K'} L E) et :

(K A AEET({ KT B)) < #(-K A DK} U E)).

Donc, ' '
#(K ALKV UE)) _ #(K ALK U B))
#([ARAEUE)]) T #([ART (KT U E))
Et,
ip(K, ARCMM (K'Y U E)) < ip(K, ARC™™({K"} U E)).
Finalement,

ip(K, AR ({KY U E)) < ip(K, AS™" ({K"} U B)),
ce qui conclut la preuve.

O
Une conséquence de cette proposifioh 71 est que la prapd@8, valable pour les opérateurs a
sélection de modeles et la fonction d’agrégafiirpeut s’étendre aux opérateuts’™ ™ :

145



Chapitre 6. Opérateur&min

Proposition 72. A%G™in p’est pas manipulable pouy, i4, OUig, Sila base initiale est complete.
Preuve:

On utilise la propositiof 41, qui établit que si un opéraudaelrfusionAﬁ’Gmm est manipulable pour
ip, alors il est manipulable par érosion. Clairement, une telanipulation n’est pas possible si la base
initiale est compléte, donc on peut conclure ql@Gmm n'est pas manipulable pouy, et donc pour les

indicesig,, etiq, (grace a la propositionP5 et puisqﬂd@mm satisait(IC1)).

O
Enfin, la derniére proposition générale de non-maniputéatdkistant pour la fonction d’agrégatidh
et concernant la fusion de deux bases (propodifidn 27) égstement vraie pour les opératedy§™ " :

Proposition 73.
ALEmIn yest pas manipulable pour Iindicg;, (resp.ig,) si#(E) =2etu=T.

Preuve:
On se place dans la situation i ) = 2 et = T. Le résultat avec ces hypothéses est une conséquence
directe du lemme suivant :

Lemme 74. A?Gmm({Kl, K>}) A K est cohérent.

Preuve:
Raisonnement par I'absurd&upposons que pour deux bagéset Ko, A‘#Gmm({Kl, K5}) estinco-
hérent aved{;. Ona:

7 ): - Ky, Vw ): Kl,d(w, {Kl,KQ}) >lex d(w’, {Kl,KQ}).
CommeVw = Ki,d(w, K1) = 0, on obtient :
= ): -Kq,Vw ’: Ky, (O,d(w,Kg)) >lex dd,Gmin(w,> {Kl,Kg}). (63)

Commew’ E - K1, d(w', K1) # 0, donc pour que I'inéquatiof {8.3) soit vraie il faut qlfe’, K3) = 0.
Donc
o’ ): —|K1,Vw ’: Kl, (O,d(w,Kg)) >lex (0, d(w’,Kl)).

En particulier, si 'on considére; = K; tel qued(w’, K1) = d(w',w1),0na:
(0,d(w1, K2)) >jex (0,d(w',w1)).

Cela nécessite quiw, K3) > d(w',w1) avecw’ = K», mais c’est impossible par définition. Contra-
diction.
0

Nous pouvons a présent prouver la proposition principale :

ig, © ON @ig, (K1, AZC™™({K), Ko})) = 1, puisqueAZ™™({K,, K2}) A K, est cohérent
(lemme[7#%), donc aucune manipulation n'est possibje ést maximal).

iq, : raisonnement par 'absurdéSi Aflr’Gmi" est manipulable, on peut trouvar; tel que

i, (K1, AT ({ Ky, Ko})) < da, (K, ATC™((KT, Ka}).
Pour I'indice drastique fort, cela signifie exactement que :

i, (K1, A (K1, Ka))) = 0
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et
ids(KhAElrgmm({Ki’Kﬂ)) =1
Doncona: '
ALK, Ko Y) B K (6.4)
NG IR Ko)) b K (6.5)

CommeAflr’Gmm({K{,Kg}) A Ky est cohérent (lemnield74), on peut trouver = Ko tel que
wy = ALE™M KT KoY. Avec (B35), on conclut ques = K.

Comme on avs = K; A Ko, on conclut qued(ws, {K1,K2}) = (0,0). En conséquence,
pour tout modéles de ALY ({K 1, K»}), on ad(w, {K1, K»}) = (0,0). Cela implique que
ALET(K | Ky}) = Ky A Ky. Ceci contredit[E}4), donc aucune manipulation n'est iptess

O
En précisant les distances utilisées, on obtient des ¢onslinécessaires et suffisantes de non-
manipulabilité des opérateurs®™ " :

Proposition 75.
— Adp.Gmin gst non manipulable pour chacun des trois indiges i, etig, .
— AdmGmin est non manipulable pouy, si et seulement si toutes les bases du pigfdont com-

pletes.
- AﬁH’G’m” est non manipulable poug,, (resp.iq,) Si et seulement si toutes les bases du piofil

sont complétes ou gk(E) =2etp=T.

Preuve:

— Adp.Gmin gst non manipulable chacun des trois indiges i, etig, .
C’est une conséquence directe de la proposifidn 26 quiigahbn-manipulabilité des opérateurs
a sélection de modeles/?p pour la distance drastique, ou encore de la propodiibn bétghlit
que Adp-.Gmin — Akmax et de la propositioi 83, qui montre que==x est non manipulable pour
les trois indices.
— Adu.Gmin est non manipulable pouy, si et seulement si toutes les bases du pigfdont com-
plétes.
— Sitoutes les bases du prafilsont complétes, grace a la propositiah 72, on saityfe cmn
n’est pas manipulable pou.
— Pour la réciproque, I'exemple suivant montre qu"’Gm"” est manipulable pout,, méme si
1 = T et deux bases sont fusionnées. Considéfonst K, données par
[K1] = {0000,0111,1011,1101, 1110}, [K5] = {1000, 0100, 0010, 0001} ety = T. Alors
[AﬁH’Gmm({Kl,Kg})] = {0000, 0001, 0010, 0100, 1000}, et
ip (K1, AT O (K, Ko ))) = .
Sil'agent 1 donnds| avec[K|] = {0111, 1011,1101,1110} & la place dé¥;, alors
[AdCGmin R K] = {0001,0010,0100,0111, 1000, 1011, 1101, 1110} et
ip (K, AME™M (KT oY) = £, ce qui prouve la manipulabilité. (voir tableRul6.2).
- Aﬁ“Gmm est non manipulable pouy, (resp.iq,) Si et seulement si toutes les bases du profil
sont completes ou gk(E) =2etu=T.
— Si toutes les bases du profil sont complétes ou $(E) = 2 ety = T, la proposition 7R
montre que/\?#-¢™n n’est manipulable pour aucun des indices drastidue®ti,, .
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w | K1 | K{ | Ky || day cmin(w, {K1, K2}) | day Gmin(w, {K1, K2})
0000 | 0 | 3 | 1 (0,1) (1,3)
0001 | 1 | 2 | 0 (0,1) (0,2)
0010 1 | 2 | 0O (0,1) (0,2)
0011 | 1 | T | 1 1,1) 1,1
0100 1 | 2|0 (0,1) (0,2)
0101 | 1 | 1 | 1 1,1) 1,1)
0110 | 1 | T | 1 (1,1) 1,1)
0111 | 0 | 0 | 2 0,2) (0,2)
1000 1 | 2|0 0,1) (0,2)
1000 | 1| 1] 1 (1,1) 1,1
1010 | 1] 1] 1 (1,1) 1,1
1011 0 | 0 | 2 0,2) (0,2)
100 | 1] 1|1 (1,1) 1,1)
1101 0 | 0 | 2 0,2) (0,2)
1110 | 0 | 0 | 2 0,2) (0,2)
L | 1| 1] 3 (1,3) 1,3)

TAB. 6.2 — Manipulation de\""“"™™ pouri, avec deux bases non complétes.

— Pour la réciproque, on étudie les différents cas :

iq, : pourlecagu # T et#(F) = 2, considéron®® = {a, b}, K; et K, données pafK| =

{00,01}, [K>]| = {11}, ety = a V —b. Alors [AdmGmin e KO = {11}, et
ia,, (K1, A9 (K, Ko })) = 0.

Silagent 1 donnék?] = {00} & la place dek, alors| A “™ " ({ K K,})] = {00,11}

etig, (K1, ASC™M (KT Ky})) = 1. (voir tablea BB).

w | K1 | K| | K2 || dag,Gmin(w, {K1, K2}) | day,amin({EK7, K2})
00| 0 | 0| 2 0,2) 0,2)
0] 1|11 11 1)
1] 1] 20 0,1) 0,2)

TAB. 6.3 — Manipulation de&fﬂH’Gm"" pourig, avec deux bases pt#£ T.

Pour le casu = T et #(FE) # 2, considérons I'exemple suivant : soiefi, Ko et K3

données pafKk;] = {000,001}, [K2] = {100,111},[K3] = {011} et p

[ADHCMIN Ky, Ka))] = {011}, etig, (K1, A ™™ (K, Ky, K3})) = 0. Sil'agent
1 donneK; avec[Kj] = {000} a la place deX;, alors [ADECTI R Ky, K3))] =
{000,011} etig, (K1, AX ™M (K}, Ky, K3})) = 1. (voir tableauG1).

iq, . Pourle casu # T et#(E) = 2, considérons I'exemple suivant? = {a,b,c}, K;

et K, données pafK;| = {000,011}, [K,] = {001,111}, ety = a V bV —c. Alors
[AdCmin g K 1)) = {000,011, 111}, etig (Kp, A ™M (K] Ky})) = 0.

En revanche si l'agent 1 donfi&] = {000} a la place deX, alors

[AdmGmin et V)] = {000} etig, (K, A MK Ky})) = 1. (voir Tableall55).
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w | K1 | K] | Ky | K3 || day Gmin(w, {K1, Ko, K3}) | day amin(w, {K7, K2, K3})
000 0 |0 | 1] 2 ©0,1,2) (0,1,2)
0L 0| 1] 21 0,1,2) 11,2
010 | 1| 1] 2|1 1,1,2) 1,1,2)
oi1| 1| 2|10 0,1,1) 0,1,2)
00 1] 103 ©,1,3) ©0,1,3)
01 1] 212 1,1,2) 1,2,2)
o 2 | 2 |12 1,2,2) 1,2,2)
i 2] 301 0,1,2) ©0,1,3)
TAB. 6.4 — Manipulation de\“""“"™" pouri,, avec trois bases.

w | Ky | K] | K || day Gmin(w, {K1, K2}) | day Gmin(w, {K7, K2})

000 0 | 0 |1 0,1) 0,1)

010 | 1] 1] 2 1.2) 1.2)

011 0 | 2 | 1 0,1) 1.2)

00 1| 1] 2 1.2) 1,2)

01| 2 | 2 | 1 (1.2) 1,2)

10| 2 | 2 | 1 (1.2) 1,2)

111 1| 3| 0 (0,1) 0,3)

TAB. 6.5 — Manipulation de\%"“™™ pouri,_avec deux bases pt T.

Pour le casu = T et #(E) # 2, on considere I'exemple suivantk;, Ko et K3 don-
nées parfK;] = {000,011}, [K>] = {000,111}, [K3] = {001,111} et = T. Alors
[ATECmIn R Ky, K3))] = {000, 111}, etig, (K1, A ™M (K Ky, K3})) = 0. Si
lagent 1 donnek| avec[K}] = {000} & la place dek, alors| A ™M (K1 Ky, K3})] =
{000} etig, (K1, AMC™M (K Ky K3})) = 1. (voir tableau5).

w | Ky | K1 | Ko | K3 || day,cmin(w, {K1, K2, K3}) | day; Gmin(w, { K], K2, K3})
000 0 | 0] 0 1 (0,0,1) (0,0,1)
0L 1| 1] 10 0,1,1) 0.1,1)
00 | 1] 1] 1] 2 1,1,2) 1,1,2)
0lL | 0 | 2 | 1|1 0,1,1) 1.1,2)
00 1112 1,1,2) 1,1,2)
01 2] 211 1,1,2) 1,1,2)
o 2 | 2|11 1,1,2) 1,1,2)
1111 | 3|00 (0,0,1) (0,0,3)

TAB. 6.6 — Manipulation de\%#"“™™ pouri,_ avec trois bases.

|
Il est intéressant de constater que méme si les opérat€tifé” sont manipulables, cette manipula-
bilité est relativement faible si 'on compare le comporégnde ces opérateurs avec d’autres opérateurs
a sélection de modeéles. En fait, les opératehf$™” se comportent exactement comme les opérateurs
A%* du point de vue de la manipulabilité et on a vu dans la pHitaué les opérateurd®> sont les
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moins manipulables des opérateurs a sélection de modéles.

6.6 Discussion

On peut remarquer que des fonctions d’agrégation prochesllés utilisées pour définir les opéra-
teurs a quota et les opérateuain sont parfois utilisées pour traiter des structures ralatidles plus
complexes que des bipartitions de mondes (qui est la steudrila logique propositionnelle standard).
Par exemple, de telles fonctions ont été considérées equegiossibiliste et pour les problemes de sa-
tisfaction de contraintes (voir par exemple [DPYR9, DHFFE#94]). Cependant, a notre connaissance,
aucune étude systématique des opérateurs a quGtaigtn’a été conduite pour la fusion dans le cadre
propositionnel. De plus, ces opérateurs n’ont jamais é&fiés en considérant conjointement les critéres
évoqués auparavant.

Il semble assez difficile de mettre en perspective les pEt§mides opérateurs de fusion les uns par
rapport aux autres, parce que les parametres pouvanténtesur ces propriétés sont nombreux (dis-
tance utilisée et fonction d'agrégation pour les opérat@usélection de modéles, présence ou absence
de contrainte d’intégrité, critéres de sélection des mawxrcohérents pour les opérateurs de combinai-
son...). La multiplicité de ces paramétres complique lawriglobale que I'on peut avoir du comporte-
ment de tel ou tel opérateur. Nous nous sommes cependartésfide comparer les opérateurs que nous
avons proposés avec les principaux opérateurs de fusigositmnnelle existants. Voici le bilan que
nous pouvons dresser.

Propriétés logiques

Concernant les propriétés logiques, les opératéiff& ™ ont un comportement aussi bon que les
opérateurs a sélection de modéles basés sur les fonctiagiedation®: et GMazx, qui sont des opéra-
teurs de fusion contrainte (ils satisfont tous les postudéfinis dans [KP02b]), et ont un meilleur com-
portement que les opératelm%m“x, qui ne satisfont paC1) et (IC6). lls ont également un meilleur
comportement que les opérateurs a selection de formuleawqoiieux, ne satisfont pas le posty(l&i6),
ou (IC4) pourA,r}Z. Le postulaf(IC4) est trés important pour un processus de fusion, puisquikee
pond a un principe d’équité. Le postul#C6) est 'un des deux postulats non vérifiés par les opérateurs
a quota (avec le postul@tC1)), donc concernant le critére de la rationalité, on peut kkmaaue les
opérateurs a quota se comportent comme la plupart des epérat sélection de formules. En revanche,
les opérateurg\“"" se comportent de ce point de vue comme des opérateurs dseetmodeles,
mais ont la particularité supplémentaire de vérifier le plas{Disj), c'est-a-dire de sélectionner les mo-
déles de la base fusionnée parmi les modéles de la disjoradi® bases du profil. Cette propriébés))
est vérifiée par les opérateurs a sélection de formules epawdérateurs a quota et par les opérateurs
AG™" mais elle n'est pas vérifiée en général par les opérateugeétion de modéles. Le fait de ne
pas respecter cette propriété est un des défauts parfohgs aux opérateurs de fusion a sélection de
modéles. En effet, le fonctionnement de ces opérateurotedui a caractériser les modeles de la base
fusionnée comme ceux étant les plus «proches» du profiliceel@#une notion de distance entre inter-
prétations. Ce choix est indépendant de I'appartenanceatiele a la disjonction des bases et est fait
seulement en se basant sur la distance du modéle aux basesedaims cas : il peut sembler artificiel
de choisir comme modéle représentant les croyances/biugsodpe des interprétations qui ne sont des
croyances/buts d’aucun élément du groupe. Les opératetifé” semblent donc offrir une alternative
plus rationnelle aux opérateurs a sélection de formulas, gua cherche a utiliser un opérateur de fusion
vérifiant le postula(Disj). Une autre alternative serait d'utiliser les opérateurgélécsion de modéles
basés sur la distance drastique, puisque ceux-ci verffinf), et possédent de bonnes propriétés lo-
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giques. Cependant, on peut regretter avec ces opérateamnportement peu discriminant (proche de
la disjonction en présence d’incohérences), et leur peéfér opérateur\ &,

Complexité algorithmique

Concernant la complexité algorithmique, I'inférence ptas opérateurs\>“""" est typiquement

©%-compléte pour la distanesy, et AL-compléte pour la distanegy, ce qui correspond a la complexité
de I'opérateurA%GMaz majs ce qui est plus élevé que I'opérateMf” > (©5-complet ) etA%"*"
(coBH (3)-complet pourd = dp et ©5-complet pourd = dy). La classe de complexitAl est une
des classes «usuelles» ou se situe la complexité des pebligraisonnement non monotones, comme
linférence préférentielle, la révision, etc... La comyilé de A" est cependant moins élevée que
celle des opérateurs a sélection de formules, puisque ldgone de I'inférence pour ces opérateurs est
typiquementII:-complet. Les opérateurs a quota ont, eux, une complexdaitimique assez faible,
puisque le probléme de l'inférence estB H (3)-complet pour les opérateurs a quota. Ainsi, on peut
conclure que, pour le critéere de complexité, 'opératéir™™ est comparable & d’autres opérateurs a
sélection de modéles, tandis que les opérateurs a quotauwntine complexité algorithmique relative-
ment faible.

Manipulabilité

Concernant enfin le critére de la manipulabilité, au regas résultats que nous avons obtenu, les
opérateurs a quota sont non manipulables, comme d’aillesigpérateurs a sélection de modéles basés
sur la distance drastique et les opérateurs a sélectionmmelfes « simples» que sont 'opérateur de fu-
sion par intersection totale et 'opérateur de fusion hasicette résistance a la manipulation est perdue
pour les opérateurs a sélection de modéles utilisant lardistde Hamming (sauf dans des cas trés res-
treints, par exemple lorsque le profil est constitué de dages ou que I'on fusionne des croyances/buts
trés spécifiques, quand les bases sont complétes), y copopirises opérateurd ™", et pour les opé-
rateurs a sélection de formules plus «fins» que sont les tepésade combinaison. En fait, concernant
le critére de la manipulation, il semble que plus I'opérawn comportement drastique sur le profil,
moins il est sensible a la manipulation. Cette hypothesmibune perspective intéressante a notre tra-
vail : étudier plus précisément le lien qui semble existdreele « comportement» d’'un opérateur et sa
sensibilité & la manipulation.
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Conclusion

Dans ce travail, nous nous sommes intéressés tout d'abardadiibn de manipulation dans le cadre
de la fusion. La question posée était de déterminer si leénd® de Gibbard-Satterthwaite dans le cadre
de la théorie du vote a ou non un équivalent dans le cadre dsitanf Plus précisément, comme ce théo-
reme établit que toute opération d’agrégation de préfé@&senai satisfait des propriétés «raisonnables »
(c'est-a-dire, des propriétés qui semblent souhaitabbes pne procédure de vote) est manipulable, la
guestion était de déterminer si tous les opérateurs denfysimpositionnelle sont manipulables égale-
ment et si oui, sous quelles conditions. La premiére difiicoéncontrée a été de transcrire la notion
de manipulabilité dans le cadre de la fusion propositidené&n effet, dans le cadre du théoréme de
Gibbard-Satterthwaite, les préférences des votants spnésentées par un ordre total strict sur I'en-
semble des alternatives : il y a manipulation quand le megesdiun votant lui permet de faire élire un
candidat préféré pour lui au candidat élu s'il est sincérerdvanche, dans le cadre de la fusion propo-
sitionnelle, on ne dispose que d'un pré-ordre a deux stetetes interprétations pour représenter les
préférences d’un agent; en outre, ce n'est pas nécessaireme interprétation unique qui est choisie.
Comment peut-on décider si un ensemble d'interprétatiatisfait davantage un agent qu’un autre en-
semble d'interprétations ? Pour répondre a cette questmurs avons été conduits a définir une notion
d’indice de satisfaction, qui associe un réel a deux enssyibinterprétations, permettant d'évaluer la
satisfaction d’'un agent relativement au résultat de laofusNous avons en particulier étudié quatre in-
dices : les indices drastiques faibles et forts, qui ont ugmification logique, I'indice probabiliste, qui
est plus graduel, et enfin I'indice de Dalal, qui est un peti@aier, puisqu’il permet une manipulation
par rapport au pré-ordre entre interprétations lié a leadist de Hamming. On pourrait imaginer des
améliorations a ce dernier indice, par exemple définir urvebimdice qui serait égal éipazaz + %z’p :
cela permettrait, lorsqu’il n'y a pas cohérence entre laelfasionnée et la base de I'agent, de tenir
compte du pré-ordre entre interprétations liées a la distate Hamming; et lorsqu’il y a cohérence
entre la base fusionnée et la base de 'agent, de tenir comeplE proportion des modéles de I'agent
présents dans la base fusionnée. Cet indice constituargie@que sorte une généralisation des quatre
indices que nous avons proposés. D’autres indices deagditisf nous paraissent intéressants, en parti-
culier ceux introduits par Duggan et Schwaltz [DIS00], gsbag au résultat d'une fusion une valeur de
I'utilité du résultat du vote grace a des distributions debabilité.

A la lumiére de notre étude, la manipulabilité d’un opératgparait comme une propriété indépen-
dante du fait que celui-ci satisfasse ou pas les postulaistidmalité donnés dans [KP99, KPD2a]. Cela
signifie que satisfaire les postulats de rationalité podudéon contrainte n'empéche pas I'existence ou
I'absence de manipulation. Néanmoins, on peut noter quepésateurs d’arbitrage, comnde’-¢Maz,
sont plus sensibles & la manipulation que les opérateursag@itd, commeA®>. Ceci s’explique fa-
cilement par le fait que les opérateurs d’arbitrage sonlitégas : ils visent a donner un résultat qui
est proche de chaque base du profil. Intuitivement, le chmmaged’une base du profil peut fortement
changer le résultat entier. En revanche, les opérateursafieité cherchent a satisfaire la majorité des
agents pour définir la base résultante, ainsi, ils sont glhestes a la manipulation. Cette constatation
peut étre généralisée : en effet, I'utilisation d’une disedrastique pour les opérateurs a sélection de
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modéles empéche toute manipulation. De méme, les op&aaéiection de formules «simples» que

sont I'opérateur par intersection totale et I'opératelgidpze ne sont pas manipulables. Cela semble in-
diquer que plus I'opérateur est «subtil» dans la prise erptemles bases du profil, plus il est soumis a
la manipulabilité.

La manipulabilité est une notion qui apparait égalemerépeddante de la complexité algorithmique
de l'inférence par rapport a la base fusionnée (Voir [KLMQ4i] n’existe apparemment pas de corré-
lation entre la complexité de l'inférence et la manipul&bibe I'opérateur. En revanche, une question
importante qui reste ouverte est la complexité algorithraide la recherche pratique d’une manipulation,
étant donné un profil, une contrainte et un opérateur. Ef efiéser un opérateur de fusion manipulable
n'est pas nécessairement génant si déterminer une stratgiifficile. Un tel probléme de complexité a
été étudié pour des schémas de Viote [CS03, CLIS03, CS02ab[3&@2ue les préférences individuelles
sont données explicitement (ce qui n’est pas le cas dans cadire de travail). Un premier résultat vient
facilement de notre propositidnl44 : si la distantentre interprétations peut étre calculée en temps
polynomial dans la taille de I'entrée (ce qui n'est pas ungollyése forte), déterminer si un profil donné
peut étre manipulé par une base pour 'indice drastiquet él'c,ﬂnnésafﬂ’E ety est dansh.

La manipulabilité est donc une dimension supplémentaidependante des criteres de rationalité
et de complexité et qui peut étre utilisée comme un criteditiadnel pour comparer entre eux les
opérateurs de fusion. On peut regretter que I'équivalem théoreme de Gibbard-Satterthwaite n’ait
pas été obtenu dans le cadre de la fusion, méme si les opéraésistants a la manipulabilité sont
rares. Cela est sans doute lié a la définition méme de la matigpudans le cadre de la fusion, qui est
dépendante des indices considérés. Ce cadre de travailgqoplexe que celui du vote de ce point de
vue, a sans doute compromis I'obtention d’'un résultat deipudabilité général. En particulier, en se
contentant du seul indice probabiliste, on aurait des tatsulle manipulabilité quasi-généraux.

Cette étude appelle a de nombreuses perspectives. Un@quesiressante est d’étudier la manipu-
labilité d’'un processus de fusion lorsque des coalitioms possibles. Au lieu de considérer la manipula-
tion par un seul agent, on peut se poser le probléme de la matign par des coalitions d’agents qui co-
ordonnent leurs choix pour modifier le résultat pour la ¢imadi On peut se reporter @ [MGCO0T, CGMO6]
pour des définitions de la manipulation pour une coalitionsda cadre de la fusion d'OCFs. Comme
la manipulation par un agent seul est un cas particulier dg@pukation par une coalition, que de nom-
breux d’'opérateurs sont manipulables pour un agent seedf itlair que la non-manipulabilité par des
coalitions sera difficile & obtenir.

Nous avons également considéré deux familles d’opératlufasion disjonctive, les opérateurs a
quota et les opérateudmin. Nous nous sommes intéressés aux propriétés de ces opefzaevapport
a trois critéres : rationalité, complexité algorithmiquaranipulabilité. Nous pensons que ces critéres
sont les principaux a prendre en compte pour évaluer lesitgués de fusion propositionnelle (quand on
reste a un niveau général, i.e. sans se focaliser sur unieatppl ou un domaine particulier).

Bien qu'il n’existe pas d'opérateurs de fusion optimisanistles critéres, nous avons montré que les
opérateurs a quota et les opérate@rrin constituent des compromis intéressants : méme s'’ils ne sont
pas totalement rationnels et discriminants, les opéraiguota présentent une complexité «faible » et
ne sont pas manipulables ; les opérate@rsin sont certes plus complexes que les opérateurs a quota
et manipulables dans le cas général, mais ils sont pleineragonnels au sens de la fusion contrainte
et beaucoup moins prudents. Ces opérateurs conduisend tes bases fusionnées qui impliquent la
disjonction des bases du profil considéré et constituertedait, des alternatives intéressantes aux opé-
rateurs a sélection de formulds [BKM91, BKMS$92, Kon00, KL[Zi0qui sont typiquement au moins
aussi difficiles du point de vue de la complexité et satisfoains de postulats de rationalité. Ce postulat
de disjonction nous parait important, en particulier snlfasionne des croyances. Si I'on fusionne par
exemple des croyances d’experts, la recherche d’un comgremire les croyances contradictoires par
I'opérateur de fusion n’est pas nécessairement un compertesouhaitable, alors qu'un tel comporte-
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ment semble naturel si I'on fusionne des buts.

Ce travail appelle lui aussi a quelques perspectives. Ldleetre elles consiste a déterminer dans
quelle mesure les trois critéres considérés sont (in)dtgres. Nous savons déja qu'il N’y a pas une
indépendance compléte, puisque tous les opérateurs da fusipositionnels qui satisfoiC1) et(IC2)
sontBH,-difficiles (proposition 1 de[[KLMOK]) ; et donc la dimensitrgique et la complexité sont liées.
Réaliser une analyse précise de l'indépendance de cesesripermettra de réaliser une table multi-
dimensionnelle dans laquelle les méthodes de fusion paiugice situées, facilitant ainsi le choix d’une
méthode particuliére.

Une perspective générale est également d'étudier lesdigatants entre I'agrégation de jugement
et la fusion. La premiére remarque que I'on peut faire estlgqggégation de jugement a un point de
vue local sur les propositions : pour chaque propositionclogrche a savoir si elle est acceptée par
suffisamment de membre du groupe pour étre acceptée parnipegrBnsuite seulement, on agrége les
croyances du groupe, pour obtenir 'ensemble résultantusian, en revanche, a un point de vue global
sur les croyances de chacun des membres du groupe, c'@stgubn cherche avant tout a établir un en-
semble cohérent de croyances ou de buts a partir des creylamsede chacun. Cependant, la perspective
d’utiliser une méthode de vote pour déterminer si chaqupgsition fait partie du résultat peut paraitre
intéressante pour faire de la fusion (c’est d’ailleurs le@pe des opérateurs a quota), puisque la com-
plexité algorithmique d’une telle méthode est beaucoup faible que celle de la fusion. Néanmoins, le
paradoxe discursif peut empécher en pratique d'utiliseeldeméthodes, puisqu’il a pour conséquence
d’aboutir & des bases fusionnées incohérentes. Une quéstiioessante est donc d’adapter au cadre de
la fusion les méthodes d’agrégation de jugement, dansdtingse bien slr ol on peut garantir la cohé-
rence du résultat. Les théoremes d'impossibilité de LiBtettit [LP04] restent-ils vrais dans le cadre de
la fusion ? Comment adapter le cadre de la fusion a l'agrégaté jugement ? Les hypothéses requises
par ces théorémes ont-ils encore un sens pour la fusion ?uéstians ouvertes dans un domaine récent
semblent prometteuses. A l'inverse, on peut égalementlegirobléme autrement : puisque l'agréga-
tion de jugement semble difficile a réaliser suite aux thé@® d'impossibilité, peut-on imaginer des
méthodes de fusion plus adaptées au probleme de I'agragigijugement ? Une question intéressante
également est celle des hypothéses couramment faitesedeadre de I'agrégation de croyances, en par-
ticulier celle qui concerne la complétude des croyancesagents. En général, on suppose en effet que
tous les agents ont des convictions sur chacune des pliopssitoit il I'accepte, soit il la rejette. Or ce
pré-requis semble assez peu naturel. En effet, il est alaingndividu n’est pas omniscient. Ne pourrait-
on pas, comme dans la fusion, autoriser I'ignorance ? Lexéh#es d'impossibilité restent-ils vrais en
I'absence de cette hypothese forte de complétude des amy&rCes pistes de recherche nous semblent
intéressantes, et nous espérons pouvoir apporter quatpmsses a ces questions dans 'avenir.
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