Calculs de séries génératrices
hypergéométriques pour les marches a
petits pas dans le quart de plan
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Les marches sur un réseau sont des objets combinatoires qui interviennent
de facon récurrente en mathématique discréte, en physique statistique, en
théorie des probabilités, ou encore en recherche opérationnelle. Les séries
génératrices qui les comptent selon certaines contraintes attirent l’attention
tant des combinatoriciens que des algorithmiciens du calcul formel. D’abord,
leurs propriétés algébriques varient grandement selon la famille de pas ad-
missibles choisie pour les définir, permettant de former des séries génératrices
tantot rationnelles, tantot algébriques (et donc données par une équation po-
lynomiale), tantot D-finies (et donc données par une équation différentielle
linéaire), tantot encore sans équation apparente. Ceci suscite depuis quelques
années un effort de classification qui a abouti & des caractérisations qui ne
sont pas encore suffisamment comprises pour étre totalement explicites. Par
ailleurs, les propriétés calculatoires des marches sur réseau en font un défi
intéressant pour le calcul formel, car leur description selon la classification
précédente méne souvent & des équations, qu’elles soient polynomiales ou dif-
férentielles, de degrés, ordres et tailles si grandes qu’il devient difficile d’ob-
tenir explicitement ces descriptions, et de les manipuler avec une efficacité
raisonnable.

Etant donnée une famille fixée de vecteurs du plan non nuls et de co-
ordonnées +1, vecteurs que nous appelerons « pas », une marche a petits
pas sur le réseau carré plan est une succession finie de pas mis les uns a la
suite des autres. On s’intéresse particuliérement aux marches contraintes a
rester dans le quart de plan (a coordonnées entiéres positives ou nulles), et
comptées selon leur longueur (nombre de pas). Dans cet exposé, nous pré-
sentons un travail en cours qui fait le pont entre deux travaux antérieurs de



natures différentes, sur le sujet des marches a petits pas dans le quart de
plan. D’une part, Bousquet-Mélou et Mishna ont montré [2] que parmi les 79
modeéles essentiellement différents, seuls 19 ont une série génératrice qui soit
D-finie et transcendante, et correspondent donc a une équation différentielle
linéaire, mais ce sans expliciter les équations différentielles dont elles prou-
vaient l'existence. Presque simultanément, Bostan et Kauers [1| ont obtenu
par des calculs non triviaux mais heuristiques des équations différentielles
linéaires selon toute vraisemblance vérifiées par ces 19 marches, mais sans
prouver formellement la correction de ces équations. Dans le travail en cours,
nous donnons la premiére preuve que ces équations sont bien vérifiées par
les séries génératrices correspondantes. L’approche procéde en représentant
les séries génératrices des marches contraintes comme extractions de coeffi-
cients dans des séries rationnelles, et par une validation soignée de I’emploi
du procédé de télescopage créatif [3] utilisé pour ces extractions.

Une fois prouvées, les équations différentielles permettent de calculer
de facon garantie nombre de formules et propriétés des séries des marches.
D’abord, une factorisation appropriée des opérateurs différentiels sous-jacents
permet de représenter les séries génératrices de marches comme variations de
primitives itérées de fonctions hypergéométriques de Gauss [4]. Il s’ensuit
que les propriétés d’algébricité et transcendance des séries énumératives et
de spécialisations significatives pour la combinatoire sont accessibles au cal-
cul, de méme que des formules asymptotiques complétes pour les nombres de
marches en fonction de leur longueur.
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