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En 1979, Roger Apéry obtient la premiere démonstration [2] de 'irratio-
nalité de la constante (3). Comme détaillé par Alfred Van der Poorten [6],
cette preuve est une combinaison astucieuse d’arguments remarquablement
¢lémentaires de théorie des nombres et d’asymptotique. La trame de cette
preuve repose de facon cruciale sur la découverte d'une relation de récur-
rence linéaire d’ordre deux commune aux deux suites suivantes :
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La suite de la preuve consiste a exploiter 'information donnée par cette
récurrence, en particulier sur le comportement asymptotique de ses solutions.
On conclut ainsi en construisant une approximation rationnelle de ((3) qui
converge trop vite pour que sa limite soit elle-méme rationnelle.

A la suite des travaux initiés dans les années 1990 par Doron Zeilber-
ger [8, 9], se développe un appareil d’algorithmes permettant des calculs
efficaces sur une large classe de suites, dites O-finies [4], qui sont avantageuse-
ment représentées par des récurrences linéaires et suffisamment de conditions
initiales. Ces algorithmes sont implantés comme bibliotheques de systemes
de calcul formel comme Maple ou Mathematica. Ils permettent par exemple
de calculer une récurrence commune aux suites (a,) et (b,), & partir des dé-
finitions 1. Une feuille de travail Maple écrite par Bruno Salvy [7] montre
ainsi comment on peut écrire une variante de la preuve d’Apéry utilisant la
bibliotheque Algolib [1] pour découvrir la récurrence cruciale.

L’objectif de ce travail est d’utiliser un assistant de preuve, Coq [5], pour
construire une preuve formelle complete de Uirrationalité de ((3) a partir



d’une telle preuve algorithmique. Nous utilisons un systeme de calcul formel
pour proposer des énoncés candidats pour certains lemmes de la preuve, a
propos des relations de récurrence. Ces énoncés sont ensuite prouvés formel-
lement a posteriori, de sorte que la preuve formelle finale ne dépend pas de
la facon dont ils ont été proposés et peut étre rejouée sans faire appel au sys-
teme de calcul formel. Nous discuterons la mise en ceuvre de cette coopération
entre systemes de calcul formel et de preuves formelles ainsi que les prolonge-
ments possibles de cette expérience. Ce travail a fait ’'objet d’une publication
dans les actes de la conférence Interactive Theorem Proving 2014 [3].
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