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Ces deux dernières décennies ont vu une hausse de la popularité des mé-
thodes p-adiques en calcul formel. Par exemple :

– dans [1], A.Bostan et ses co-auteurs ont utilisé des sommes de Newton
pour des polynômes sur les les p-adiques afin de calculer des produits
composés de polynômes sur des corps finis ;

– dans [3] P.Gaudry et ses co-auteurs ont utilisé des méthodes de rele-
vés p-adiques pour générer des courbes hyperelliptiques de genre 2 à
multiplication complexe ;

– dans [4] K.Kedlaya a utilisé une cohomologie p-adique pour compter
des points sur des courbes hyperelliptiques sur des corps finis ;

– dans [5], R.Lercier et T.Sirvent calculent des isogénies entre courbes
elliptiques sur des corps finis par la résolution d’équations différentielles
dans Zp.

Cependant, de même que pour les nombres réels, la manipulation sur
machine des nombres p-adiques se fait nécessairement de manière approchée,
ce qui amène au problème de la gestion de la précision.

Dans [2], X.Caruso, D.Roe et moi-même proposons une manière optimale
et géométrique de gérer la précision. Elle repose sur le résultat d’analyse
suivant :

Lemme. Soient E et F deux Qp-espaces vectoriels de dimension finie. Soit
f : E → F une fonction. On suppose que f est différentiable en un certain
point v0 ⊂ U et que la différentielle f ′(v0) est surjective.

Alors, il existe un δ ∈ R∗+ tel que pour tout 0 ≤ r ≤ δ :

f(v0 +B(0, r)) = f(v0) + f ′(v0) ·B(0, r). (1)
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On peut interpréter B(0, r) dans le lemme comme la donnée de précision
sur l’entrée v0 et on voit alors que la précision (optimale) sur la sortie f(v0)
est donnée par f ′(v0) ·B(0, r).

De plus, on peut effectivement déterminer un δ comme dans le lemme,
via un calcul des normes des différentielles supérieures. Enfin, l’exemple du
calcul de la suite SOMOS 4 montre qu’une méthode "de relevés arbitraires"
permet d’atteindre la précision optimale même à travers un algorithme qui
naïvement perdrait trop de précision.

Nous souhaitons présenter un travail en cours, dans lequel nous calculons
la perte de précision optimale pour les équations différentielles étudiées dans
[1] et [5]. Celles-ci sont de la forme y′ = g(x)h(y(x)) avec g, h ∈ Zp[[x]],
g(0) = h(0) = 1, et en sachant qu’elle admet une solution y0 ∈ Zp[[x]].
[1] et [5] montrent que connaissant g et h à précision O(pN), on connait le
coefficient d’ordre n de y0 à précision O(pN−log

2
p n). Grâce à la méthode diffé-

rentielle, nous montrons que la précision intrinsèque sur ce n-ème coefficient
est O(pN−logp n). De plus, nous donnons des bornes explicites permettant
d’atteindre cette perte de précision : N > 2 logp n.

Enfin, grâce à l’application de la méthode "des relevés arbitraires", nous
expliquons comment atteindre cette perte de précision de manière effective
et efficace par une méthode de Newton.

Cet exposé sera ainsi l’occasion, à travers l’étude de ces équations dif-
férentielles, de présenter et d’illustrer à la fois la précision différentielle en
p-adique et la méthode "des relevés arbitraires".
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