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La résolution de systémes polynomiaux est un probléme important aux
applications multiples, et nous nous intéressons ici a sa résolution via le calcul
de bases de Grébner, introduites par Buchberger [1]. Une stratégie de calcul
de bases de Grobner (dite stratégie normale) consiste a réduire des paires de
polynomes, en commencant par les paires de plus bas degré. Génériquement,
en arrétant le calcul & un degré d, on obtiendra l’ensemble des polynomes
de degré inférieur a d dans la base, et on dispose de bornes de complexité
pour estimer a priori la difficulté du calcul. En revanche, pour des systémes
structurés provenant d’applications, il arrive que ’on observe des chutes de
degré. Ce comportement complique significativement l'obtention de bornes
de complexité reflétant la stratégie de calcul.

Ces chutes de degré sont corrélées a la non-régularité des composantes
homogénes de plus haut degré du systéme, c’est-a-dire que le critére Fgs ne
permet pas d’éliminer toutes les réductions a zéro entre ces composantes.
On peut par conséquent chercher a “modifier” ces composantes homogénes
de plus haut degré, de maniére a ce qu’elles forment une suite réguliére, et
qu’ainsi les calculs soient plus prédictibles et plus rapides.

Dans cet exposé, nous étudions une possibilité pour ainsi régulariser le
calcul de bases de Grobner, qui consiste a élargir la définition du degré en
affectant des poids arbitraires aux variables. Plus précisément, on s’inté-
resse & la résolution de systémes homogénes avec poids (ou quasi-homogénes,
6]), ce qui généralise la notion d’homogénéité. Etant donné un systéme de
poids W = (wy,...,w,) € Z%,, on définit le degré pondéré d'un monoéme
X7t -+ X2 comme la somme pondérée de ses degrés en chaque variable :
degyy (X7 -+ - Xon) = > | w;ay. Les polynémes homogenes avec poids sont
alors les polynémes constitués uniquement de monémes du méme degré pon-



déré. Hors cas triviaux, un calcul de base de Grobner pour un systéme ho-
mogéne avec poids avec la stratégie normale sans poids aura généralement
un comportement irrégulier, avec des chutes de degré.

Soit K un corps et (fi,..., fm) C K[X1,...,X,] des polyndémes homo-
génes avec poids, de degrés pondérés (dy, . .., d,,). Les polynomes f;(X7™, ...,
X¥r) sont homogenes, de degrés totaux respectifs (dy, ..., d,,). On peut alors
utiliser les algorithmes usuels (Buchberger, F4 [2], F5 [3]) pour les systémes
homogénes, et expérimentalement, la stratégie normale redevient réguliére
génériquement. L’enjeu est alors de justifier ce comportement par la théorie.

Si I’on considére des idéaux zéro-dimensionnels définis par une suite régu-
liére (m = n), le nombre de solutions du systémes est borné par la borne de
Bézout, et nous avions proposé ([5]) une borne sur le degré a atteindre dans
les réductions de polynémes (borne de Macaulay : dreg < > i (d; — w;) +
max{w, }), montrant qu’on peut résoudre un tel systéme en temps polynomial
en le nombre de solutions.

Pour la dimension positive (m < n), on généralise la borne de Macaulay
pondérée pour les systémes génériques : dyeg < D> vy (di — w;) + wy,. Cette
borne améliore la précédente pour les systémes de dimension zéro, et indique
qu’il semble plus efficace de choisir les variables de poids les plus faibles
comme les plus petites (phénoméne confirmé en pratique). Pour les systémes
surdéterminés (m > n), sous une hypothése supplémentaire sur W, on montre
que la semi-régularité est caractérisée par la série de Hilbert de I'idéal. Ceci
permet de calculer a priori le degré de régularité d’un systéme semi-régulier.

Des expériences menées a la fois avec des systémes génériques et issus
d’applications confirment que prendre en compte la structure homogeéne avec
poids d’un systéme permet d’accélérer significativement les calculs.
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