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Motivation

Systeme linéaire

Applications

Plusieurs problémes :

o Equation aux dérivées
partielles

o Ingénierie Az=10b |
@ Traitemement de signal

@ Chaine de markov

Résolution par des méthodes directes
@ 1750 : Cramer — O(n(n + 1)!) opérations.
e 1810 : Gauss— O(n?) opérations, (2n3/3 opérations).
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Motivation

Différences finies pour le

laplacien en dimension .
p. " A de taille
rois, avec maillage

tqs,aec a g1 108 x 106

uniforme de pas 155

sur un cube.

Matrice obtenue

=4

2 x 10 /3 opérations ! J
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Motivation

Différences finies pour le
laplacien en dimension .
; p. " A de taille
rois, avec maillage

P = 105 x 106
uniforme de pas 155

sur un cube.

Matrice obtenue

=4

2 x 10 /3 opérations ! J

Chercher a exploiter la structure pour réduire :

@ temps de calcul

@ mémoire.
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Motivation

Les matrices structurées

Hankel H = (hlﬂ)fj;lo

n—1
i = Cauchy C = (b; £ )ij=0

9
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Motivation

Les caractéristiques de matrices structurées

Nombre de parametre

@ 2n — 1 pour Toeplitz et Hankel
@ n pour Vandermonde

@ 2n pour Cauchy

Multiplication matrice x vecteur

e O(nlogn) Toeplitz et Hankel

o O(nlog?n) Vandermonde et Cauchy

Résolution rapide et ultra-rapide du systeme linéaire

e algorithmes rapide — O(n?)
o algorithmes ultra-rapide — O(nlog? n)
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Méthodes existantes Réductio

Factorisa

© Méthodes existantes
@ Réduction cyclique (Bini&Meini)
o Factorisation spectrale (Malyshev&Sadkan)
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Méthodes existantes

Résolution d'un systeme de Toeplitz bande

Le proléme de résolution d'un systéme de Toeplitz bande peut étre résolu :
@ Les méthodes directes

o Méthode de Gauss O(k?n)

o Réduction cyclique a (nlogn + m?n)

(Bini 1984), (Grcar&Sameh 1984), (Bini&Capovani 1983), (Bini 1988)

o Réduction cyclique a O(nlogm + mlog m 4+ mlog? mlog ),
(Bini&Meini 1999)

o Méthode basée sur la factorization spectral et de I'utilisation de la
formule Morrison-Sherman-Woodbury & O(nlog m) + O(m3)
(Malyshev&Sadkan 2012)

@ Les méthodes itératives : sur la base du gradient conjugué
préconditionné (GCP) a (nlogn) dans chaque itération
(Chan&Ng 1996), (Serra 1997), (Strang 1986)
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Méthodes existantes

Réduction cyclique (Bini&Meini)
Factorisation spectrale (Malyshev&Sadkan)

tm. #0 et t_p, #0.
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Méthodes existantes

Réduction cyclique (Bini&Meini)

Factorisation spectrale (Malyshev&Sadkan)

On pose n = mq, m = max(m,, m¢), ¢ = 2P
Ag A1 0
T, = A1 Ao
A
0 A1 Ao
tm  tm—1 - t to 1 ot
A1 — 0 tm ,AO — tl t() :
trm—1 : t_1
0 0 tm =11 t to
t—m 0 0
A71 — tfm#»l Zt7m
: . - 0
t_1 e temtl tem
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Méthodes existantes

Réduction cyclique (Bini&Meini)

Factorisation spectrale (Malyshev&Sadkan)

Ao O A_q O 1T 1 T i hi
75 f3
Aq . .
. . Cs Tm.29—1 o fm.ﬁl’ 1
O Ao A1 A T2 o f2
Ay A, O Ao O 4 Ja
L O A Ay O AO 41 L ZTm.2e L fm,.ZP
|: Hy Hyo :| |: Timpair :| _ [ fimpair :|
Hz1  Hao Lo fpair

Par la méthode d’élimination de Gauss, on obtient

(Hag — Ho1 H3' Hyg)Zpgir = fO)
f(l) = fpa,ﬁv — H21H1_11fimpa’i7'
Timpair = Hﬂl (fimpair - Hlepaire)
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Méthodes existantes

Réduction cyclique (Bini&Meini)

Factorisation spectrale

On note T}L}) = Hyy — H21H1_11H12 le complément de schur de Hoo, et
(1)
T

On obtient un systeme de taille 2971 3 résoudre :

= ZTpasir-

La réduction cyclique génére ainsi une séquence de systéemes
Tr];jx(j) =f0,  j=1,2,---,q nj = m2PJ.

@ Pour les matrices SDP et les matrices a diagonale dominante, la
réduction cyclique semble le meilleur choix.

@ Elle échoue parfois dans le cas non symétrique.
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Méthodes existantes

Réduction cyclique (Bini&Meini)
Factorisation spectrale (Malyshev&Sadkan)

o a(\) = ap A"+ + @A+ a A+ 4 a_p,, A7™ la fonction
génératrice associée a T),.

o p(A) = a(A)A™ =
Am AT e g AT g A g AT a iy,

@ \; les racines de polynéme p associée a la fonction a :
0< ‘)\1| < ’)‘2‘ <0 < |)‘mr| < |)‘mr+1| < S |)‘m7«+mc’

Formule de Sherman-Morrison-Woodbury
Soient A € K™" G, H e K™ Si I, + HT A=1@G est inversible, alors

(A+GHD) 1 =A - A'GUL + HTA71 @) 'HT AT
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Méthodes existantes Réduction cyclique (Bini&Meini)

Factorisation spectrale (Malyshev&Sadkan)

Théoréme

Supposons que Ay, | < 1 et |\, 41| = 1. Alors, il existe un scalaire non nul s et deux polynémes

IA) =14 DA+ ...+ by A™
u(A) =14+ wA+ ..+ Up, AT

dont les racines se situent en dehors du disque unité ouvert et telle que a(\) = I(\).s.u(A™1).
De plus, la matrice diagonale D = sI et les matrices de Toeplitz bandes triangulaires L, U

1 1 w U,
h 1
®a 1 Ul Um,.
L=1.,. o1 U=
I, no1 b
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Méthodes existantes Réduction cyclique (Bini&Meini)

Factorisation spectrale (Malyshev&Sadkan)

assurent l'identité suivante
LDU
T = LDU + . ou LDU = ]

lm uy o Um

avec l; = 0 pour ¢ > k et u; = 0 pour ¢ > m.

Matrice Pencil

On considére la matrice Pencil A — AB avec

0 1 1
0 1 1

0 1 1
—Q—m, —G—m; .- ... —Qme—1 am,

dont les valeurs propres coincident avec les racines de P(A) = a(A)A™
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Méthodes existantes Réduction cyclique (Bini&Meini)

Factorisation spectrale (Malyshev&Sadkan)

Théoreme

Soient V € C(metmr)Xmr ot 7 ¢ C(metmr)Xme |es matrice dont les colonnes engendrent le

sous-espace droit de la matrice pencil A — AB associée aux valeurs propres Aq,..., A\ et
Ak+15 -+ -5 Aktm, respectivement. Les partitions de V' et W sont données come suit :
Vi
WV = vt |, Vi e (Cka, = (Cle, Va € C(mfl)xk
Va
w1
W = w* , W€ (C(kfl)Xm7 w* € (Cl><m7 Wa € cmxm
Wa

Si les sous-matrices V1 and Wa sont inversible, alors les coefficients de () et u(X) sont donnés
par :
=il
('Ufmrv Umy—1, " 7“1) =—v* Vl

(l17 l27 te 7lmc) = —w" Wg_l
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Méthodes existantes Réduction cyclique (Bini&Meini)

Factorisation spectrale (Malyshev&Sadkan)

Cuy I

Algorithme

Appliquer la formule Woodbury 3 T = LDU + ELDUE™, ot E = < 6”) afin de

génerer la représentation suivante :

T~' = (LDU)™* — (LDU)*ELD[I + UET(LDU) *ELD|"*UET(LDU)™*
= (LDU)™' — (LU)*EL[I + UET(LU)*EL)"*UET(LDU)™"

Notons par
1
y=(LDU)"'f = UL}
s
alors 5
z=y— U 'L} <0> Q' (U o)
avecQ:I+UCi,etC:(Im 0) ( )
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Méthodes existantes

Réduction cyclique (Bini&Meini)
Factorisation spectrale (Malyshev&Sadkan)

Estimation

La forward erreur ||z — Z||/||z||, pour la méthode de factorization spectral
et la formule de Woodbury de la résolution d'un systéme de Toeplitz
bande de taille n x n :

Iz — 21|/ ||l < Oemachine) (I TN T~1])>/2.

| A

Conclusions
@ La méthode donne des bons résultats dans le cas non-symétrique.

o Si V7 et Wi sont mal-conditionnées, la méthode échoue.
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Notre contribution

Notre contribution

dée
Etendre T), dans une matrice M triangulaire inférieure de Toeplitz bande
de taille (n + m,) X (n+ m,) avec r représente la premiére colonne :

7= (t_mps s totstostly ooy by 0,...,0)7
——
n—(me+1)
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Notre contribution

i my
t—1 coo t—m,
tO t—1 o t_ my
t1 to t_1
M = :
tmc t t—1 t_ my
t—m,
t—1 .
tmc o t1 to t—1 e t—mr
L o0 | 0
T 0
L
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Notre contribution

v1
v vl
v2
Up—pt1 v1
v2 v1
Up—1 . .
Vn Un—1 Un—pt1 Vn—p v1
Up4-1 Un, IR Un—pt2 | Un—ptl vy w1
Un+2
. . Un Un—1
Untp Vn+2 Un+1 Un, Up 1 s vy v1
A B
C D
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Notre contribution

Théoreme

Soit T' une matrice de Toeplitz bande inversible et M une matrice
triangulaire inférieure associée a 7. Supposons que M ! est réparti

comme suit
A B
=i __

ou A, B, C, et D sont des matrices de taille n X p, n X n, p X p, pxXn
respectivement. Ensuite, I'inverse de T, est donné par

T-'=_—AC™'D+ B.

n
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Notre contribution

Colit

La résolution d'un systéme linaire de Toeplitz bande inversible nécéssite
environ

O(nlogn) + O((my + me + 1)n) + O((n — m,)log(n — m,)) + O(m?2)

Estimation

La forward erreur ||z — Z||/||z||, pour notre méthode est

|z — 2lp

Hx‘ < O(Emachine)(condp(T> -+ H TH:D)
p

p-norm (ou p =1, o0)
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Exemples & tests numériques

@ Exemples & tests numériques
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Exemples & tests numériques

On calcul I'erreur absolue :

.

o

avec 7 est la solution approchée et x est la solution exacte.

TABLE: La matrice Toeplitz a tp = 0,5 sur la diagonale principale et 1 ailleurs au sein de la
bande. L'ordre de T, est fixé 3 n = 220, et m, = m and m. = m/2, ol m varie.

H m H Iz — el [ Time(s) H [z — zc|loo [ Time (s) H Iz — zcr]loo [ Time (s) H

4 4.60.10~12 0.53 1.82.10~ 11 0.81 3.75.10~ 12 0.22

8 8.50.10~ 1T 0.53 1.84.10~7 0.90 2.40.10~ 2 0.21

16 3.53.10~10 0.8 1.27.10— % 1.80 2.94.10~ 1 0.34

32 6.30.10— 11 0.9 2.31.10F12 2.26 4.37.107Y 0.36

64 1.18.10~10 0.98 échoue 1.89.10~9 0.52

128 8.18.10~ 10 0.72 échoue 7.89.10~9 0.64

256 8.18.10— 10 0.57 échoue 1.35.10~7 1.23

512 9.83.10~8 1.15 échoue 2.24.10~7 8.83
1024 6.18.10° 8 0.58 échoue 2.85.10°° 35.41
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Exemples & tests numériques

TABLE: Nous choisissons tp = 1.0001 sur la diagonale principale et 1 ailleurs au sein de la
bande. L'ordre de T, est fixé n =220 et ¢ = m and p = m/2, ol m varie.

H m H Iz — 5]l [ Time(s) H Iz — 2|00 [ Time (s) H Iz — zcr]|oo [ Time (s) H
32 2.64.10~10 0.54 3.77.10~ 12 1.18 échoue 0.62
64 1.59.10~10 0.54 7.48.10~ 12 1.2 échoue 0.75
128 3.35.10~10 0.55 2.01.10~ 1 1.4 échoue 1.51
256 8.73.10~ 7 0.57 4.68.10°8 7.344 échoue 2.76
512 2.72.10°6 0.69 7.82.10~7 38.18 échoue 2.34
1024 1.04.10~8 0.52 8.30.10° 3 315.789 échoue 8.2614

TABLE: Soit tg = 1 4+ 10~ sur la diagonale principale et 1 les coefficients ailleurs au sein de

la bande, p =q¢=m, et n = 220,

Lm [ [[z—=plloc [ Time(s) [[ 2~ selloc [ Time(s) [ llz—sgpllc [ Time(s) ]
4 4,27.10~° 0.86 6,3.10~3 0.62 3.5.10%0 0.52
8 2,7145.10~ 1T 0.73 5,2.10~2 0.7 3.10™® 0.53
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Exemples & tests numériques

TABLE: La matrice T, est la bande Toeplitz, a tg = 1 sur la diagonale principale et 2 ailleurs
au sein de la bande. L'ordre de T, est fixé 3 n = 220, et nous choisissons m, = m et m. = m,
ol m varie.

H m H |z — 25| 0o [ Time(s) H |z — zc|| 0o [ Time (s) H [z — zor| oo [ Time (s) H
8 8.50.10~ 11 0.62 5.11.10~ T 0.85 2.40.10~ 12 0.22
16 3.53.10~10 0.8 1.34.10~6 1.46 2.94.10~ 11 0.29
32 6.3.10~ 1T 0.73 0.003 1.57 4.37.1077 0.29
64 1.18.10~10 0.51 3.48.107 2.13 1.89.10~° 0.25
128 1.97.10~10 0.6 échoue 7.89.107Y 0.52
256 8.18.10~ 10 0.69 échoue 1.35.10~7 1.58
512 9.83.10~8 0.7 échoue 2.24.10~7 6.09
1024 6.18.10~8 0.58 échoue 2.85.10~ 6 31.31
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Conclusions & perspectives

@ Conclusions & perspectives
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Conclusions & perspectives

Conclusions

@ L'implémentation de I'algorithme de factorisation spectrale de
Miloud&Malyshev nécessite quatre fois plus de temps que la méthode
de la réduction cyclique.

@ La méthode de la réduction cyclique hérite des propriétés de stabilité
de la décomposition de Cholesky pour les matrices symétriques
définies positives et I'élimination de Gauss pour les matrices a
diagonale dominante. Il semble que c'est la meilleure méthode dans
ces cas.

@ La méthode de Miloud&Malyshev peut donner de résultats précis o
la réduction cyclique ne le peut pas (cas non symétrique) mais parfois
échoue ou nécessite un énorme temps de calcul.

@ La méthode proposé est I'une des bonnes alternatives non seulement
en terme d'efficacité et de temps de calcul mais aussi quand les
méthodes existantes échouent.
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Conclusions & perspectives
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