
Résultants et sous-résultants
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Nombres p-adiques

Soit p un nombre premier.
En pratique, dans tout l’exposé, p sera plutôt petit.

Un entier p-adique est un entier écrit en base p avec une
infinité de chiffres :

. . . an an−1 . . . a2 a1 a0 avec 0 6 ai < p.

Un nombre p-adique est un nombre de la forme :

. . . an an−1 . . . a2 a1 a0 ,a−1a−2 . . . av .

Ces nombres s’additionnent et se multiplient selon les règles
habituelles.

Sur machine, on travaille avec des p-adiques tronqués.
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Nombres p-adiques

Soit p un nombre premier.

En pratique, dans tout l’exposé, p sera plutôt petit.
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infinité de chiffres :

. . . an an−1 . . . a2 a1 a0 avec 0 6 ai < p.

Un nombre p-adique est un nombre de la forme :

. . . an an−1 . . . a2 a1 a0 ,a−1a−2 . . . av .

Ces nombres s’additionnent et se multiplient selon les règles
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Algorithme d’Euclide
et précision p-adique
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Un exemple

x5 x4 x3 x2 x 1

1 . . . 11011 . . . 01011 . . . 00101 . . . 10010 . . . 11001

1 . . . 11000 . . . 11001 . . . 01100 . . . 00011 . . . 01010

. . . 00011 . . . 10010 . . . 11001 . . . 01111 . . . 01111

p× . . . 1101 . . . 1000,1 . . . 0010 . . . 1000

p−2× . . . 0011 . . . 11000 . . . 01100

p2× . . . 101 . . . 011

p−2× . . . 111

On constate une perte de précision...

Le même phénomène se produit avec les coefficients de
Bézout calculés par l’algorithme d’Euclide étendu.
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Bézout calculés par l’algorithme d’Euclide étendu.

Xavier Caruso Résultants et sous-résultants de polynômes p-adiques
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Le même phénomène se produit avec les coefficients de
Bézout calculés par l’algorithme d’Euclide étendu.

Xavier Caruso Résultants et sous-résultants de polynômes p-adiques



Un exemple

x5 x4 x3 x2 x 1

1 . . . 11011 . . . 01011 . . . 00101 . . . 10010 . . . 11001

1 . . . 11000 . . . 11001 . . . 01100 . . . 00011 . . . 01010

. . . 00011 . . . 10010 . . . 11001 . . . 01111 . . . 01111

p× . . . 1101 . . . 1000,1 . . . 0010 . . . 1000

p−2× . . . 0011 . . . 11000 . . . 01100

p2× . . . 101 . . . 011

p−2× . . . 111

On constate une perte de précision...
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Pertes de précision p = 2, d = 20
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Pertes de précision p = 2, d = 100
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Pertes de précision p = 2, d = 300
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Pertes de précision p = 2, d = 300
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Analyse de la perte de précision

Hypothèses

On suppose que, dans l’algorithme d’Euclide, les degrés des
restes décroissent de 1 à chaque étape.

On utilise un modèle de précision � plat �.

Notations

rj = le reste de degré j dans l’algorithme d’Euclide
lc(rj) = le coefficient dominant de rj

Nj = la précision de rj

vj = la valuation de lc(rj)

wj = la plus petite valuation d’un coefficient de rj

δj = vj − wj

> 0
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Analyse de la perte de précision
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rj = le reste de degré j dans l’algorithme d’Euclide

lc(rj) = le coefficient dominant de rj
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Analyse de la perte de précision

Perte de précision dans la division euclidienne

D’après les conditions sur les degrés, on a :

r̃j−1 = rj+1 −
lc(rj+1)

lc(rj)
· rj ; rj−1 = r̃j−1 −

lc(r̃j−1)

lc(rj)
· rj

Précision de lc(rj+1)

lc(rj )
· rj :
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Analyse de la perte de précision
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Analyse de la perte de précision
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Ñj−1 = min( Nj+1 − δj , Nj − δj + vj+1 − vj )

Précision absolue de rj−1 :

Xavier Caruso Résultants et sous-résultants de polynômes p-adiques
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Analyse de la perte de précision

Perte de précision dans la division euclidienne

D’après les conditions sur les degrés, on a :

r̃j−1 = rj+1 −
lc(rj+1)

lc(rj)
· rj ; rj−1 = r̃j−1 −

lc(r̃j−1)

lc(rj)
· rj

D’où on déduit :

Nj−1 6 Nj − 2 · δj + (vj+1 − vj)

Perte de précision dans l’algorithme d’Euclide

En sommant on trouve une minoration des pertes de précision :

N − (Nj − vj)

> vj + vj+1 + 2
d∑

k=j+1

δk .

[ N = Nd ]
Une formule analogue existe pour les coefficients de Bézout.
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Analyse de la perte de précision
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Xavier Caruso Résultants et sous-résultants de polynômes p-adiques



Analyse de la perte de précision
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Estimation des pertes de précision
pour des polynômes aléatoires

Résultants et sous-résultants

Xavier Caruso Résultants et sous-résultants de polynômes p-adiques



Résultants

Soient A,B ∈ R[X ] (où R est un anneau intègre).

On suppose que A et B sont unitaires de même degré d .

La matrice de Sylvester est la matrice de l’application

R<d [X ]× R<d [X ] → R<2d [X ]

(U,V ) 7→ A U + B V

dans les bases canoniques.

Le résultant de A et B, noté Rés(A,B), est son déterminant.
C’est un élément de l’anneau R.
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Résultants
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Résultants

Application de Sylvester :

R<d [X ]× R<d [X ] → R<2d [X ]

(U,V ) 7→ A U + B V

Propriétés

Si R est un corps,
Rés(A,B) 6= 0

ssi PGCD(A,B) = 1.

Il existe des polynômes U0,V0 ∈ R<d [X ]

dont les coefficients sont, au signe près, des mineurs de la
matrice de Sylvester, et
tels que A U0 + B V0 = Rés(A,B).

Remarque en passant

En calculant U0
Rés(A,B) et V0

Rés(A,B) , on obtient les coefficients de

Bézout avec une perte de précision de 2 · vp(Rés(A,B)) chiffres.
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Sous-résultants

Application de Sylvester :

R<d [X ]× R<d [X ] → R<2d [X ]

(U,V ) 7→ A U + B V

Théorème
Pour j ∈ {0, . . . ,d − 1},
il existe des polynômes
Rj ,Uj ,Vj ∈ R[X ] avec :

deg Rj 6 j , degUj < d − j , degVj < d − j ,
les coefficients de Rj , Uj et Vj sont tous, au signe près, des
mineurs de la matrice de Sylvester, et
A Uj + B Vj = Rj .

Le polynôme Rj est appelé le j-ième sous-résultant de A et B.

Propriété
Si R est un corps et si j est le plus petit indice tel que Rj 6= 0,
alors deg Rj = j et PGCD(A,B) ∼ Rj .
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Sous-résultants

Application de Sylvester :

R<d [X ]× R<d [X ] → R<2d [X ]

(U,V ) 7→ A U + B V
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Le polynôme Rj est appelé le j-ième sous-résultant de A et B.

Propriété
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Sous-résultants

Application de Sylvester :

R<d [X ]× R<d [X ] → R<2d [X ]

(U,V ) 7→ A U + B V

Théorème
Pour j ∈ {0, . . . ,d − 1},
il existe des polynômes
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Propriété
Si R est un corps et si j est le plus petit indice tel que Rj 6= 0,
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Théorème
Pour j ∈ {0, . . . ,d − 1},
il existe des polynômes
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Calcul des sous-résultants

On suppose, pour simplifier, que deg Rj = j pour tout j .

Algorithme des pseudo-restes
En posant Rd+1 = A et Rd = B, on a :

Rj−1 =
lc(Rj)

2

lc(Rj+1)2 · Rj+1 %Rj .

Corollaire
Pour tout j , on a :

rj = λj · Rj avec λj ∈ Frac(R)

ainsi que la relation λj−1 · λj = lc(Rj)
2.

Preuve : Récurrence descendante sur j à partir de rj−1 = rj+1 % rj .
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Retour sur les pertes de précision

Pertes de précision dans l’algorithme d’Euclide :

N − (Nj − vj ) > + 2
d∑

k=j+1

δk

Notations

Vj = la valuation de lc(Rj)

Wj = la plus petite valuation d’un coefficient de Rj

Relations

δj = vj − wj = Vj −Wj
provient de rj = λj · Rj

vj + vj+1 = Vj − Vj+1
provient de λj · λj+1 = lc(Rj+1)

2
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Retour sur les pertes de précision

Pertes de précision dans l’algorithme d’Euclide :

N − (Nj − vj ) > Vj − Vj+1 + 2
d∑

k=j+1

δk

On considère Vj , Wj et δj comme des variables aléatoires.

Théorème
1

p−1 6 E[Vj ] 6
p

(p−1)2

E[δj ] >
1
p −

1
pj+1

Corollaire
Les pertes de précision dans l’algorithme d’Euclide sont en
moyenne en Ω(d−j

p ).

Remarque en passant :

En calculant U0/R0 et V0/R0, on
obtient les coefficients de Bézout
avec une perte de précision de
2V0 chiffres.
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2V0 chiffres.

Xavier Caruso Résultants et sous-résultants de polynômes p-adiques
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2V0 chiffres.

Xavier Caruso Résultants et sous-résultants de polynômes p-adiques
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Pertes de précision dans l’algorithme d’Euclide :

N − (Nj − vj ) > Vj − Vj+1 + 2
d∑

k=j+1

δk

On considère Vj , Wj et δj comme des variables aléatoires.

Théorème amélioré pour Vj

Soient X0, . . . ,Xd−1 des variables aléatoires deux à deux
indépendantes avec P[Xi = k ] = (1− p−1) · p−k .

[ loi géométrique discrète de paramètre (1− p−1) ]

Alors Vi suit la même loi que :
d∑

k=0

min(Xj−k ,Xj−k+1, . . . ,Xj+k )

où par convention Xi = +∞ pour i < 0 et Xi = 0 pour i > d .
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Retour sur les pertes de précision

Pertes de précision dans l’algorithme d’Euclide :

N − (Nj − vj ) > Vj − Vj+1 + 2
d∑

k=j+1

δk

On considère Vj , Wj et δj comme des variables aléatoires.

Théorème amélioré pour Vj

Soient X0, . . . ,Xd−1 des variables aléatoires deux à deux
indépendantes avec P[Xi = k ] = (1− p−1) · p−k .

[ loi géométrique discrète de paramètre (1− p−1) ]

Alors Vi suit la même loi que :
d∑

k=0

min(Xj−k ,Xj−k+1, . . . ,Xj+k )

où par convention Xi = +∞ pour i < 0 et Xi = 0 pour i > d .
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Une version stable de
l’algorithme d’Euclide
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Une méthode naı̈ve

0 10 20

0

10

20

30

40

Xavier Caruso Résultants et sous-résultants de polynômes p-adiques
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Une méthode naı̈ve
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Une méthode adaptative

Lemme clé
On suppose 2Vj+1 < N.
Toute perturbation de (Rj+1,Rj) par un O(pN+2Vj+1) est induite
par une perturbation de (A,B) par un O(pN).
Démonstration par le calcul différentiel

Une itération dans l’algorithme
Entrée : le couple (Rj+1,Rj) à précision O(pN+2Vj+1)

Sortie : le couple (Rj ,Rj−1) à précision O(pN+2Vj )

1 relever (Rj+1,Rj) à précision O(pN+2Vj+2Vj+1)

2 calculer Rj−1 à précision O(pN+2Vj )

3 renvoyer (Rj ,Rj−1) à précision O(pN+2Vj )
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1 relever (Rj+1,Rj) à précision O(pN+2Vj+2Vj+1)
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Une méthode adaptative

Lemme clé
On suppose 2Vj+1 < N.
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Sortie : le couple (Rj ,Rj−1) à précision O(pN+2Vj )
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Une méthode adaptative

Lemme clé
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Xavier Caruso Résultants et sous-résultants de polynômes p-adiques
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3 renvoyer (Rj ,Rj−1) à précision O(pN+2Vj )
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Une itération dans l’algorithme
Entrée : le couple (Rj+1,Rj) à précision O(pN+2Vj+1)
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Une méthode adaptative

Lemme clé
On suppose 2Vj+1 < N.
Toute perturbation de (Rj+1,Rj) par un O(pN+2Vj+1) est induite
par une perturbation de (A,B) par un O(pN).
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Une méthode adaptative
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Une méthode adaptative

0 10 20

0

10

20

30

40
j = 19

Vj = 0
Vj+1 = 0

Xavier Caruso Résultants et sous-résultants de polynômes p-adiques



Une méthode adaptative
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Une méthode adaptative
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Une méthode adaptative

0 10 20

0

10

20

30

40
j = 17

Vj = 3
Vj+1 = 3

Xavier Caruso Résultants et sous-résultants de polynômes p-adiques



Une méthode adaptative
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Une méthode adaptative
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Une méthode adaptative
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Une méthode adaptative
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Une méthode adaptative
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Une méthode adaptative
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Une méthode adaptative
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Une méthode adaptative

0 10 20

0

10

20

30

40
j = 15

Vj = 0
Vj+1 = 0

Xavier Caruso Résultants et sous-résultants de polynômes p-adiques



Une méthode adaptative
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Une méthode adaptative
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Une méthode adaptative
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Une méthode adaptative
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Une méthode adaptative
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Une méthode adaptative

0 10 20

0

10

20

30

40
j = 13

Vj = 2
Vj+1 = 1

Xavier Caruso Résultants et sous-résultants de polynômes p-adiques



Une méthode adaptative

0 10 20

0

10

20

30

40
j = 13

Vj = 2
Vj+1 = 1

Xavier Caruso Résultants et sous-résultants de polynômes p-adiques



Une méthode adaptative
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Une méthode adaptative
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Une méthode adaptative
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Une méthode adaptative
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Une méthode adaptative
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Une méthode adaptative

0 10 20

0

10

20

30

40
j = 12

Vj = 2
Vj+1 = 2

Xavier Caruso Résultants et sous-résultants de polynômes p-adiques



Une méthode adaptative
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Une méthode adaptative
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Une méthode adaptative
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Une méthode adaptative
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Une méthode adaptative
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Une méthode adaptative
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Une méthode adaptative
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Une méthode adaptative
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Une méthode adaptative

0 10 20

0

10

20

30

40
j = 10

Vj = 0
Vj+1 = 1

Xavier Caruso Résultants et sous-résultants de polynômes p-adiques



Une méthode adaptative
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Une méthode adaptative
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Une méthode adaptative
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Une méthode adaptative

0 10 20

0

10

20

30

40
j = 8

Vj = 3
Vj+1 = 0

Xavier Caruso Résultants et sous-résultants de polynômes p-adiques



Une méthode adaptative
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Une méthode adaptative
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Une méthode adaptative
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Une méthode adaptative
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Une méthode adaptative
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Une méthode adaptative

0 10 20

0

10

20

30

40
j = 6

Vj = 0
Vj+1 = 0

Xavier Caruso Résultants et sous-résultants de polynômes p-adiques



Une méthode adaptative
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Une méthode adaptative
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Une méthode adaptative
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Une méthode adaptative
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Une méthode adaptative
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Une méthode adaptative
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Une méthode adaptative
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Une méthode adaptative
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Une méthode adaptative
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Une méthode adaptative
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Une méthode adaptative
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Une méthode adaptative
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Une méthode adaptative
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Une méthode adaptative
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Une méthode adaptative
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Comparaison des méthodes
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Comparaison des méthodes
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Conclusion
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Vers les � p-adiques flottants � ?

Concept
On calcule avec un nombre de chiffres significatifs fixé a priori.
On complète par des zéros quand cela est nécessaire.

Inconvénient
Aucune garantie sur l’exactitude des chiffres du résultat calculé.

Avantages (potentiels)
Implémentation plus simple (et possiblement plus rapide).
En moyenne, beaucoup de chiffres pourraient être corrects.

[ beaucoup = bien plus que ceux prédits par un suivi naı̈f de la précision ]

Exemples : calcul des sous-résultants

résolution d’équations différentielles
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calcul de la suite de SOMOS 4
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Inconvénient
Aucune garantie sur l’exactitude des chiffres du résultat calculé.
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Exemples : calcul des sous-résultants

résolution d’équations différentielles
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Inconvénient
Aucune garantie sur l’exactitude des chiffres du résultat calculé.
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Exemples : calcul des sous-résultants

résolution d’équations différentielles
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Avantages (potentiels)
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