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Nombres p-adiques

Soit p un nombre premier.
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Nombres p-adiques

Soit p un nombre premier.
En pratique, dans tout I'exposé, p sera plutét petit.

Un entier p-adique est un entier écrit en base p avec une
infinité de chiffres :

...8n8p_1 ... 8 a a avec 0<a<p.

Un nombre p-adique est un nombre de la forme :

...dndp-q1 ... @aya,a-1a-o2 ... ay.

Ces nombres s’additionnent et se multiplient selon les regles
habituelles.

Sur machine, on travaille avec des p-adiques tronqués.
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Algorithme d’Euclide
et précision p-adique
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Un exemple

x5 x4 x3 x? X 1
1 ... 11011 ...01011 ...00101 ...10010 ... 11001
1 ...11000 ...11001 ...01100 ...00011 ...01010
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Un exemple

x5 x4 x3 x? X 1
1 ... 11011 ...01011 ...00101 ...10010 ... 11001
1 ...11000 ...11001 ...01100 ...00011 ...01010

..00011 ...10010 ... 11001 ...01111 ...01111
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Un exemple

x° x* x3 x? X 1

1 ... 11011 ...01011 ...00101 ...10010 ... 11001

1 ...11000 ...11001 ...01100 ...00011 ...01010
...00011 ...10010 ... 11001 ...01111 ...01111

p X ...1101 ...1000,1 ...0010 ...1000
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Un exemple

x° x* x3 x? X 1

1 ... 11011 ...01011 ...00101 ...10010 ... 11001

1 ...11000 ...11001 ...01100 ...00011 ...01010
...00011 ...10010 ... 11001 ...01111 ...01111

p X ...1101 ...1000,1 ...0010 ...1000
p72>< ...0011 ...11000 ...01100
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Un exemple

x® x4 x3 x2 X 1

1 ...11011  ...01011  ...00101  ...10010  ...11001

1 ...11000  ...11001  ...01100  ...00011  ...01010
...00011  ...10010  ...11001  ...01111  ...01111

p x ...1101 ...1000,1  ...0010 ...1000
p 2 x ...0011  ...11000 ...01100
p? x ... 101 ...011

Xavier Caruso Résultants et sous-résultants de polynémes p-adiques



Un exemple

x® x4 x3 x2 X 1

1 ...11011  ...01011  ...00101  ...10010  ...11001

1 ...11000  ...11001  ...01100  ...00011  ...01010
...00011  ...10010  ...11001  ...01111  ...01111

p x ...1101 ...1000,1  ...0010 ...1000
p 2 x ...0011  ...11000 ...01100
p? x ... 101 ...011
p2x 11

Xavier Caruso Résultants et sous-résultants de polynémes p-adiques



Un exemple

x® x4 x3 x2 X 1

1 ...11011  ...01011  ...00101  ...10010  ...11001

1 ...11000  ...11001  ...01100  ...00011  ...01010

..00011  ...10010  ...11001  ...01111  ...01111

p x ...1101 ...1000,1  ...0010 ...1000

p 2 x ...0011  ...11000 ...01100
p? x ... 101 ...011
p2x 11

On constate une perte de précision...
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Un exemple

x® x4 x3 x2 X 1

1 ...11011  ...01011  ...00101  ...10010  ...11001

1 ...11000  ...11001  ...01100  ...00011  ...01010

..00011  ...10010  ...11001  ...01111  ...01111

p x ...1101 ...1000,1  ...0010 ...1000

p 2 x ...0011  ...11000 ...01100
p? x ... 101 ...011
p2x 11

On constate une perte de précision...

Le méme phénomeéne se produit avec les coefficients de
Bézout calculés par I'algorithme d’Euclide étendu.
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Pertes de précision
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Pertes de précision

40 + e o o o

30 T °

20 °

Xavier Caruso Résultants et sous-résultants de polynémes p-adiques



Pertes de précision
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Pertes de précision
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Pertes de précision
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Pertes de précision

500 T

300 T

200 T

100 1

50

300

Xavier Caruso

Résultants et sous-résultants de po

mes p-adiques



Analyse de la perte de précision
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Analyse de la perte de précision

Hypotheses

On suppose que, dans I'algorithme d’Euclide, les degrés des
restes décroissent de 1 a chaque étape.
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Analyse de la perte de précision

Hypotheses

On suppose que, dans I'algorithme d’Euclide, les degrés des
restes décroissent de 1 a chaque étape.

On utilise un modéle de précision < plat >.

Notations

ri = le reste de degré j dans I'algorithme d’Euclide
Ic(rj) = le coefficient dominant de r;
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Analyse de la perte de précision

Hypotheses

On suppose que, dans I'algorithme d’Euclide, les degrés des
restes décroissent de 1 a chaque étape.

On utilise un modéle de précision < plat >.

Notations

ri = le reste de degré j dans I'algorithme d’Euclide
Ic(rj) = le coefficient dominant de r;

N; = la précision de r;

v; = la valuation de lc(r})

w; = la plus petite valuation d’'un coefficient de r;

0= Vj = W
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Analyse de la perte de précision

Hypotheses

On suppose que, dans I'algorithme d’Euclide, les degrés des
restes décroissent de 1 a chaque étape.

On utilise un modéle de précision < plat >.

Notations

ri = le reste de degré j dans I'algorithme d’Euclide
Ic(rj) = le coefficient dominant de r;

N; = la précision de r;

v; = la valuation de lc(r})

w; = la plus petite valuation d’'un coefficient de r;

0j=V;—w;j >0
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Analyse de la perte de précision

Xavier Caruso Résultants et sous-résultants de polynémes p-adiques



Analyse de la perte de précision

Perte de précision dans la division euclidienne
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Analyse de la perte de précision

Perte de précision dans la division euclidienne
D’apres les conditions sur les degrés, on a :

te(r1) )

fi41=rgq— r g =1q — g
j=1 J+1 IC(I‘j) J Jj—1 J—1 lc(l’j) J

Xavier Caruso Résultants et sous-résultants de polynémes p-adiques



Analyse de la perte de précision

Perte de précision dans la division euclidienne
D’apres les conditions sur les degrés, on a :

() ()

Fig ="l — f o hog=T_1— -1
j=1 J+1 IC(I‘j) J Jj—1 J—1 lc(l’j) J

Précision relative de (Ef*l;) e
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Analyse de la perte de précision

Perte de précision dans la division euclidienne

D’apres les conditions sur les degrés, on a :

= le(fj41) ~ le(Fi_1)

Fq=ri——l g =F_1— —ar

j=1 J+1 IC(I‘j) J Jj—1 J—1 lc(l’j) J
(f/+1)

Precision relative de iy i

Ni1 = Vi1
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Analyse de la perte de précision

Perte de précision dans la division euclidienne

D’apres les conditions sur les degrés, on a :

= le(rj41) ~ le(Fi_1)

Fa=rig——2"2r Gy =F_q— —r

j=1 J+1 lc(rj) J Jj—1 J—1 lc(l’j) J
(f/+1)

Precision relative de iy i
Nitt = Ve Nj—
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Analyse de la perte de précision

Perte de précision dans la division euclidienne

D’apres les conditions sur les degrés, on a :

= le(rj41) ~ le(Fi_1)

Fq=rigg——2r Gy =F_— —a T

j=1 J+1 IC(I‘j) J Jj—1 J—1 lc(l’j) J
(f/+1)

Precision relative de iy i
Nipt = vier Nj—vp Ni—w
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Analyse de la perte de précision

Perte de précision dans la division euclidienne
D’apres les conditions sur les degrés, on a :

() ()

Fig ="l — f o hog=T_1— -1
j=1 J+1 IC(I‘j) J Jj—1 J—1 lc(l’j) J

Précision relative de (Ef*l;) e

min( Nip1 — Vigr, Nj— v, Nj—w;)
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Analyse de la perte de précision

Perte de précision dans la division euclidienne

D’apres les conditions sur les degrés, on a :

: te(711) L lo(f)

Fiiq=riq— r rq=F_q— I

j=1 J+1 IC(I‘j) J Jj—1 J—1 lc(l’j) J
(f/+1)

Precision relative de iy i

min( Nip1 — Vg1, Nj— v, Ne— )
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Analyse de la perte de précision

Perte de précision dans la division euclidienne
D’apres les conditions sur les degrés, on a :
Py =g — le(rip1) =T - le(fi—1) j
lc(rj) lc(rj)
Précision absolue de l‘lg?g;) o

min( Nigt — Vigt, Ni— vy, M= ) + Vi — v+ W,
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Analyse de la perte de précision

Perte de précision dans la division euclidienne
D’apres les conditions sur les degrés, on a :

'i',_ —r o lc(rj+1) - _ 'i; - 1C(?j_1) L
J=1 = 1j+1 IC(I‘j) i J—1 lc(l’j) J
(

fi-1=

. L. l, A
Précision absolue de ‘lcg,f;) E
J

min( Nigt1 = Vigt, Nj— v, Ne—W ) + Vi — v+ w
= min( Nip1 — 6, Nj— 6+ Vg1 — V)
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Analyse de la perte de précision

Perte de précision dans la division euclidienne
D’apres les conditions sur les degrés, on a :
Py =g — le(rip1) =T - le(fi—1) j
lc(rj) lc(rj)
Précision absolue de l‘lg?g;) o

min( Nigt1 = Vigt, Nj— v, Ne—W ) + Vi — v+ w
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Analyse de la perte de précision

Perte de précision dans la division euclidienne
D’apres les conditions sur les degrés, on a :

'i',_ —r o lc(rj+1) - _ 'i; - 1C(?j_1) L
J=1 = 1j+1 IC(I‘j) i J—1 lc(l’j) J
(

fi-1=

. L. l, A
Précision absolue de ‘lcg,f;) E
J

min( Nigt1 = Vigt, Nj— v, Ne—W ) + Vi — v+ w
= min( Nip1 — 6, Nj— 6+ Vg1 — V)

Précision absolue de T;_1 :

Ni—1 = min( Nipy =6, Nj =6+ Vi1 — V)
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Analyse de la perte de précision

Perte de précision dans la division euclidienne
D’apres les conditions sur les degrés, on a :
Py =g — le(rip1) =T - le(fi—1) j
lc(rj) lc(rj)
Précision absolue de l‘lg?g;) o

min( Nigt1 = Vigt, Nj— v, Ne—W ) + Vi — v+ w
= min( Nip1 — 6, Nj— 6+ Vg1 — V)

Précision absolue de T;_1 :

Ni—1 = min( Np1 =65, Nj = 0j+ Vi1 — V)

Precision absolue de r;_1 :
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Analyse de la perte de précision

Perte de précision dans la division euclidienne

D’apres les conditions sur les degrés, on a :

. le(rj1) - le(Fj—1)
li—1 = lj+1 ey 70 1 =1l ie(r)
( 1)
EONE

min( Nig1 — Vigt, Nj— vy, Ne—W ) + Vir — v+ W,
= min( Njp1 —36j, Nj— 6+ Vi1 —v;)
Précision absolue de T;_1 :
qu = min( N1 =65, Nj =6+ Vipr — v )
Precision absolue de r;_1 :
M1:m|n(N —6j, Nj—= 6+ Vi1 —v;)
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Analyse de la perte de précision

Perte de précision dans la division euclidienne
D’apres les conditions sur les degrés, on a :
Py =g — le(rip1) =T - le(fi—1) j
lc(rj) lc(rj)
Précision absolue de l‘lg?g;) o

min( Nigt1 = Vigt, Nj— v, Ne—W ) + Vi — v+ w
= min( Nip1 — 6, Nj— 6+ Vg1 — V)

Précision absolue de T;_1 :
Ni—1 = min( Np1 =65, Nj = 0j+ Vi1 — V)
Precision absolue de r;_1 :

Ni—1 < Ni—1 =9

Xavier Caruso Résultants et sous-résultants de polynémes p-adiques



Analyse de la perte de précision

Perte de précision dans la division euclidienne
D’apres les conditions sur les degrés, on a :
Py =g — le(rip1) =T - le(fi—1) j
lc(rj) lc(rj)
Précision absolue de l‘lg?g;) o

min( Nigt1 = Vigt, Nj— v, Ne—W ) + Vi — v+ w
= min( Nip1 — 6, Nj— 6+ Vg1 — V)

Précision absolue de T;_1 :
Ni—1 = min( Np1 =65, Nj = 0j+ Vi1 — V)
Precision absolue de r;_1 :

Ni—1 < Nt =9 < Nj=2-6+Vir —y
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Analyse de la perte de précision

Perte de précision dans la division euclidienne
D’apres les conditions sur les degrés, on a :

te(rn) )

fi1=rgq— r g =1_q — 1
j—1 J+1 IC(I‘j) J Jj—1 J—1 lc(l’j) J

D’ou on déduit :
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Analyse de la perte de précision

Perte de précision dans la division euclidienne
D’apres les conditions sur les degrés, on a :

le(f1) o le(f)

Fig ="l — f o hog=T_1— -1
j—1 J+1 IC(I‘j) J Jj—1 J—1 lc(l’j) J

D’ou on déduit :
Nioa < Nj =265+ (Vi1 = v)

Perte de précision dans I'algorithme d’Euclide

Xavier Caruso Résultants et sous-résultants de polynémes p-adiques



Analyse de la perte de précision

Perte de précision dans la division euclidienne
D’apres les conditions sur les degrés, on a :

te(rn) )

fi1=rgq— r g =1_q — 1
j—1 J+1 IC(I‘j) J Jj—1 J—1 lc(l’j) J

D’ou on déduit :
Ni-t < N;j =265+ (Ve = v)
Perte de précision dans I'algorithme d’Euclide

En sommant on trouve une minoration des pertes de précision :
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Analyse de la perte de précision

Perte de précision dans la division euclidienne
D’apres les conditions sur les degrés, on a :

le(f1) o le(f)

Fig ="l — f o hog=T_1— -1
j—1 J+1 IC(I‘j) J Jj—1 J—1 lc(l’j) J

D’ou on déduit :
Ni-t < N;j =265+ (Ve = v)
Perte de précision dans I'algorithme d’Euclide

En sommant on trouve une minoration des pertes de précision :

N—=(N;=v)
[N = Ny]
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Analyse de la perte de précision

Perte de précision dans la division euclidienne
D’apres les conditions sur les degrés, on a :

le(f1) o le(f)

Fig ="l — f o hog=T_1— -1
j—1 J+1 IC(I‘j) J Jj—1 J—1 lc(l’j) J

D’ou on déduit :
Ni-t < N;j =265+ (Ve = v)
Perte de précision dans I'algorithme d’Euclide

En sommant on trouve une minoration des pertes de précision :

d
N=(N-v) > vi+v+2 > 6
k= [N = Nqy]
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Analyse de la perte de précision

Perte de précision dans la division euclidienne
D’apres les conditions sur les degrés, on a :

te(rn) )

fi1=rgq— r g =1_q — 1
j—1 J+1 IC(I‘j) J Jj—1 J—1 lc(l’j) J

D’ou on déduit :
Nioa < Nj =265+ (Vi1 = v)
Perte de précision dans I'algorithme d’Euclide
En sommant on trouve une minoration des pertes de précision :
d
N=(N-v) > vi+v+2 > 6

k=[N = Ny
Une formule analogue existe pour les coefficients de Bézout.
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Estimation des pertes de précision
pour des polynomes aléatoires

Résultants et sous-résultants

Xavier Caruso Résultants et sous-résultants de polynémes p-adiques



Résultants

Xavier Caruso Résultants et sous-résultants de pol es p-adiques



Résultants

Soient A, B € R[X]
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Résultants

Soient A, B € R[X] (ou R est un anneau intégre).
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Résultants

Soient A, B € R[X] (ou R est un anneau intégre).

On suppose que A et B sont unitaires de méme degré d.
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Résultants

Soient A, B € R[X] (ou R est un anneau intégre).

On suppose que A et B sont unitaires de méme degré d.

La matrice de Sylvester est la matrice de I'application

Rg[X] x Red[X] — Rcaq[X]
(u,v) —» AU+BYV

dans les bases canoniques.

Xavier Caruso Résultants et sous-résultants de polynémes p-adiques



Résultants

Soient A, B € R[X] (ou R est un anneau intégre).

On suppose que A et B sont unitaires de méme degré d.

La matrice de Sylvester est la matrice de I'application

Rg[X] x Red[X] — Rcaq[X]
(u,v) —» AU+BYV

dans les bases canoniques.

Le résultant de A et B, noté Rés(A, B), est son déterminant.
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Résultants

Soient A, B € R[X] (ou R est un anneau intégre).

On suppose que A et B sont unitaires de méme degré d.

La matrice de Sylvester est la matrice de I'application

Rg[X] x Red[X] — Rcaq[X]
(u,v) —» AU+BYV

dans les bases canoniques.

Le résultant de A et B, noté Rés(A, B), est son déterminant.
C’est un élément de I'anneau R.
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Résultants

Application de Sylvester :
H<d[X] X Fi'<d[X] = Fl’<2d[X]
(U, vy » AU+BV
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Résultants

Propriétés Application de Sylvester :
R<g[X] x Rca[X] — R<2q[X]
(U,V) — AU+BV
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Résultants

Propriétés Application de Sylvester :
Si R est un corps, R<a[X] x Rea[X] — Rc2d[X]
Rés(A, B) £ 0 (U,V) — AU+BYV

SsSi PGCD(A, B) = 1.
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Résultants

Propriétés Application de Sylvester :
Si R est un corps, R<a[X] x Rea[X] — Rc2d[X]
Rés(A, B) # 0 (U,V) = AU+BV

SsSi PGCD(A, B) = 1.

Il existe des polynémes Uy, Vy € R-4[X]

@ dont les coefficients sont, au signe pres, des mineurs de la
matrice de Sylvester, et

@ tels que Al + BVy = Rés(A, B).
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Résultants

Propriétés Application de Sylvester :
Si R est un corps, R<a[X] x Rea[X] — Rc2d[X]
Rés(A, B) # 0 (U,V) = AU+BV

SsSi PGCD(A, B) = 1.

Il existe des polynémes Uy, Vy € R-4[X]

@ dont les coefficients sont, au signe pres, des mineurs de la
matrice de Sylvester, et

@ tels que Al + BVy = Rés(A, B).

Remarque en passant

En calculant ( 5y ©t RCS(A By, ON obtient les coefficients de
Bézout avec une perte de précision de 2 - v,(Rés(A, B)) chiffres.
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Sous-résultants

Application de Sylvester :
H<d[X] X Fi'<d[X] = Fl’<2d[X]
(U, vy » AU+BV
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Sous-résultants

Théoreme Application de Sylvester :
R<g[X] x Rca[X] — R<2q[X]
(U,V) — AU+BV
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Sous-résultants

Theoreme Application de Sylvester :
Pourj € {0,...,d — 1},

il existe des polynémes Rca[X] x R<alX] —  R<adlX]
u,Vv AU+BV
R;,U;,v; € R[X] avec : V) — +
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Sous-résultants

Théoreme Application de Sylvester :
Pourje {0,...,d — 1},

il existe des polynémes Rca[X] x R<alX] —  R<adlX]
u,Vv AU+BV
R;,U;,v; € R[X] avec : V) — +

@ degR; <j, deglfj<d—j, degV;<d—j
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Sous-résultants

Théoreme Application de Sylvester :
Pourje {0,...,d — 1},

il existe des polynémes Rca[X] x R<alX] —  R<adlX]
u,Vv AU+BV
R;,U;,v; € R[X] avec : V) — +
@ degR; <j, degl; < d—j, degV;<d—}j

@ les coefficients de R;, U; et V; sont tous, au signe pres, des
mineurs de la matrice de Sylvester
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Sous-résultants

Théoreme Application de Sylvester :
Pourje {0,...,d — 1},

il existe des polynémes Rca[X] x R<alX] —  R<adlX]
u,Vv AU+BV
R;,U;,v; € R[X] avec : V) — +
@ degR; <j, degl; < d—j, degV;<d—}j

@ les coefficients de R;, U; et V; sont tous, au signe pres, des
mineurs de la matrice de Sylvester, et

o AZ/[j+BVj:Rj.
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Sous-résultants

Théoreme Application de Sylvester :
Pourje {0,...,d — 1},

il existe des polynémes Rca[X] x R<alX] —  R<adlX]
u,Vv AU+BV
R;,U;,v; € R[X] avec : V) — +
@ degR; <j, degl; < d—j, degV;<d—}j

@ les coefficients de R;, U; et V; sont tous, au signe pres, des
mineurs de la matrice de Sylvester, et

o AZ/[j+BVj:Rj.

Le polynéme R; est appelé le j-iéme sous-résultant de A et B.
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Sous-résultants

Théoreme
Pourje {0,...,d — 1},
il existe des polyndmes
R;,u;,V; € R[X] avec :
@ deg R; <j, deglj<d—/j, degV; <d—/,
@ les coefficients de R;, U; et V; sont tous, au signe pres, des
mineurs de la matrice de Sylvester, et
o Auj' + B Vj = Rj.

Application de Sylvester :
H<d[X] X Fi'<d[X] = Fl’<2d[X]
(U, vy » AU+BV

Le polynéme R; est appelé le j-iéme sous-résultant de A et B.

Propriéte
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Sous-résultants

Théoreme Application de Sylvester :
Pourje{0,...d =1} g X« R4lX] — RApglX]
il existe des polyndmes (U,v)y — AU+BV

R;,u;,V; € R[X] avec :
@ deg R; <j, deglj<d—/j, degV; <d—/,
@ les coefficients de R;, U; et V; sont tous, au signe pres, des
mineurs de la matrice de Sylvester, et
o Auj' + B Vj = Rj.

Le polynéme R; est appelé le j-iéme sous-résultant de A et B.

Propriéte
Si R est un corps et si j est le plus petit indice tel que R; # 0,
alors deg R; = j et PGCD(A, B) ~ R;.
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Calcul des sous-résultants
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Calcul des sous-résultants

On suppose, pour simplifier, que deg R; = j pour tout j.
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Calcul des sous-résultants

On suppose, pour simplifier, que deg R; = j pour tout j.

Algorithme des pseudo-restes
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Calcul des sous-résultants

On suppose, pour simplifier, que deg R; = j pour tout j.

Algorithme des pseudo-restes
Enposant Ry.1 =AetRy=B,ona:
IC(Rj)z

1= ——"— R %A,
T (R
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Calcul des sous-résultants

On suppose, pour simplifier, que deg R; = j pour tout j.

Algorithme des pseudo-restes
Enposant Ry.1 =AetRy=B,ona:
IC(Rj)z

1= ——"— R %A,
T (R

Corollaire
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Calcul des sous-résultants

On suppose, pour simplifier, que deg R; = j pour tout j.

Algorithme des pseudo-restes
Enposant Ry.1 =AetRy=B,ona:
IC(Rj)z

1= ——"— R %A,
T (R

Corollaire
Pour tout j,on a:

r=2A-R  avec ;€ Frac(R)
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Calcul des sous-résultants

On suppose, pour simplifier, que deg R; = j pour tout j.

Algorithme des pseudo-restes
Enposant Ry.1 =AetRy=B,ona:
IC(Rj)z

1= ——"— R %A,
T (R

Corollaire
Pour tout j,on a:

r=2A-R  avec ;€ Frac(R)

ainsi que la relation \;_q - \; = lc(R;))2.
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Calcul des sous-résultants

On suppose, pour simplifier, que deg R; = j pour tout j.

Algorithme des pseudo-restes
Enposant Ry.1 =AetRy=B,ona:
IC(Rj)z

1= ——"— R %A,
T (R

Corollaire
Pour tout j,on a:

r=2A-R  avec ;€ Frac(R)
ainsi que la relation \;_q - \; = lc(R;))2.

Preuve : Récurrence descendante sur j a partir de ri_1 = rj.1 % 1;.

Xavier Caruso Résultants et sous-résultants de polynémes p-adiques



Retour sur les pertes de précision
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Retour sur les pertes de précision

Pertes de précision dans I'algorithme d’Euclide :
d
N=(N=v)) > i+ Vs +2 ) 5
k=j+1
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Retour sur les pertes de précision

Pertes de précision dans I'algorithme d’Euclide :
d

N=(N=v)) > i+ Vs +2 ) 5
k=j+1

Notations
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Retour sur les pertes de précision

Pertes de précision dans I'algorithme d’Euclide :
d

N=(N=v)) > i+ Vs +2 ) 5
k=j+1
Notations
V; = la valuation de Ic(R;)
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Retour sur les pertes de précision

Pertes de précision dans I'algorithme d’Euclide :
d

N—(N=v) = vi+ Vi +2 Z Sk
k=j+1
Notations

V; = la valuation de Ic(R;)
W, = la plus petite valuation d’un coefficient de R;

Xavier Caruso Résultants et sous-résultants de polynémes p-adiques



Retour sur les pertes de précision

Pertes de précision dans I'algorithme d’Euclide :
d

N—(N=v) = vi+ Vi +2 Z Sk
k=j+1
Notations

V; = la valuation de Ic(R;)
W, = la plus petite valuation d’un coefficient de R;

Relations
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Retour sur les pertes de précision

Pertes de précision dans I'algorithme d’Euclide :
d

N—(N=v) = vi+ Vi +2 Z Sk
k=j+1
Notations

V; = la valuation de Ic(R;)
W, = la plus petite valuation d’un coefficient de R;

Relations

0 y=vi—wi=V,—-W
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Retour sur les pertes de précision

Pertes de précision dans I'algorithme d’Euclide :
d

N—(N=v) = vi+ Vi +2 Z Sk
k=j+1
Notations

V; = la valuation de Ic(R;)
W, = la plus petite valuation d’un coefficient de R;

Relations

0 y=vi—wi=V,—-W
provientde r; = A; - R;
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Retour sur les pertes de précision

Pertes de précision dans I'algorithme d’Euclide :
d

N—(N=v) = vi+ Vi +2 Z Sk
k=j+1
Notations

V; = la valuation de Ic(R;)
W, = la plus petite valuation d’un coefficient de R;

Relations
0 y=vi—wi=V,—-W
provientde r; = A; - R;
® Vit Vipr = Vi — Vi
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Retour sur les pertes de précision

Pertes de précision dans I'algorithme d’Euclide :
d

N=(N=v)) > i+ Vs +2 ) 5
k=j+1

Notations

V; = la valuation de Ic(R;)
W, = la plus petite valuation d’un coefficient de R;

Relations
0 y=vi—wi=V,—-W
provientde r; = A; - R;
® Vit Vipr = Vi — Vi
provient de \; - \j 1 = Ic(Rji1)?
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Retour sur les pertes de précision

Pertes de précision dans I'algorithme d’Euclide :
d

N—(N=v) > V= Vi +2 ) &
k=j+1

Notations

V; = la valuation de Ic(R;)
W, = la plus petite valuation d’un coefficient de R;

Relations
0 y=vi—wi=V,—-W
provientde r; = A; - R;
® Vit Vipr = Vi — Vi
provient de \; - \j 1 = Ic(Rji1)?
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Retour sur les pertes de précision

Pertes de précision dans I'algorithme d’Euclide :
d
N=(N=v) > V= Vi +2 > o
k=j+1
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Retour sur les pertes de précision

Pertes de précision dans I'algorithme d’Euclide :
d

N—(N—=v) > V= Vi +2 ) &
k=j+1

On considere V;, W, et 6; comme des variables aléatoires.
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Retour sur les pertes de précision

Pertes de précision dans I'algorithme d’Euclide :
d

N—(N—=v) > V= Vi +2 ) &
k=j+1

On considere V;, W, et 6; comme des variables aléatoires.

Théoréeme
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Retour sur les pertes de précision

Pertes de précision dans I'algorithme d’Euclide :
d

N—(N—=v) > V= Vi +2 ) &
k=j+1

On considere V;, W, et 6; comme des variables aléatoires.
Théoréeme

°p1f1<E[V/]<ﬁ
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Retour sur les pertes de précision

Pertes de précision dans I'algorithme d’Euclide :
d

N—(N—=v) > V= Vi +2 ) &
k=j+1

On considere V;, W, et 6; comme des variables aléatoires.

Théoréme
1
° 57 SE[VI< ghy
° B[] > ;-
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Retour sur les pertes de précision

Pertes de précision dans I'algorithme d’Euclide :
d

N—(N—=v) > V= Vi +2 ) &
k=j+1

On considere V;, W, et 6; comme des variables aléatoires.

Théoréme
1
° 57 SE[VI< ghy
° B[] > ;- 5
Corollaire
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Retour sur les pertes de précision

Pertes de précision dans I'algorithme d’Euclide :
d

N—(N—=v) > V= Vi +2 ) &
k=j+1

On considere V;, W, et 6; comme des variables aléatoires.

Théoréme
1
° 57 SE[VI< ghy
® E[5)] > § — 5
Corollaire

Les pertes de précision dans l'algorithme d’Euclide sont en
moyenne en Q(%1).
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Retour sur les pertes de précision

Pertes de précision dans I'algorithme d’Euclide :
d

N—(N—=v) > V= Vi +2 ) &
k=j+1

On considere V;, W, et 6; comme des variables aléatoires.

Théoreme
Remarque en passant :
1 g p
® p—1 < IE[Vl] < (p—1)2 En calculant U/ Ro et Vo /Ro, on
) 11 obtient les coefficients de Bézout
e E[éf] > p  pit avec une perte de précision de
2V chiffres.
Corollaire

Les pertes de précision dans l'algorithme d’Euclide sont en
moyenne en Q(%1).

Xavier Caruso Résultants et sous-résultants de polynémes p-adiques



Retour sur les pertes de précision

Pertes de précision dans I'algorithme d’Euclide :
d

N—(N—=v) > V= Vi +2 ) &
k=j+1

On considere V;, W; et 6; comme des variables aléatoires.

Théoréme amélioré pour V;
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Retour sur les pertes de précision

Pertes de précision dans I'algorithme d’Euclide :
d

N—(N—=v) > V= Vi +2 ) &
k=j+1

On considere V;, W; et 6; comme des variables aléatoires.

Théoréme amélioré pour V;

Soient X, ..., Xy_1 des variables aléatoires deux a deux
indépendantes avec P[X; = k] = (1 —p~1)-p .
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Retour sur les pertes de précision

Pertes de précision dans I'algorithme d’Euclide :
d

N—(N—=v) > V= Vi +2 ) &
k=j+1

On considere V;, W; et 6; comme des variables aléatoires.

Théoréme amélioré pour V;

Soient X, ..., Xy_1 des variables aléatoires deux a deux
indépendantes avec P[X; = k] = (1 —p~1)-p .
[loi géométrique discréte de paramétre (1 — p~")]
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Retour sur les pertes de précision

Pertes de précision dans I'algorithme d’Euclide :
d
N=(N=v) > V= Vi +2 > o
k=j+1

On considere V;, W; et 6; comme des variables aléatoires.

Théoréme amélioré pour V;

Soient X, ..., Xy_1 des variables aléatoires deux a deux
indépendantes avec P[X; = k] = (1 —p~1)-p .
[loi géométrique discréte de paramétre (1 — p~")]
d
Alors V; suit la méme loi que : Y~ min(Xi_x, Xj—k11, .. Xjsx)
k=0
ou par convention X; = +oo pour i < 0 et X; = 0 pour i > d.
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Une version stable de
I"algorithme d’Euclide
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Une méthode naive
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Une méthode naive

[ ] [ ] [ ] [ ]
[ ]
[ ]
401
[ ]
[ ] [ ] [ ] L]
[ ]
[ ] [ ]
[ ]
301
[ ] [ ] [ ] [ ] [ ]
L ]

[ ]
201

[ ) ° e o o o

[ ]
104
[ ]
[ ] [ ] [ ] [ ]
[ ]
[ ] L ]
[ ]

O<>

0 10 20

Xavier Caruso



Une méthode adaptative
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Une méthode adaptative

Lemme clé
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Une méthode adaptative

Lemme clé
On suppose 2V, 1 < N.

Toute perturbation de (R;1, R;) par un O(pN+2Vi+1) est induite
par une perturbation de (A, B) par un O(p").
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Une méthode adaptative

Lemme clé
On suppose 2V, 1 < N.

Toute perturbation de (R;1, R;) par un O(pN+2Vi+1) est induite
par une perturbation de (A, B) par un O(p").

Démonstration par le calcul différentiel
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Une méthode adaptative

Lemme clé
On suppose 2V, 1 < N.

Toute perturbation de (R;1, R;) par un O(pN+2Vi+1) est induite
par une perturbation de (A, B) par un O(p").

Démonstration par le calcul différentiel

Une itération dans I’algorithme
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Une méthode adaptative

Lemme clé
On suppose 2V, 1 < N.

Toute perturbation de (R;1, R;) par un O(pN+2Vi+1) est induite
par une perturbation de (A, B) par un O(p").

Démonstration par le calcul différentiel

Une itération dans I'algorithme
Entrée : le couple (Rj.1, R)) & précision O(pN+2Yi+1)
Sortie : le couple (R;, Rj_1) & précision O(p"+2Y)
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Une méthode adaptative

Lemme clé
On suppose 2V, 1 < N.

Toute perturbation de (R;1, R;) par un O(pN+2Vi+1) est induite
par une perturbation de (A, B) par un O(p").

Démonstration par le calcul différentiel

Une itération dans I'algorithme

Entrée : le couple (Rj.1, R)) & précision O(pN+2Yi+1)

Sortie : le couple (R;, Rj_1) & précision O(p"+2Y)
@ relever (Rj.1, R;) a précision O(pN+2Vi+2Vii1)
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Une méthode adaptative

Lemme clé
On suppose 2V, 1 < N.

Toute perturbation de (R;1, R;) par un O(pN+2Vi+1) est induite
par une perturbation de (A, B) par un O(p").

Démonstration par le calcul différentiel

Une itération dans I'algorithme

Entrée : le couple (Rj.1, R)) & précision O(pN+2Yi+1)

Sortie : le couple (R;, Rj_1) & précision O(p"+2Y)
@ relever (Rj.1, R;) a précision O(pN+2Vi+2Vii1)
@ calculer R;_; a précision O(pN+2%)
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Une méthode adaptative

Lemme clé
On suppose 2V, 1 < N.

Toute perturbation de (R;1, R;) par un O(pN+2Vi+1) est induite
par une perturbation de (A, B) par un O(p").

Démonstration par le calcul différentiel

Une itération dans I'algorithme

Entrée : le couple (Rj.1, R)) & précision O(pN+2Yi+1)

Sortie : le couple (R;, Rj_1) & précision O(p"+2Y)
@ relever (Rj.1, R;) a précision O(pN+2Vi+2Vii1)
@ calculer R;_; a précision O(pN+2%)
@ renvoyer (R;, R;_1) a précision O(pN+2Y)
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Une méthode adaptative

wl j=20
V=0

Vis1 =0
30 1
201
101
O<>
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Une méthode adaptative

wl j=19
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Une méthode adaptative
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Une méthode adaptative

wl j=18
V=3

Vis1 =0
30 1
201
101
O<>
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Une méthode adaptative

wl j=18
V=3

Vis1 =0
30t
]
101
O<>

0 1§0 20
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Une méthode adaptative

wl j=18
V=3

Vis1 =0
30 1
20+ e o
10+
00

0 1§0 20
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Une méthode adaptative

wl j=18
V=3

Vis1 =0
30 1
204+ [ ] [ ] [ ]
101
O<>

0 1§0 20
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Une méthode adaptative

w0l j=17
V=3

Vi1 =3
30t
201 e
101
O<>

0 1§0 20
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Une méthode adaptative

w0l j=17
V=3

Vi1 =3
30t
201 o o
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Une méthode adaptative

w0l j=17
V=3

Vi1 =3
30t
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Une méthode adaptative

w0l j=17
V=3

Vi1 =3
301
201 °
104
O<>
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Une méthode adaptative

w0l j=17
V=3

Vi1 =3
301
201 ¢ ¢
104
O<>

0 1§0 20
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Une méthode adaptative

wl j=16
V=0

Vi1 =3
30 1
201 o o
101
O<>

0 1§0 20
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Une méthode adaptative

wl j=16
V=0

Vi1 =3
30 1
201 o o
101
O<>
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Une méthode adaptative

wl j=16
V=0
Vi1 =3

201 I °
° [ ] [ ] [ ]
101
ol
0 10 20

Xavier Caruso Résultants et sous-résultants de polynémes p-adiques



Une méthode adaptative

wl j=15
V=0

Vis1 =0
30 1
201
101
O<>
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Une méthode adaptative
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Une méthode adaptative

w0l j=14
V1

Vis1 =0
30t
201
101
O<>
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Une méthode adaptative

w0l j=14
=1

Vis1 =0
30 1
201
101
O<>
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Une méthode adaptative
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Une méthode adaptative
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Une méthode adaptative
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Une méthode adaptative

w0l j=13
V=2

Vigg =1
30 +
201 T T
104
O<>

0 1§0 20
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Une méthode adaptative

w0l j=13
V=2

Vipr =1
301
201 ¢
104
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Une méthode adaptative

w0l j=13
V=2

Vipr =1
301
201 .
104
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Une méthode adaptative

wl j=13
V2

Vipr =1
30 T
201 3
101
O<>

0 1§0 20
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Une méthode adaptative

w0l j=12
V=2

Vigr =2
30t
20+ o o
101
O<>

0 1§0 20
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Une méthode adaptative

w0l j=12
V2

Vigr =2
30t
8
101
O<>
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Une méthode adaptative
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Une méthode adaptative

w0l j=12
V=2

Vigr =2
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201 R
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Une méthode adaptative

w0l j=12
V=2

Vigr =2
30t
.¢
101
O<>
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Une méthode adaptative

w0l j=11
=1

Vigr =2
30t
20+ o o
101
O<>

0 1§0 20
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Une méthode adaptative

w0l j=11
V=1

Vigr =2
30t
20t i1
101
O<>

0 1§0 20
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Une méthode adaptative

w0l j=1
V=1

Vigr =2
301
201 *
104
O<>

0 1§0 20
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Une méthode adaptative

w0l j=1
V=1

Vigr =2
301
201 *
104
O<>
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Une méthode adaptative

w0l j=1
V=1

Vigr =2
301
201 I °
104
O<>

0 1§0 20

Xavier Caruso Résultants et sous-résultants de polynémes p-adiques



Une méthode adaptative

wl j=10
V=0

Vipr =1
30t
201
101
O<>
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Une méthode adaptative

wl j=10
V=0

Vipr =1
30t
201
101
O<>

0 1§0 20
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Une méthode adaptative

401

30 T

20 T

j=10
V=0
Vipr =1

[ 1o )
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Une méthode adaptative

o} /=9
V=0
Vis1 =0
30t
20+
[ ] o [ ] [ ]
101
O<>
0 1§0 20
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Une méthode adaptative

o} /=9
V=0
Vis1 =0
30t
20+
[ ] [ ] o [ ] [ ]
101
O<>
0 1§0 20

Xavier Caruso Résultants et sous-résultants de polynémes p-adiques



Une méthode adaptative

o} j=8
V=3
Vis1 =0
30t
20+
[ ] [ ] [ ] [ ]
101
O<>
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Une méthode adaptative

o} j=8
V=3

Vis1 =0
30t
| ]
101
O<>

0 1§0 20
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Une méthode adaptative

o} j=8
V=3

Vis1 =0
30t
204 [ ] [ ]

[ ] [ ]

101
O<>

0 1§0 20
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Une méthode adaptative

o} j=8
V=3

Vis1 =0
30t
204 ° [ ] [ ]

[ ] [ ]

101
O<>

0 1§0 20
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Une méthode adaptative

o} j=7
V=0

Vi1 =3
30t
204 ° [ ]

[ ] [ ]

101
O<>

0 1§0 20
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Une méthode adaptative

o} j=7
V=0

Vi1 =3
30t
204 ° [ ]

[ ] [ ] [ ]

101
O<>

0 1§0 20
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Une méthode adaptative

wf =7
=0

Vi1 =3
30 1
201 I °
104
O<>

0 1§0 20
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Une méthode adaptative

o} j=6
V=0
Vis1 =0
30t
20+
[ ] L] [ ] [ ]
101
O<>
0 1§0 20
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Une méthode adaptative

o} j=6
V=0
Vis1 =0
30t
20+
[ ] [ ] L] [ ] [ ]
101
O<>
0 1§0 20
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Une méthode adaptative

o} J=93
V=0
Vis1 =0
30t
20+
[ ] [ ] [ ] [ ]
101
O<>
0 1§0 20
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Une méthode adaptative

o} J=93
V=0
Vis1 =0
30t
20+
[ ] [ ] [ ] [ ] [ ]
101
O<>
0 1§0 20

Xavier Caruso Résultants et sous-résultants de polynémes p-adiques



Une méthode adaptative

o} j=4
V=0
Vis1 =0
30t
20+
[ ] [ ] [ ] [ ]
101
O<>
0 1§0 20
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Une méthode adaptative

o} j=4
V=0
Vis1 =0
30t
20+
[ ] [ ] [ ] [ ] [ ]
101
O<>
0 1§0 20
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Une méthode adaptative

o} j=3
V=0
Vis1 =0
30t
20+
[ ] [ ] [ ] [ ]
101
O<>
0 1§0 20
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Une méthode adaptative

o} j=3
V=0
Vis1 =0
30t
20+
o [ ] [ ] [ ] [ ]
101
O<>
0 1§0 20
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Une méthode adaptative

ol J=2
=1
Vis1 =0
30t
20+
o [ ] [ ] [ ]
101
O<>
0 1§0 20
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Une méthode adaptative

ol J=2
=1
Vis1 =0
30 1
201
[ d [ 3
¢ o o
101
O<>
0 1§0 20
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Une méthode adaptative

ol J=2
=1
Vis1 =0
30t
20+
o [ ]
[ ] [ ]
101
O<>
0 1§0 20
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Une méthode adaptative

ol J=2
=1
Vis1 =0
30t
20+
[ ] o [ ]
[ ] [ ]
101
O<>
0 1§0 20
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Une méthode adaptative

o} J=1
V=0
Vigr =1
30t
20+
[ ] o
[ ] [ ]
101
O<>
0 1§0 20
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Une méthode adaptative

o} J=1
V=0
Vigr =1
30t
20+
[ ] o
[ ] [ ] [ ]
101
O<>
0 1§0 20
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Une méthode adaptative

w! j=1
V=0
Vigg =1
30 +
201
3 [ ]
[ ] [ ] [ ] [ ]
101
O<>
0 1§0 20
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Une méthode adaptative

401
304
201
[ ] [ ]
101
O +
0 10 20
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Comparaison des méthodes

[ ] [ ] [ ] [ ]
[ ]
[ ]
401 .
[ ] [ ] [ ] L]
[ ]
[ ] [ ]
[ ]
304
[ ] [ ] [ ] [ ] [ ] [ ] [ ]
L ]
[ ]
[ ] [ ]
[ ] [ ] [ ] [ ] [ ] [ ] [ ]
201
[ ] [ ] [ ] [ ] [ ]

[ ] [ ] [ ] [ ] [ ] [ ]

101
O +
0 10 20
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Comparaison des méthodes

500 T
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Conclusion
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Vers les < p-adiques flottants > ?

Xavier Caruso Résultants et sous-résultants de polynémes p-adiques



Vers les < p-adiques flottants > ?

Concept

Xavier Caruso Résultants et sous-résultants de polynémes p-adiques



Vers les < p-adiques flottants > ?

Concept
On calcule avec un nombre de chiffres significatifs fixé a priori.
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Vers les < p-adiques flottants > ?

Concept

On calcule avec un nombre de chiffres significatifs fixé a priori.
On compléte par des zéros quand cela est nécessaire.
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Vers les < p-adiques flottants > ?
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Xavier Caruso Résultants et sous-résultants de polynémes p-adiques



Vers les < p-adiques flottants > ?

Concept

On calcule avec un nombre de chiffres significatifs fixé a priori.
On compléte par des zéros quand cela est nécessaire.

Inconvénient
Aucune garantie sur I'exactitude des chiffres du résultat calculé.

Avantages (potentiels)
Implémentation plus simple (et possiblement plus rapide).

Xavier Caruso Résultants et sous-résultants de polynémes p-adiques



Vers les < p-adiques flottants > ?

Concept
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Vers les < p-adiques flottants > ?
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[ beaucoup = bien plus que ceux prédits par un suivi naif de la précision ]
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Vers les < p-adiques flottants > ?
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Vers les < p-adiques flottants > ?

Concept

On calcule avec un nombre de chiffres significatifs fixé a priori.
On compléte par des zéros quand cela est nécessaire.

Inconvénient
Aucune garantie sur I'exactitude des chiffres du résultat calculé.

Avantages (potentiels)
Implémentation plus simple (et possiblement plus rapide).

En moyenne, beaucoup de chiffres pourraient étre corrects.

[ beaucoup = bien plus que ceux prédits par un suivi naif de la précision ]
Exemples : @ calcul des sous-résultants

@ résolution d’équations différentielles

@ calcul de la décomposition LU d’'une matrice

@ calcul de la suite de SOMOS 4
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Merci pour votre attention
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