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En 1988, Sakata a généralisé l’algorithme de Berlekamp – Massey [Ber68,
Mas69] à la dimension n. Cet algorithme, connu sous le nom de Berlekamp –
Massey – Sakata [Sak88, Sak90], peut être utilisé pour calculer une base
de Gröbner de l’idéal, de dimension 0, des relations vérifiées par une table.
Nous étudions ce problème en utilisant des techniques d’algèbre linéaire, dans
l’esprit de ce qui a été fait pour Berlekamp – Massey [KY13], afin d’améliorer,
par exemple, les algorithmes de changement d’ordre [FGLM93].

En dimension 1, les suites récurrentes linéaires à coefficients constants
sont des objets classiques. En dimension n ≥ 2, on peut trouver dans la
littérature plusieurs définitions de telles suites qui ne sont pas toutes équiva-
lentes [CN92, SH95]. Nous proposons une définition qui étend les propriétés
qu’ont de telles suites en dimension 1. En particulier, cette définition permet
de caractériser exactement l’idéal des relations et la série génératrice.

Nous présentons aussi plusieurs algorithmes pour calculer une base de
Gröbner de l’idéal des relations. Le premier, requérant beaucoup d’éléments
de la table, est l’analogue d’un changement de variables linéaire sur l’idéal
des relations. Cette méthode probabiliste permet essentiellement, sous des
hypothèses de généricité, de ramener le problème à celui du calcul des rela-
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tions de récurrence d’une suite de dimension 1 et donc à un unique appel à
l’algorithme de Berlekamp – Massey.

Il n’est pas rare que la connaissance d’un élément de la table puisse être
coûteuse. C’est pourquoi, nous nous plaçons ensuite dans le modèle boîte
noire en cherchant à minimiser le nombre d’appels à la table dans notre
modèle de complexité. Nous proposons alors un second algorithme effectuant,
en général, moins d’appels.

Cet algorithme, à la FGLM, permet de calculer les relations en se ra-
menant à l’extraction d’une sous-matrice de rang maximal d’une matrice
multi-Hankel (une généralisation à plusieurs variables d’une matrice de Han-
kel). De plus, nous présentons une version adaptative de ce second algorithme
réduisant d’avantage le nombre de requêtes à la table.

Le nombre d’appels par le second algorithme peut être estimé précisément
par le nombre d’éléments distincts d’une matrice multi-Hankel. Ce nombre
est aussi lié à la géométrie de l’escalier final de la base de Gröbner. Ainsi,
dans les cas favorables comme celui où l’escalier est convexe, la complexité
est essentiellement linéaire en la taille de la sortie.

Les techniques d’algèbre linéaire permettent aussi d’estimer la complexité
du second algorithme. En effet, lorsque l’ordre monomial utilisé pour le calcul
est un ordre LEX, les matrices multi-Hankel sont des matrices bloc-Hankel
avec des blocs imbriqués, dites Hankel à plusieurs à niveaux [FT00]. Nous
pouvons alors utiliser l’algorithmique rapide [BJS07] des polynômes comme
dans le cas des matrices de Hankel pour l’algorithme de Berlekamp – Massey.

En application directe à ceci, nous décodons des codes cycliques en dimen-
sion n > 1, une généralisation des codes de Reed Solomon. Nous proposons
aussi un algorithme pour le calcul de séries génératrices de suites récurrentes
linéaires à coefficients constants.
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