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Un probléme classique : racines d'un polynéme
o FeK[Y], K=Q(a) ou K=Fy ~+ éléments de K

° F(Y):Y2—3Y—|—2’\»y1=1, Y2 =2,

o F(Y)=Y?— Y41 ~ y =4 y,=8 (K = Fi1)
~o1 = 1+2\/§7 Y2:%§ (K:Q)

~  y1=1618, y, = —0.618 (K = C)
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Un probléme classique : racines d'un polynéme

o FeK[Y], K=Q(a) ou K=Fy ~+ éléments de K

° F(Y)—Y2—3Y—|—2’\»y1=1, Y2 =2,

oF(Y):Y2—Y+1 ~ y1=4 y,=28 (K =TFy,)
~o1 = 1+2\/§7 Y2:1_T\/§ (K:Q>
~ y; =1.618, y» = —0.618 (K = C)

o F e K[X][Y] ~ polynémes ?

Y2 (2X+3) Y+ X2 43X +2 ~ Yi(X)=1+X
€ K[X]
Ya(X) =2+ X
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Un probléme classique : racines d'un polynéme
o FeK[Y], K=Q(a) ou K=Fy ~+ éléments de K

° F(Y):Y2—3Y+2’\»y1=1, Y2 =2,
oF(Y):Y2—Y+1 ~ y1=4 y,=28 (K =TFy,)

1+2«/§ 1—2\f5 (K =Q)

—0.618 (K = C)

~oNn = ) Y2
~ y =1618, y»

o F € K[X][Y] ~ séries de Taylor?

Y2-2X+3) Y+ X243X+2 ~ YVi(X)=1+X
Y;(X):2+X} SR
1-X)Y -1~Yi(X)=1+X+X>+... € K[[X]]
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Un probléme classique : racines d'un polynéme
o FeK[Y], K=Q(a) ou K=Fy ~+ éléments de K

° F(Y):Y2—3Y+2’\»y1=1, Y2 =2,
oF(Y):Y2—Y+1 ~ y1=4 y,=28 (K =TFy,)

1+2«/§ 1—2\f5 (K =Q)

—0.618 (K = C)

~oNn = ) Y2
~ y =1618, y»

o F e K[X][Y] ~ séries de Laurent?

Y2 (2X4+3)Y+X243X+2 ~ Yi(X)=1+X
€ K[X]

Ya(X) =2+ X
X2(1-X)Y -1~ V(X)) = X2+ X141+ X +... € K((X))
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Un probléme classique : racines d'un polynéme
o FeK[Y], K=Q(a) ou K=Fy ~+ éléments de K

° F(Y):Y273Y+2’\»y1=1, Y2 =2,
o F(Y)=Y?-Y4+1 ~ y;=4 y,=38 (K =TFy,)

1+2«/§ 1—2\f5 (K =Q)

—0.618 (K = C)

~oNn = ) Y2
~ y =1618, y»

o F e K[X][Y] ~ séries de Laurent?

Y2 (2X4+3)Y+X243X+2 ~ Yi(X)=1+X
€ K[X]
Ya(X) =2+ X
X2(1-X)Y -1~ V(X)) = X2+ X141+ X +... € K((X))
Y3 — X
~ Yi(X) =& VX, & =1 € K[x/?|
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Un probléme classique : racines d'un polynéme
o FeK[Y], K=Q(a) ou K=Fy ~+ éléments de K

° F(Y):Y273Y+2’\»y1=1, Y2 =2,
o F(Y)=Y?-Y4+1 ~ y;=4 y,=38 (K =TFy,)

1+2«/§ 1—2\f5 (K =Q)

—0.618 (K = C)

~oNn = ) Y2
~ y =1618, y»

o F e K[X][Y] ~ séries de Laurent?

Y2-(2X+3)Y+X2+43X+2 ~ Yi(X)=1+X
€ K[X]
Yo(X) =2+ X
X2(1-X)Y -1~ V(X)) = X2+ X141+ X +... € K((X))
(1+X)2?Y2-2(X+1)Y-X+1
~YiX)=14+EX2 X e X321 X2+ ... e K[[XV]
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Un probléme classique : racines d'un polynéme
o FeK[Y], K=Q(a) ou K=Fy ~+ éléments de K

° F(Y):Y273Y+2’\»y1=1, Y2 =2,
o F(Y)=Y?-Y4+1 ~ y;=4 y,=38 (K =TFy,)

1+2«/§ 1—2\f5 (K =Q)

—0.618 (K = C)

~oNn = ) Y2
~ y =1618, y»

o F e K[X][Y] ~ séries de Puiseux

Y2-(2X+3)Y+X2+43X+2 ~ Yi(X)=1+X
€ K[X]
Ya(X) =2+ X
X2(1-X)Y -1~ V(X)) = X2+ X141+ X +... € K((X))
X2(1+X)PY2-2(X+1)Y-X+1
~ Yi(X) =X g X1 X2 4 € K((x%?))

v
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Séries de Puiseux

Théoreme (Puiseux, 1850)

Il existe ey, - - ,es € N* tels que dy =Y ;_; e et F (vu comme un
polynéme univarié en Y') posséde dy racines distinctes dans
K((X — x0)) qui peuvent s'écrire de la fagon suivante :

o0
Yi(X) = ain (X - Xo)‘"ﬁ"
k=n;
avec :
00<j<e—-1,1<i<s,
° ni €EZ, ajp #0

o (¢, racine primitive de l'unité d'ordre e;

De plus, {c «} appartiennent a une extension finie de K.
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Racines de F € K[X][Y]

C={(x.y) € C*| F(x.y) = 0}
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Racines de F € K[X][Y]
o Fibre en xg € C : F(xp) = {racines de F(xp, Y) = 0}.

C={(x.y) € C*| F(x.y) = 0}
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Racines de F € K[X][Y]

o Fibre en xg € C : F(xp) = {racines de F(xp, Y) = 0}.

o Point régulier : #F(xp) = dy.
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Racines de F € K[X][Y]
o Fibre en xg € C : F(xp) = {racines de F(xp, Y) = 0}.
o Point régulier : #F(xp) = dy.

o Point critique : #F(xp) < dy. -

= racines de Resy(F, Fy).

C={(x.y) € C*| F(x.y) = 0}
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Racines de F € K[X][Y]

o Fibre en xg € C : F(xp) = {racines de F(xp, Y) = 0}.

o Point régulier : #F(xp) = dy.

dy séries de Taylor :

oo

= 3" (X )

k=0
(Théoréme des fonctions implicites)
o Point critique : #F(xp) < dy.

= racines de Resy(F, Fy).

adrien.poteaux@univ-lillel.fr

C={(x.y) € C*| F(x.y) = 0}

Séries de Puiseux



Racines de F € K[X][Y]

o Fibre en xg € C : F(xp) = {racines de F(xo,

o Point régulier : #F(xp) = dy.

dy séries de Taylor :

5 alk

(Théoréme des fonctions implicites)
o Point critique : #F(xp) < dy.

= racines de Resy(F, Fy).
Séries de Puiseux :

o0

YU(X) . Z e Qje,f (X - XO)

k=n;
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Y) =0}.

C={(x.y) € C*| F(x.y) = 0}
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Partie singuliére

rij
Lk
Yi(X) = Z Qi glef X + termes suivants

k=n;
rij est I'indice de régularité; r; = rjj pour 1 < j < ¢
Termes suivants : calculés par exemple via Newton quadratique
Kung & Traub 1978 [All Algebraic Functions Can Be Computed Fast]

Exemple

|

F=TJ(Y = Si(X)) + XY avec
S

0 S =X+X2+ X3 17X+ XP+ X0 4 XT — X152 4,
0 So=X+X2+ X3 417X+ X5+ XO 4 XT 4 X152 ¢ ..
0 S3=X+X2+X34X+...
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Cet exposé : complexité arithmétique sur [

o Article associé : Improving Complexity Bounds for the
Computation of Puiseux Series over Finite Fields (ISSAC'15)

o Les références numérotées / les numéros de pages sont celles
de ce papier.

On ne considére pas :

o croissance des coefficients / complexité binaire sur K = Q

o expliqué dans Chistov [12], Walsh [53,54]

o stratégie symbolique / numérique P. & Rybowicz [39,41.. ]

On suppose p > degy (F) (comme dans P. & Rybowicz [39,41])
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’ Séries de Puiseux ‘

h\ 2

’ Groupe de monodromie‘

’Theoreme d’ Abel Jacobi efFectlf‘

VN

Calcul formel : Physique :
Intégration de fonctions algébriques Equations KdV & KP

Solutions algébriques d'EDOs
Théorie de Galois différentielle
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Séries de Puiseux et monodromie locale

HX,Y)= (Y3 =X)(Y -1)2=X)(Y —2—-X?)+ X2 Y®

2-3X2-3X3+...

= e=1: l-cycle.

1+ ¢ X2+ 1¢ixz + .-

= e =2: 2-cycle.

GX3+1X3 4+ 5CXT + -
= e =3: 3-cycle.

La monodromie locale -Rxl\c—_‘é
correspond aux indices de ramification!
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Calcul d'une série de Puiseux : idée et outils

FIX,Y)=Yl - Y3X +5Y4X3 —2Y*X +4Y2X% + X5 -3 x*
—— But: Y(X)=aX9 +--- st. F(X,Y(X))=0
F(X,aXd+) =aX® +a5X 7 4508 X% 13
2t X T 142X X5 3 X

o On doit annuler au moins deux termes !

— (m, q) t.q. deux exposants soient identiques
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Support d'un polynéme

F(X,Y) =YX+ Y X 45 YAX3 2 YA X 44 Y2 X2+ YOX° -3 YOX*

o Supp(F)= {(i,j) € N* | a; # 0}

5
4

3l .

) R o

T | o e
0 2 4 5 6
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Choix de (m, g) qui augmente I'ordre en X7

FIX,Y)=Yo+ VX +5Y4X3 —2V4X +4Y2X% 4 X°> —3X*

e Supp(F)= {(/,/j) € N* | a;; # 0}

5%
« (m, q) pour annuler deux termes? 4t
~» au moins 2 points sur mi +qj =/ 3 o
« augmenter |'ordre en X 7?7 2 .
~» pas d'autre point sous cette droite 1 s o
0 2 4 5 6
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Choix de (m, g) qui augmente I'ordre en X7

FIX,Y)= YO+ Y3X +5Y4X3 —2V*X +4Y2X? 4 X5 -3X*

o Supp(F)= {(i,Jj) € N* | a; # 0}

5
« (m, q) pour annuler deux termes? 4
~» au moins 2 pointssur mi+qj =1 3L, N
+ augmenter |'ordre en X ? 2 T
~» pas d'autre point sous cette droite 1 o
(A1) i +2j =6 est une telle droite 0 5 4 5
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Choix de (m, g) qui augmente I'ordre en X7

FIX,Y)=YO + ¥Y3X +5Y4X3 —2¥4X +4Y2X? 4 X5 - 3X*

e Supp(F)={(/,j) € N* | a;; # 0}

54
« (m, q) pour annuler deux termes? "
~» au moins 2 points sur mi +qj =/ 3 o
« augmenter |'ordre en X 7?7 2 .
~» pas d'autre point sous cette droite 1 \\\ e e
(A1) i +2j =6 est une telle droite 0 5 \;1 5 6

(A2) i+ j =4 aussi
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Polygone de Newton

FIX,Y)=Y+ VX +5Y4X3 —2V4X +4Y2X% 4 X°> —3X*

e Supp(F)={(/,/j) € N* | a;; # 0}

— N(F) : partie inférieure de
I'enveloppe convexe de Supp(F).

adrien.poteaux@univ-lillel.fr Algorithme de Newton-Puiseux



Choix de o qui augmente |'ordre en X 7

FIX,Y)= Y+ ¥Y3X +5Y4X3 —2V*X +4Y2X? 4 X5 -3X*

o Supp(F)= {(i,j) € N* | a; # 0}

5

— N(F) : partie inférieure de

I'enveloppe convexe de Supp(F). 4
3 .
F(T?,aT)=(a® —2a* +4a?) T®

2

378+ T+ (5a*+1)TH0+ ...
1 °
0 2 4 5 6
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Polynéme caractéristique

FIX,Y)=Y+ VX +5Y4X3 —2V4X +4Y2X% 4 X°> —3X*

e Supp(F)={(/,/j) € N* | a;; # 0}

5e
— N(F) : partie inférieure de
I'enveloppe convexe de Supp(F). 49
3 .
F(T?,aT)=(a®—2a* +4a?) T®
2
3T 4+ TT+ (50 +1)T0+ ...
1 °
Polynéme caractéristique :
0 2 4 5

on(B)=p>—2p+4
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Algorithme de Newton-Puiseux rationnel Duval [22,23]

Pour chaque aréte A de N(F)
S
— Factoriser ¢p = H qSkMk
k=1

— Pour chaque facteur ¢y, RNP-shift :

F(EX9, XM (&L +Y))
X!

HA,&( (Xv Y) =
avec

&k t.q. di(ék) =0,

- (u,v) tel que ug—vm=1.

— Appels récursifs : {Ha ¢, ; Mic > 1}a e,
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Développements de Puiseux rationnels
Définition (Duval, 1989)

o F irréductible dans K[X, Y] : « un développement par place »

Ri(T) = (Xi(T), Yi(T)) = /\iTe”iﬁi,ka e K((T))?

k=n;
avec

0 e>0,n€Z N\ #0, etBi, #0,
o paramétrisation irréductible : R;(T) ¢ K((T*)) pour r > 1
o Ri(T) invariant par I'action du groupe de Galois G(K/K)
o F=Fy---F, sans carré : {dvts de Puiseux rationnels de Fy} )

Sil'on note: - p le nombre de développements rationnels.
- K le corps des coefficients de R; et f; = [K; : K].

p
Zeifi = dy
i—1

Théoréme :
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Lien avec la factorisation.

Développements de Puiseux rationnels :

P
F =[] Fiavec Fi irreductible dans K[[X]][Y]
i=1

Action du groupe de Galois :
fi
Fi = H F;; avec Fj irréductible dans K[[X]][Y]
j=1

Séries de Puiseux :

e,-—1

Fio= Ag [ (Y - S,-J-(Xl/e"cek,.)) avec S;; € K[[X]]
k=0
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Etat de I'art (Newton-Puiseux)

o Newton (1676) : donne le principe.

(]

Puiseux (1850) : premiére procédure.

(+]

Chystov 1986 [12] : complexité binaire polynomiale.

Duval 1989 [23] : algorithme rationnel — O(D?) op. dans K.

(]

Walsh 2000 [54] : O (dy**dx*) (algo classique).

(]

Walsh 1999 [53] : taille polynomiale des coefficients de certains
développements rationnels.

(7]

P. & Rybowicz 2008 [39, 40] : algorithme en O"(D®) op. dans K.

(]
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Etat de I'art (complexité arithmétique)

o variantes de I'algorithme Newton-Puiseux
o Duval [22, 23] — O(D?)
o P. & Rybowicz [39, 40] — O"(D®)

o Factorisation dans Fg[[X]][Y] ou F4[[X]][Y] (algorithme de
Montes)

o Bauch, Nart & Stainsby [3] : O°(D®), test d'irreducibilité test
O (D%

o voir aussi Pauli [37, 38], Ford & Veres [25]
o méthodes a la Hensel
o Sasaki, Inaba, Kako [28, 44, 45]

o Berthomieu, Quintin, Lecerf [5] (cas particulier)
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JNCF'08 / ISSAC'08

on note vg = vx(Discy(F)); P. & Rybowicz [39, 40] :

o Un RNP-shift mod XN : O"(N dy),

N+

0 dy
F(X,Y) F'(X, Y)=F('X9,XmY)

o Borne de troncation : N < vg,

o Nombre d'étapes borné par ve.

N
0 dy
F”(X, Y) _ F (X;<\7+£")

— complexité en O"(vZ dy) C O (dx?dy®) C O°(D®)
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Contributions : amélioration de I'algorithme Newton-Puiseux

o astuce d'Abhyankhar : moins d'étapes (O(dxdy) — O"(dy))
— polyndme distingué nécessaire.

o Factorisation de F dans Fg[[X]][Y] au fur et & mesure de
I'algorithme

— réduit dy pour les appels récursifs,

— rend le polynéme distingué.

= nouvel algorithme en O"(D*).

o Factorisation rapide de F selon le polygone de Newton
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Moins d'étapes?
Idée : Réduire dy a chaque étape
Comment 7 Calcul direct des racines communes
Abhyankar [1] : Si F est unitaire,
dy—2
o G(X,Y)=F(X,Y+Aq_1(X)/dy) =Y+ > Be(X) Y*
k=0
@ On ne peut avoir N(G) = A, g =1et ¢pa(T) = (T — &)

= nombre d'étapes en O(plog(dy)).
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Moins d'étapes?
Idée : Réduire dy a chaque étape
Comment 7 Calcul direct des racines communes

Abhyankar [1] : Si F est unitaire,
dy—2
o G(X,Y)=F(X,Y+Aq_1(X)/dy) =Y+ > Be(X) Y*
k=0

@ On ne peut avoir N(G) = A, g =1et ¢pa(T) = (T — &)

= nombre d'étapes en O(plog(dy)).

Exemple 2 p. 303 :
Sy =X+ X2 X 17 XY 4+ X5 4 X6 4 X7 — X15/2
Sy =X+ X7 4 X0 417X 4+ X5 4+ XO 4 X7 4 X15/2
S3 =X+ X%+ X3+ X4
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Moins d'étapes?
Idée : Réduire dy a chaque étape
Comment 7 Calcul direct des racines communes

Abhyankar [1] : Si F est unitaire,
dy—2
o G(X,Y)=F(X,Y +Aq_1(X)/dy) = Y+ Y Bi(X) Y*
k=0

@ On ne peut avoir N(G) = A, g =1et ¢pa(T) = (T — &)

= nombre d'étapes en O(plog(dy)).

Exemple 2 p. 303 :
S1=X4+X2+ X317 X+ X0 4 X0 4 X7 — x15/2
So =X+ X2+ X34+ 17 X4+ X5+ X0 4 X7 4 x15/2
S3=X+ X2+ X3+ X*
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Théoréeme de préparation de Weierstrass

Aprés un RNP-shift : o G(0,Y) = Y9p(Y) avec p(0) # 0,

@ Lemme de Hensel :
G =HP in Fg[[X]][Y] avec :

- H unitaireen Y,

~ H(0,Y) = Y¢,
o Algorithme :

@ Lemme de Hensel modulo XVN+1,

Q Appels récursifs avec H(X, Y).

d dy(G)
o Complexité : O (dy N)
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Complexité s = #{(A,8)}

@ Abhyankar : shift bivarié O (Ndy)
@ RNP-shift : un par (A,¢) sk O°(N dy)
© Théoréme de préparation de Weierstrass sk O"(N dy)

@ Appels récursifs.

o Total : Zsk € O(plog(dy)) O (pNdy)
K

o N = ve(= vx(Discy(F))) O (pvedy) C O (dx dy?)

o Factorisations P. & Rybowicz [39,40] O (dy? + dy?log(q))
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Calcul de complexité fin : famile d'exemples

Exemple (exemple 3, p. 305)

N
F(X,Y) = H(Y—Sk) avec

k=1

Si(X) = 2X

SX) = X+2Xx?

SN_l(X) = X + X2+...+XN—2+2xN—1
Su(X) = X4 XP4...4xN24 xN-1poxV
o p=dy =N, dx cO(N?). ve € O(N?) = ©(dxdy).

o Costis N3 x (N4 (N —1)+---+3+2) ~ N5

— complexité en O(dxdy?>).
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Factorisation en fonction du polygone de Newton

En théorie, on a dans L[[X]][Y] :

F = £ F F3
AN
As - A1 Az As
As d; & &
dy
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Factorisation en fonction du polygone de Newton

F(X,Y) G(X,Y)=F(X%YyXm)/Xx
(As)mi+qj=1
VAN
A2 A{[
A3
dy
X™4P(X3,X9Y)
VAN de3 G3(X%,X_% Y) A,z
As
As AL
d ‘ ds d dy

Lemme de Hensel

G(X,Y) =P(X,Y)Gs(X,Y)
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Factorisation en fonction du polygone de Newton

F(X,Y) G(X,Y)=F(X%YyXm)/Xx
(As)mi+qj=1
Ay :
Az A;.
As
dy
X™4P(X3,X9Y)
mod X"
Az de3 Ga(X%,X—% y) A,z
N
Az As mod X AL
d ‘ ds3 d dy

Lemme de Hensel
G(X,Y)=P(X,Y)Gs(X,Y) G(0,Y) = Yg3(Y)
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Factorisation en fonction du polygone de Newton

Lebreton, Schost, van der Hoeven [34]
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Conclusion

o Une meilleure complexité (pire des cas) au-dessus de x = 0.

O (D°) = O (D*%)

o Ne marche pas sur tous les points critiques.
o Factorisation trop colteuse,
o Devrait passer avec un algorithme a la D5

Della Dora, Dicrescenzo, Duval [20]

o Factorisation rapide selon N'(F) en utilisant Lebreton, Schost,
van der Hoeven [34]

adrien.poteaux@univ-lillel.fr Séries de Puiseux



° on calcule dy /2 séries “faciles” ~» factoriser F = G H.
o G <> 51,---, 54,2 (séries « faciles » — N € O(dx))

o H <> Sq, /241, » Sa, (séries « difficiles »)
o Probléme : G(0, Y) et H(0, Y) pas premiers entre eux,

o G et H sans racines communes, i.e. premiers dans K(X)[Y],

©

Euclide dans K(X)[Y]: Up G + Vo H =
Uo, Vo € K(X)[Y], dy(Uo) < dy(H) et dy (Vo) < dy(G)

o k= —min(vx(Up),vx(WVo)) ~ UG+ VH=XK mod XM.

()

Adaptation du lemme de Hensel 7 Ouisi M >4k
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Lemme de Hensel adapté

Ona: o F=G-H+XMa(X,Y),
o U-G+V-H=XK4XMB(X,Y); hyp: M > 4k.

On définit :
0 G=G+ XMkq.V mod X2M-2k
o A=H+ XM~*kq .U mod X2M~2k
o U=U—-(XM*kgr2XxM-2kq.U.V) U mod X2M-4k
o V=V _(XM*kgLoxM-2kq.(.V).V mod X2M—4k

adrien.poteaux@univ-lillel.fr amélioration supplémentaire ?



