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Méthode de Newton 2/14
f(zk)

Suite de Newton pour une fonction f et une valeur initiale zg : 2z 11 =21 —

f'(zk)

\\f

Il est difficile de supposer qu'un point va convergersas
vers un zéro ou non.

Dans la pratique on a besoin de critéres suffisants
rapides.



Exemple d'application : certification de I'homotopie

Pl(xay) — $2—y2—|—$—|—320 et Ql(xay) = 1’2— =0
Py(z,y) = 2?+2xy+T7y*—8y+2=0 Qa(r,y) = y?—1=0
Homotopie linéaire, par exemple :
H(z,t)=(1—1t) P(x)+tQ(z),t]0,1].
Solutions de () — Solutions de P de t =1 jusqu'a ¢t =0.
Le cas générique Risque d’erreur Certification
/é&;nﬁf' Délﬁf‘rt rﬁtrrivée
N /" j
P j \,;’F
(f"'f*‘“““:‘ A |
H-R*x__/fnxl __/T

Départ Arrivée |
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(LECERF, SAADE, 2015, Conséquence du théoréme de WANG 1999) :

— (FENYO, OSTROWSKI, ORTEGA, GRAGG ET TAPIA, 1954-1974, Théoréme
de KANTOROVICH, Version : condition Lipschitzienne classe C')

— (EZQUERRO, GONZALEZ et HERNANDEZ, 2013, Théoréme de KANTOROVICH,
Version : condition Lipschitzienne classe C!)

— (G1usTI, LECERF, SAILVY, YAKOUBSOHN, 2007, a-théorie de SMALE 1986)



Enoncé général du théoréme de Kantorovich

Notation. XY des espaces de Banach sur R ou C.
QCX un ouvert, f€CH(Q,Y), zo € Qet ||f||:=supsex,|o)=1f(2)].

Théoréme. (LECERF, SAADE, 2015, D’aprés Kantorovich) Supposons D f(xq) inver-
sible. Soit 3 > ||D f(xo) ™' f(xo)||, et L: [0, R] — Rx¢ continue croissante et positive, qui
satisfait B(xg, R) C et

|D f(zo) L (Df(b) — Df(a))|| <L(r)||b—al|,Vr€[0,R]etVa,be B(xg,r).
Soit ¢(r) = ﬁ—r%—féf(s) (r—s)ds. ¢
On suppose que ¢ admet un unique zéro

r_ dans|0, R), et que ¢(R) <0.

T_

@
To (A} T2

¢(rk)
¢’ (Tk)

La suite 1,1 =x — D f(x) "' f(x1) est définie dans B(xo,r_), et converge vers 'unique
zéro ( de f dans B(zo, R).

est définie dans (0,7 _], et converge versr _.

Alors la suite de Newton ro=0, rp 1 =1 —

De plus, on a ||¢ — x| <r_ —rp et ||[zpe1 —xp|| <rps1 — 7k
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Lemme classique. Soit A: X — X un opérateur linéaire tel que ||Al| < 1. Alors Id — A est
inversible, d'inverse (Id — A)~'=3%" _ A* etona [[(Id—A)~ || <(1—|A)"

Lemme. (LECERF, SAADE, 2015) La condition Lipschitzienne classique du théoréme
1D f (o)~ (D f(b) = D f(a))| < L(r) [|b = al|,Vr €0, R] et Va, b € B(xo, 1)

est equivalente a la condition de WANG (1999): pour tout [a,b] C B(xg, R) tel que ||a — zo|| +
Io—al <R,

lzo—all+|[b—all
|Df (o) (DF(B)— Df(@))] < / B L(s)ds.
Notation. Pour tout f € CY(2,Y), a,be (), et [ €{0,...,/}, on note
l Nk
R fr0,0)=f(0) = 3" Dhfa) O,

k=0

le reste de Taylor de f en b a l'ordre [, au voisinage de a.

Lemme de majoration. Pour tout [a,b] C B(xo, R) tel que |ja — xo||+||b—al| <R, on a :

1R1(D f (o)™ fra,0)[| < Ru(¢s[la — o], [la — ol + [|b—all).
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o (ry)r>0converge versr_: ¢"(r)=L(r) dans [0, R], '(0) =—1, ¢ convexe, décroissante.
On veut prouver par récurrence : ||z;11 — x| <7rpp1 — 7% pour tout k> 0.
o k=0:|lz1—=zol[=|Df(zo)~" fzo)l|<B=r1—T0.

e Supposons le résultat vrai pour k>0, on a

k—1 k—1
lze—zoll = > Nlwivi—zall <D (rigr—re) = rh—ro = 1 < 7.
1=0 1=0

e On décompose :

lekr1 — @l =D f(xr) =" fl@r) | = 1D f(@r) = D f(2o) [ |1D (o)~ £zl
Majoration de || D f () ' D f(x0)] :
e On utilise la condition de WANG et la majoration du reste de Taylor :
1D f (o)~ (D f(wx) = D f (o)) || <1+ ¢'(ri) <1,
e On déduit que D f(xy) est inversible et que

1 -
L—[ID f(xo) =" (D f(zr) = Df (@)l = ¢'(re)’

1D f (k) D f(2o)|| <



Preuve du théoréme — suite

Majoration de || D f(zo) ™! f(z1)] :
e Par définition de zy, :

flzr) = f(xr—1)+Df(zr-1)(xr — k1) + Ri(fizr—1,28) = Ri(fi26-1,2k).

e On combine |I'hypothése de récurrence ||z — xk—1|| <ri — 751, la définition de 7, et on
applique le lemme de majoration du reste de Taylor :

|R1(D f(zo) ™' fizr—1.21)|| < Ri(irr—1,7%)
— ¢(Tk)_¢(rk—1)_¢/(rk—1) (Tk:—?"k;—l)
= ¢(11).

e On déduit || D f(zo) ! f(zr)]| < o(rk).

Ceci démontre |I'hypothése de récurrence pour k£ + 1.
On déduit facilement :
e La suite (xx)r>0 converge vers un zéro ( de f.

La preuve de |'unicité suit des arguments dans la méme veine.



Version historique du théoréme de Kantorovich

Corollaire. (KANTOROVICH, 1948) Soit f €C'(Q,Y), z € ) tel que D f(x0) inversible.
Soient 3, A\ tels que

B2 D f(xo)~" f(zo)
1D f(zo) = (Df(b) = Df(a)ll < Allb—a
Va,be B(xg,ry)

,0<BA<1/2, B(xg,ry)CS, et
7 /8

ou r_ <r, sont les deux zéros de p(r)=\r?/2 —r+ f3. 7
r_= T+
Alors, la suite de Newton ro=0, ry11=1) — % est bien définie dans [0,r_], et converge

vers r_. La suite (xx)r>0 définie par v 1 =z — D f(x) " f(zk) est bien définie dans

B(xg,7_) et converge vers l'unique zéro ¢ de f dans B(xq, 7).

De plus, on a || —xp|| <r_ —rp et ||[xpr1— 2p|| <7rps1— 7k

Démonstration. On applique le théoréme précedent avec L(r) =\, R=7r,, et p=¢p. [
Avertissement. f(z)=2>+22?+4x+1 et 20=0dans X=Y =[-1, 1].

Avec 3= i, A= 17? et fA= 1—2 > 1/2, le critére échoue pour des polynémes de degré trois.
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Corollaire. (EzQUERRO, GONZALEZ et HERNANDEz, 2013) f ¢ Cf B >
|D f(xo)~™t f(mo)|l, vi = ||Df(xo)~! D'f(x0)l||, pour i € {2, ..., £} et Ly: [0, R] — Rxo
croissante :

1D f(2o) = (D f(b) =D f(a))ll < Le(r)[Ib—all, Yre[0,Reta,be B(xo, 7).

On suppose que

(r —s)*

T2 Tg T
Go(r) =B =1+ v25+ v+ [y Le(s) —7—ds

admet 0 <r_ <r, comme premiers zéros positifs.

Pe(ri)
. ¢(Tk) _
vers r_. La suite (x1)p>0 définie par vy 1 = 2 — D f(x)~" f(z1) est bien définie dans

B(xg,r_)et converge vers 'unique zéro ( de f dans B(xzg, 7).

Alors, la suite de Newton ro=0, rp.1=1r; —

est bien définie dans [0,7_], et converge

(=1: |Df(zo) Y (Df(b)—Df(a))|| < Killb—al .. ¢ de degré 2.
(=2 |Df(zo)" L (D2f(b)— D2f(a))| < Kallb—al ... ¢ de degré 3.

Exemple. f(z) 54222 +4x+1etazg=0dans X =Y = [-1, 1], avec ¢ = 3, 5:%,

=
Yo = % Ls(r)= g et o(r)= % —r—+ % r? + % r3 de discriminant positif, le critére s'applique.



Extension aux séries majorantes et a-théorie

Corollaire. (G1usTI, LECERF, SALVY, YAKOUBSOHN, 2007)
fec=, B=|D f(xo)~" f(zo)ll, i =D f(zo) ™" D*f(20)

Soit ¢oc: [0, R] = R, doo(r) = — 7+ X pnp

Supposons que ¢, admet un unique zéror_ >0 € [0, R), tel que B(xo, R) CQ) et ¢poo(R) <0.

, pour 1> 2.

Alors, les trois lignes de convergence...

Tl_2

Démonstration. L(r)= ¢ (r)=>",, = O

Cas particulier de I'a-théoréme de SMALE (1986) : XINGHUA WANG (1990)

1

=T pour [ >2, et on prend v, =11~ "1,

e On considere v > HDf(g;O)—l Dl];!(xo)

o R<1/7,
e La condition devient o = ﬁv<3—2\/§.

2 _ 1 ) 2 . . T
Alors ¢oo(r) =B —7+ 17_7“77“ =f-le IL_);?L 77 et les conditions du corollaire sont vérifiées.

Par ailleurs, on dispose de formules explicites simples pour borner la convergence.



Historique du théoréme de Kantorovich et de |'a-théorie

1948 : premiére version du critére de convergence, dii 8 KANTOROVICH.

N f(zo) M et [[ DA

1954-1974 : FENYO, OSTROWSKI, ORTEGA, GRAGG et TAPIA.

f(zo) Yl et[[Df(x) =D f(yI <Kz -yl
1986 : Apparition de I'a-théorie de SMALE pour des fonctions analytiques.

1990 : XingHUA WANG

Conditions : f € C?, majoration sur || f(x0)]

Conditions : f €C*, majoration sur || f(x0)]|, |

Amélioration des conditions de a-théorie de SMALE, en introduisant une fonction majo-
rante.

1993 : ZHENG DA HUANG

Conditions :f € C?, majoration sur || f(zo)ll, ||f(zo) M, [|f"(x0)] et ||D*f(z) —
D2 f(y)|| < K|z — y||, extension en degré 3.

1999 : XingHUA WANG

Conditions : f € C!, une forme générale pour la condition Lipschitzienne, introduit la
fonction générale L continue croissante.

Donne une relation explicite entre |'a-théorie et Kantorovich.



Historique du théoréme de Kantorovich et de |'a-théorie — suite

— 2007 : GrusTi, LECERF, SALVY, YAKOUBSOHN.
Revisitent |'a-théorie en terme de séries majorantes.
— 2013 : EZQUERRO, GONZALEZ et HERNANDEZ

Conditions : f € C'; /> 2 majoration sur || D f(xo) =Y. || f(xo) ||, [|D*f (x0)|| et ||(D*f(b) —
D f(a))|

— 2015 : LECERF, SAADE, https://hal.archives-ouvertes.fr/hal-01196890
Nos contributions sont :
Conséquence du théoréeme de WANG 1999 :

— (FENYO, OSTROWSKI, ORTEGA, GRAGG ET TAPIA, 1954-1974, Théoréme
de KANTOROVICH, Version : condition Lipschitzienne classe C')

— (EZQUERRO, GONZALEZ et HERNANDEZ, 2013, Théoréme de KANTORO-
vicH, Version : condition Lipschitzienne classe C')

— (G1USsTI, LECERF, SALVY, YAKOUBSOHN, 2007, a-théorie de SMALE 1986)
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Merci de votre attention



