‘espérance mathematique

Les critéres de deécision sont fondés sur la notion

d’espérance mathématique. Toutefois ces raisonnements

aboutissent parfois a des choix surprenants.

n de vos amis vous pro-

pose le jeu suivant : tu

mises 10 francs, ensuite

lances un dé. Si tu sors le

6. je te donne 30 francs
(tes 10 francs de mise plus 20 francs de
mia poche) : sinon. je ne te donne rien et
j'empoche tes 10 francs,

Votre intérét est-il de jouer?

Non, bien sir, car, en moyenne,
sur six parties, vous aurez gagné 30
francs et dépensé 60 francs, ce qui fait
5 francs de perdu en moyenne par par-
tie. En théorie des probabilités, on dit
que votre espérance mathématique a
chaque partie est de -5 francs. Celte
espérance mathématique est égale a la
somme des gains (et des pertes), cha-
cun multiplié par la probabilité du gain
(ou de la perte) : dans notre jeu, cette
espérance mathématique est égale a
(20) x 146 + (=10) x 5/6 = -5.
Lorsqu’elle est négative, vous ne
devez pas jouer : en moyenne, vous
perdrez la valeur de cette «espérance».,

v
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BENEFICES

I. LE SUCCES AUX JEUX DE HASARD
dépend de I'espérance mathématique.
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S1 votre ami vous proposait 80 francs
en plus de votre mise au lien de 20
francs pour une sortie du 6, votre espé-
rance mathématique serait (80 — 50)/6,
soit 5 francs par partie. et vous auriez
intérét a jouer. Sil vous proposait S0
francs au lieu de 20 francs, votre espé-
rance mathématique a chaque partie
serait nulle. Dans ce cas, on dit que le
jeu est équitable.

Les deux lois de base
du joueur éclairé

La notion d’espérance mathéma-
tique. que 1'on pourrait aussi appeler
gain moyen espéré, est parfaitement
claire, et il semble naturel et rationnel
d'énoncer les deux lois de base du
joueur éclairé :

Loi 1 : Lorsqu'on te propose un jeu,
si I'espérance est positive, accepte d'y
jouer ; si elle est négative, refuse d'y
jouer ; si elle est nulle, fais ce gui te plait.

Loi 2 : Entre deux jeux, si tu es
contraint de jouer, choisis celui dont
I"espérance mathématique est la
plus élevée.

Le calcul de I'espérance mathéma-
tique d’un jeu est rarement aussi simple
que dans notre exemple, mais soyez cer-
tain que lorsquun casino vous propose
un jeu, c’est que votre espérance mathé-
matique est négative. L'exemple de la
roulette est clair ; en misant 100 francs
sur un numéro, vous gagnez 3 600
francs (votre mise plus 35 fois votre
mise payée par le banquier). | fois sur
37, car les numéros vont de 0 & 36. En
moyenne, vous dépensez 3 700 francs
pour en gagner 3 600, et votre espé-
rance est donc de —100/37, soit -2,70
francs. En moyenne, a chaque fois que
vous jouez 100 francs a la roulette, vous
perdez donc 2,70 francs (ce qui n'est

Jean-Paul Delahaye

peut-&tre pas trés cher si cela vous
amuse!). Les deux lois de base du
joueur éclairé semblent irréfutables et
devraient donc dicter nos décisions en
toutes circonstances. Nous allons voir
que. dans certains cas, les régles fon-
dées sur le calcul de I'espérance mathé-
matigue ne correspondent pas aux choix
que nous jugeons bon de faire, ou méme
conduisent i des absurdités.

En cas d’inflation

Le premier exemple m'a €té donné
par Jacques Pitrat, qui est chercheur en
intelligence artificielle & I"Université
des Sciences de Paris : il nous fait
soupgonner une difficulté. Lorsque
Minflation annuelle est supérieure i
1/37. soit 2.7 pour cent, et qu’il
n'existe aucun moyen siir d obtenir
une espérance moyenne de gain proté-
geant votre argent de I'inflation
(¢"était le cas en France il y a une
quinzaine d'années, et ¢’est le cas
dans tous les pays dont I'économie est
en crise grave), les casinos constituent
la moins mauvaise méthode pour pro-
téger vos économies.

En effet. chaque année, il vaut mieux
aller miser 'argent qu'on a mis de cOté
durant les douze mois précédents que de
le confier & une banque, car, en jouant au
casino, vous ne perdrez, en moyenne,
que 1/37 de votre argent. quelle que soit
la durée de la période pendant laquelle
vous ¢conomisez, alors qu'en le confiant
a la banque, plus vous le laissez long-
temps (ce qui est inévitable pour arriver a
une somme intéressante), plus vous per-
dez de 'argent. Donnons un exemple
numerique,

Imaginons que I'inflation annuelle
soit de dix pour cent et que votre
banque vous donne cing pour cent
d'intéréts sur 1'argent que vous lui
confiez (ce qui ne compense pas I'infla-
tion) ; dix années de suite, le 197 janvier,
vous déposez 100 000 francs 4 la
banque dans le but d’acheter une mai-
son. Alors, le 31 décembre de la
dixieme année, vous retirez de la
banque 100 000 francs multipliés par
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(1,05 + 1,057 + 1,05" + ... + 1,05"),
soit | 320 678 francs, dont le pouvoir
d'achat (ramené a I'année de départ)
est égal a 1 320 678/(1.10)'°,
soit 509 178 francs.

Au bout de dix ans, en avant joué
tous les ans vos 100 000 francs a la rou-
lette et en ayant protégé vos gains de
I'inflation dés que vous avez gagné (ce
qui est possible, car, quand vous gagnez,
vous pouvez acheter la maison de vos
réves), votre espérance mathématique de
pouvoir d achat (toujours recalculée pour
I'année de départ) est égale 4 la somme
de 3 600 000 x 1/37 x (1 + 1/1.1 +
V(L) + .+ 1/(1.1)%), soit 657 634
francs, ce qui est bien meilleur!

Ce résultat n’a rien d’étonnant, car,
en quelque sorte, jouer vos 100 000
francs chaque année revient a confier
volre argenl au casino qui, pour 1/37 de
sa valeur, prend i sa charge le probleme
de I"inflation jusqu'a ce qu'il vous
rende voltre argent.

Malgré cet imparable calcul, je ne
connais personne qui ait utilisé la
méthode du casino pour protéger son
argent de I'inflation. Pourquoi? Sans
doute parce que 'incertitude sur la
date d’aboutissement est si déplaisante
qu’on prefere perdre plus. mais ne pas
étre soumis aux aléas des lancers du
croupier. L'espérance mathématique
ici ne détermine donc pas le comporte-
ment le plus rationnel.

Tres fort refus
d’un gain moyen

Il existe un exemple encore plus
frappant de I'inadéquation, dans les cas
extrémes, de la notion d’espérance
mathématique pour déterminer les préfeé-
rences d'un sujet. Imaginez qu'on vous
propose le jeu suivant : tu me donnes un
million de francs ; ensuite, tu tires un
billet dans cette urne qui contient | billet
rouge et 99 billets bleus. Si tu tires le
rouge. je te donne un milliard de francs :
sinon, je ne te donne rien.

En acceptant de jouer a ce jeu,
vous gagnerez un milliard de francs
une fois sur 100, donc, en moyenne.
vous gagnercz | 000 millions de
francs pour 100 millions engagés, ou
1O millions pour | million engagé
L’espérance mathématique du jeu est
donc de 9 millions par partie jouée.
Cela semble extrémement intéressant.

Posez-vous maintenant honnétement
la question (en imaginant que vous dispo-
sez d'un million de francs d*économies) :
est-ce que je jouerai? Je suis certain que,
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LA BANQUE VOUS
VERSE DES
INTERETS i MAIS
VOUS PERDEZ
LINFLATION p.

SI LA DIFFERENCE p—i EST SUPERIEURE
A 1/37, IL VAUT MIEUX JOUER A LA ROULETTE
QUE DE METTRE SON ARGENTA LA BANQUE

2. JOUER A 1A ROULETTE est parfois plus
sage que confier son argent au banquier,

comme moi, vous répondrez non. La
probabilité de gagner semble trop
faible. méme si le gain. quand on tire
le bon billet, est énorme et méme si
I'espérance est nettement supéricure
la mise! Si vous étes assez riche pour
pouvoir jouer un grand nombre de fois
a ce jeu (ou si vous rencontrez
gquelqu un disposé a vous préter
quelques centaines de millions de
francs), vous ne devez pas hésiter,
mais celui qui ne peut jouer qu'une ou
deux parties, qui lui colitent trés cher,
ne souhaitera pas prendre le risque.

Dans les situations ot 'enjeu corres-
pond aux limites de vos possibilités.,
méme en cas d’espérance mathématique
tres favorable, il apparait raisonnable de
refuser de jouer. Les régles énoncées plus
haut concernant 'espérance ne corres-
pondent pas a la réalité psychologique ;
I"espérance mathématique ne fournit pas
toujours un critére de décision rationnel.
et les deux lois de base du joueur éclairé
doivent étre revues.

Doit-on déduire de I'exemple du
billet rouge qu’en cas de trés petits
enjeux, méme si I'espérance mathéma-
tique est négative — situation opposée
a celle envisagée a I'instant —, il est
rationnel de jouer? Si tel est le cas,
alors nous comprenons le succés des
jeux proposés par les organismes
publics tels que La Frangaise des
Jeux, qui redistribuent souvent moins
de la moitié des sommes engagées par
les parieurs (les jeux proposés ont tou-
jours une espérance mathématique
négative). Pendant longtemps, j ai
pensé qu'il était absurde de jouer a de
tels jeux : aujourdhui, & cause de
I"exemple des billets rouges et bleus,
je n'en suis plus certain.

Les problémes de choix en écono-
mie sont complexes el quasi para-
doxaux. En voici encore deux exemples.
On constate qu'un consommateur hésite
beaucoup moins a acheter un autoradio
de prix élevé le jour ol il se décide pour
I'achat d'une voiture, qu'un jour ordi-
naire, La jouissance qu’il va en tirer est
pourtant la méme!

Le philosophe américain D. Dennett,
dans son excellent livre La stratégie de
interpréte (édinons Gallimard, 1990),
rapporte |'étonnante expérience de psy-
chologie réalisée par D. Kahneman et
A. Tversky en 1983. On raconte a des
sujets I'histoire suivante :

(A) Vous avez acheté un billet de
théitre a 100 francs depuis une
semaine. En arrivant au théitre, vous
vous apercevez que vous avez perdu
vorre billet. 11 reste des places dispo-
nibles a 100 francs. Est-ce que vous
vous achetez un nouveau billet? Plus
de la moiti¢ des personnes répondent
qu’elles ne rachétent pas de billet.

Présentons autrement la méme
histoire :

(B) Vous arrivez au théitre sans
avoir acheté de billet. Au moment de
prendre la queue au guichet, vous vous
apercevez que vous avez perdu un des
billets de 100 francs qui étaient dans
votre portefeuille, ce matin. Il vous
reste de quoi acheter un billet. Est-ce
que vous achetez un billet?

L’histoire (B) est «financi¢rement
¢quivalente» a I'histoire (A) : pourtant,
dans ce cas. 12 pour cent seulement des
personnes testées indiquent qu'elles
renoncent it acheter le billet de théatre.

Le mathématicien Daniel
Bernoulli, qui avait déja découvert, au
xvin® siécle, des situations analogues,
proposait de remplacer le critére
objectil’ donné par 'espérance mathé-
matique (mesurée en francs dans nos
exemples) par un critére d’espérance
d’utilité subjective mesurant le plaisir
ou la peine engendrés par un résultat.
L’ utilité subjective n'étant pas une
fonction linéaire du résultat en francs.
un gain de dix millions de francs n’est
pas dix fois préférable 4 un gain d’un
million de francs et ne donne pas, en
plaisir. I'équivalent de la peine que
vous ressentez en perdant un million
de francs ¢conomisés au long de nom-
breuses années de travail. Des études a
partir d'expériences analogues i celle
des billets de thédtre permettent
d"avoir une idée précise des liens entre
la valeur objective et I"utilité subjec-
tive. et donnent ainsi des moyens de
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comprendre les choix faits par les
sujets économiques (voir la figure 3).

Toutefois le mathématicien n'a que
faire de la psychologie, et ces
exemples ne le troublent pas vraiment :
aussi venons-en a des problemes plus
délicats encore, o la notion d’espé-
rance mathématique est, plus grave-
ment encore, mise en difficulté.

Le paradoxe
de Saint-Pétersbourg

Le classique paradoxe de Saint-
Pétersbourg doit son nom a I'étude que
lui consacra Daniel Bernoulli dans les
commentaires de I"Académie des
sciences de Saint-Pétersbourg en 1738,
muis, en fait, ¢’est Nicolas Bernoulli
— I'oncle de Daniel — qui I'inventa et
I'exposa & son ami Pierre Rémond de
Montmort (ce dernier le mentionne
dans son Essai d’analyse des jeux de
hasard de 1701).

La question est de savoir quelle mise
la banque doit demander a un parieur

pour que le jeu suivant soit équitable.
On jette une piéce de monnaie jusqu’a
ce qu on obtienne pile. Si pile arrive
dés le premier coup, la banque donne
2 francs au parieur. et le jeu s arréte. Si
pile arrive au deuxiéme coup. la
banque lui donne 4 francs, et le jeu
s'arréte. Si pile arrive au troisié¢me
coup, la banque lui donne 2%, soit
8 francs, et le jeu s7arréte, ete.

Le calcul de I'espérance mathéma-
tique est aisé : celui qui sort pile au pre-
mier lancer recoit 2 franes. avec une
probabilité 1/2 : celui qui sort pile au
deuxieme coup regoit 4 francs, avec une
probabilité 1/4 ; celui qui sort pile au
troisicme coup, 8 francs, avec une pro-
babilité 1/8, etc. — et done 1'espérance
de gain (si la partie est gratuite) est de :
2 x(1/2) + 4 % (1/4) + 8 x (1/8)
+16x(116)+ .=1+1+1+1+1+..

La valeur de cette somme est infi-
nie. Cela signifie que vous devriez
miser une somme infinie pour que le
jeu soil équitable : méme si la banque
vous demande un million de francs

PROBABILITE D'UN GAIN HYPOTHETIQUE DE CENT FRANCS
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3. ENIRE UN GAIN CERTAIN ET UN GAIN HYPOTHETIQUE, nous choisissons la certitude,
méme si elle est de valeur inférieure. La courbe, résultant des travaux de Kahneman et
Tversky, indigue a combien est estimé subjectivement un gain certain gu'on propose
d’échanger contre un gain de 100 francs avec une probabilité de Y pour cent. Ainsi un gain
certain de 80 francs correspond a un gain de 100 franes associé @ une probabilité de 0.9.
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pour jouer, I'espérance mathématique
vous est encore infiniment favorable.
le suis pourtant certain que vous
n'acceptericz méme pas d’engager
100 francs pour jouer une telle partie.
Qu’est-ce qui ne va pas?

On pourrait, comme précedemment,
évoquer la notion d utilité et dire qu’il
s'agit d"un probléme de psychologie.
Je crois quion peut faire mieux. car,
ce qui ne va pas, c’est que le banquier.
en proposant ce jeu — disons pour
100 franes —, triche. Il ne dispose en effet
que d'une somme finie dargent, et il
omet donc de prendre en compie les cas,
rares mais essentiels, o il ne sera pas ¢n
mesure d’assurer son engagement d’orga-
nisateur du jeu. Si Fon méne les caleuls
avec I'hypothése que le banquier ne dis-
pose que d'un million de francs (et que
¢'est done le maximum qu'il est suscep-
tible de perdre). alors I'espérance de gain
est: 2 (1/2)+dx (1) + 8= (1/8) + ..
+ 21 % (12" + 1. 000 000 x (1/2")
= 2091 francs (le dernier terme corres-
pond & tous les cas ol il y a 19 faces
consécutives ou plus avant pile, et ou
le banquier donne donc un million de
francs au joueur alors qu’il devrait
donner plus). Cette mise de 20.91
francs pour rendre le jeu équitable est
maintenant tout a fait raisonnable.
Avec un banquier ne disposant que
d'un million, la partie vaut 20,91
francs, pas un centime de plus!

Le paradoxe
du changement inutile

Le paradoxe suivant m’a été preé-
senté par Claudio Bernardi. de
I"Umversité¢ de Rome. On me montre
deux enveloppes fermées A et B conte-
nant 'une X francs "autre 2X francs.
sans que je sache laquelle contient le
plus. Je gagne le contenu de celle que
je choisis, N'ayant pas de raison parti-
culiére de préférer I'une & IMautre, je
choisis d'abord I'enveloppe A, puis, au
moment de "ouvrir. je raisonne ainsi ;
si 'enveloppe A contient Y francs (je ne
sais pas si Yest égal a Xoua 2X). il y a
une chance sur deux pour que
B contienne 2¥ francs et une chance sur
deux pour que B contienne Y/2 francs,
Done I"espérance de contenu de I'enve-
loppe B est 2¥ x 1/2 + ¥/2 x 1/2
= 1.25Y franc, C'est mieux que le
contenu de 'enveloppe A, qui est ¥V
francs. Mon intérét est done de changer
et de choisir d’ouvrir 8. Mais ce raison-
nement est certainement Faux, car si
jravais d'abord choisi 'enveloppe B.
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jraurais pu faire le méme raisonnement
et conclure que A était préférable.
Qu’est-ce qui ne va pas?

L’explication de ce paradoxe res-
semble a celle du paradoxe de Saint-
Pétersbourg, en ce sens que, pour rai-
sonner juste et éviter le paradoxe, il
suffit de préciser les hypothéses en évi-
tant toute hypothése implicite qui pour-
rail étre déraisonnable.

Il faut done encore refuser de
considérer que toutes les valeurs de X
sont possibles, car le banquier qui me
propose le jeu n'utilisera pas plus
d’une certaine somme pour remplir les
enveloppes. Imaginons que ¢’est 20
francs. Il faut aussi préciser la straté-
gie que le banquier adopte pour rem-
plir les deux enveloppes. Imaginons
qu’il choisit de remplir les enveloppes
avec | franc et 2 francs, ou 2 francs et
4 francs, ou 3 francs et 6 francs, etc.,
jusqu'a 10 francs et 20 francs au
hasard, en ne favorisant aucun cas (il
choisit. par exemple, équitablement un
nombre entre | et 10), puis gu’il
mélange les deux enveloppes remplies
pour ne plus savoir laguelle contient le
plus. Les cas possibles sont alors faciles
a énumérer (1,2) — (2.1), (2.4) — (4.2),
(3.6) — (6.3), (4.8) — (8.4). (5.0) - (0.,5),
(6,12) = (12,6). (7.14) — (14.,7). (8,16) -
(16.8). (9.18) (18,9), (10, 20) — (20,10).
[Is ont la méme probabilité : 1/20. Le
calcul de I"espérance de B donne la
meéme valeur que celui de I'espérance
de A (on trouve 8,25), et non pas
1.25 fois plus. I n"y a aucun paradoxe!

Ou est I'erreur dans le raisonne-
ment formulé plus haut? Deux choses :
(/) on y considere implicitement que
toutes les valeurs de X possibles ont la
meéme probabilité, ce qui est faux ;
5, par exemple. n"apparait qu une fois
comme valeur possible du contenu de
A, alors que 8 apparait deux fois ;
(2) on considére aussi que, pour
chaque enveloppe A possible, il v a
une chance sur deux que l'autre
contienne deux fois plus. et une
chance sur deux que I'autre contienne
deux fois moins, ce qui est faux : si
I"enveloppe A contient 3 francs, par
exemple. la seule valeur possible pour
B est 6 francs.

En faisant les calculs précisément a
partir d"hypotheéses fixées le plus rai-
sonnablement possible. aucun paradoxe
ne subsiste. Tout systeme d"hypothéses
raisonnables (somme d’argent finie,
procédure bien déterminée de mise en
place des enveloppes) que vous choisi-
rez vous conduira a trouver que I'espé-
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rance de B est la méme que celle de A,
et done vous n'obtiendrez jamais de
paradoxe dans un cas réel.

Une explication compatible avec
ces hypothéses. mais plus profonde,
mérite d’étre indiquée. Dans le raison-
nement faux qui conduit au paradoxe,
on n'a pas I'impression de se tromper,
car il semble raisonnable d’imaginer
un cas idéal ou toutes les valeurs pos-
sibles du contenu de A ont la méme
probabilité (ce qui, nous ["avons vu,
n'est pas vrai dans le cas détaillé), et
tel que, pour chacune des valeurs pos-
sibles du contenu Y de I'enveloppe A,
le contenu de I'enveloppe B est une
fois sur deux 2V, une fois sur deux
Y72, Mais ce cas idéal qu'on présup-
pose (sans se demander s'il existe) est
en fait impossible. car il impose une
attribution uniforme de probabilités a
tous les nombres entiers (les valeurs
possibles du contenu de A). attribution
impossible, on s'en apergoit immédia-
tement : si I'on attribue une probabilité
positive égale 4 chaque entier, la
somme des probabilités sera plus
grande que | < si I'on attribue une pro-
babilité nulle, la somme des probabili-
tés sera nulle.

Les mathématiciens savent bien
qu’il n’existe pas de probabilité uni-
forme sur les entiers, ¢ est-a-dire qu’il
est impossible de dire : «soit un
nombre entier choisi au hasard en don-
nant la méme probabilité a chaque
nombre entier». C'est la clef profonde
du paradoxe des enveloppes : il faut se
garder de mener des raisonnements qui
présupposent I"existence de choses qui
n'existent pas!

4. LE PARADOXE DE A CRAVATE, Celui
qui a la plus longue cravate la donne a
Pautre. L'espérance mathématique semble
positive pour les deux joueurs.

Le paradoxe de la cravate

L explication vaut aussi pour le
paradoxe de la cravate, proposé par
Maurice Kraitchik en 1930 : Monsicur
A propose & Monsieur B que celui qui
a la plus longue cravate la donne a
I"autre. Monsieur B raisonne ainsi :
«Ma cravate a pour longueur L. Si ma
cravate est la plus longue, ce qui a une
chance sur deux de se produire, je la
perds, done je perds une cravate de
longueur L. Sinon, je gagne la cravate
de "autre. qui est plus longue que L.
Donc, une fois sur deux, je perds L et.
une fois sur deux, je gagne plus que L.
Mon espérance est positive, donc
Jraccepte de jouer.» Le jeu étant symé-
trique, le joueur A peut conclure que le
jeu lui est aussi favorable. ce qui est
paradoxal.

Comme dans I"explication pro-
fonde du paradoxe des enveloppes,
I"erreur provient du fait qu’en raison-
nant sans spécifier une répartition pré-
cise des longueurs des cravates portées
par les hommes cravatés. on se place
implicitement dans un cas idéal qui
n'existe pas : celui ot toutes les lon-
gueurs possibles de cravates ont la
méme probabilité et ol, pour chaque
longueur possible L. la moitié des cra-
vates est de longueur plus grande et la
moitié des cravates de longueur plus
petite (ce qui, si vous réfléchissez une
seconde, n'est évidemment pas pos-
sible). Si vous prenez la peine de pré-
ciser la situation (une probabilité pour
chaque longueur de cravate envisa-
geable), le paradoxe disparait, comme
dans le cas des deux enveloppes.

Neuf chances sur dix
de gagner et de perdre

La conclusion du dernier paradoxe
que je vous propose est vraiment sur-
prenante. Ce paradoxe m'a été inspiré
par un exemple analogue inventé par
le philosophe J. Leslie.

Il y a un banquier et des joucurs.
Chaque joueur engage 100 francs. S'il
gagne, il récupeére ses 100 francs, plus
100 francs que lui donne le banquier.
§il perd, le banquier garde les 100
francs engagés par le joueur. Le ban-
quier utilise un dé non truqué a dix
faces (la face 1, la face 2, ..., la face
10). Le banquier constitue des groupes
de joueurs de la fagon suivante. Le
groupe | est composé de dix joueurs
numérotés de 1 a 10, Le joueur |
gagne toujours, Le groupe 2 comporte
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ON CONSTITUE UN PREMIER
GROUPE DE 10 JOUEURS

LE JOUEUR 1 GAGNE (TOUJOURS)

LANCER DU DE A 10 NUMEROS
(UN DE A 20 FAGES QUI PORTE
DEUX FOIS CHAQUE NUMERO)

i

ET ON CONSTITUE UN DEUXIEME GROUPE
DE 90 JOUEURS

LANCER DU DE A 10 NUMEROS

Si LE RESULTAT DU LANCER EST 1,2,3,4,56,7.8.9,
LES JOUEURS 2,34,5,6,7,8,9 ET 10 GAGNENT,

L]

SI LE RESULTAT DU LANCER EST 10,
LES JOUEURS 2,3,4,5,6.7.8,9 et 10 PERDENT,
ET LA PARTIE EST TERMINEE

S| LE RESULTAT DU LANCER EST 10,
LES JOUEURS11,12,13...
ET LA PARTIE EST TERMINEE

100 PERDENT,

5. LE PARADONE DES NEUF CHANCES SUR DIY. Puisqu’une face sur dix fait perdre, un joueur a neuf chances sur dix de gagner. Mais, puisque
quand une partie s "arréte, neuf joueurs sur dix ont perdu, un joueur a aussi neuf chances sur dix de perdre. Qu’est-ce qui ne va pas?

90 joueurs numérotés de 11 a 100. Le
groupe 3 comporte 900 joueurs
numérotés de 101 a 1 000, ete, Il n'est
pas nécessaire que les groupes soient
constitués a 1"avance.

Le banquier jette le dé a dix faces.
S’il obtient un 10, les joueurs 2. 3. ...,
10 du premier groupe ont perdu, et la
partie est terminée. Donc, dans un tel
cas, neuf joueurs ont perdu et un
joueur (le numéro 1) a gagné. Sinon
(s'il a obtenu | ou 2 ou ... 9 au premier
lancer), les dix joueurs du groupe | ont
gagné, et le banquier jette le dé une
deuxiéme fois. S7il obtient un 10, les
90 joueurs du groupe 2 ont perdu, et la
partie est terminée. Donc, dans un tel
cas, en tout 90 joueurs ont perdu et 10
joueurs ont gagné. Sinon (s7il a obtenu
I ou 2 ou ... 9 au second lancer), les
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90 joueurs du groupe 2 ont gagné, et il
jette le dé une troisiéme fois. S’il
obtient un 10, les 900 joueurs du
groupe 3 ont perdu, et la partie est ter-
minée. Dans un tel cas, 900 joueurs en
tout ont perdu et 100 = 10 + 90 joueurs
ont gagné. ete.

Remarquons que, quel que soit le
moment de 1"arrét, quand la partie se
termine, neuf joueurs sur dix exacte-
ment ont perdu, et un sur dix a gagné.
Chaque partie du jeu «9 sur 10» est
finie (car la probabilité pour qu'on ne
tombe jamais sur un 10 est nulle).

La partie a commencé. le banquier
est en train de constituer le prochain
groupe. 11 vous demande si vous accep-
tez de jouer (sans vous indiquer le
numéro que vous aurez). Voici deux
raisonnements possibles.

Raisonnement 1. Je vais risquer
100 francs, on va jeter le dé. La proba-
bilité pour que je perde est de 1/10,
puisque seul le 10 me fait perdre (au
premier coup, ¢'est méme un peu
moins, puisque le joueur numéro 1 est
certain de gagner). Ayant donc plus de
neuf chances sur dix de gagner,
jlaccepte.

Raisonnement 2. Parmi tous les
gens & qui le banquier propose le jeu et
quelle que soit la durée de la partie. il y
a exactement neuf joueurs sur dix qui
perdent. Si j'accepte de jouer, je serai
un joueur quelconque, en rien différent
des autres a qui le banquier a proposé
le jeu. Comme il y a neuf joueurs sur
dix qui perdent, j'ai neuf chances sur
dix de perdre. Donc, je refuse.
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