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Les 27 petits cubes de Piet Hein

Des I'dge de quatre ans, on peut exercer
son agilité mentale et son imagination avec ce jeu d’assemblage.
Et les énigmes les plus avancées intéressent les mathématiciens.

Jean-Paul DELAHAYE

ource numéro de vacances, nous

revenons surun vieux casse-téte,

le cube de SOMA. Chacun fabriquera

rapidement les sept pieces du jeu
en collant 27 dés ou cubes et sera alors prét
a s'attaquer seul, en groupe ou aidé de son
ordinateur, a 'immense combinatoire géo-
métrique créée par l'auteur danois Piet
Hein. Lhistoire de ce jeu semble moins simple
que ce que laissait croire la [égende rappor-
tée par Martin Gardner en 1958. Du casse-
téte, on tire une multitude — plusieurs milliers—
de problémes amusants:: de délicats projets
pour les amateurs de programmation infor-
matique, des défis de raisonnement, parfois
difficiles, et un beau probléme d’origami.
Largement de quoivous teniren éveilalheure
de la sieste ou lors des longues soirées de
vacances sans télévision, niréseau Internet !

Les sept pieces
et le cube
Sivous cherchez a grouper quatre cubes ou
moins, face contre face, en vous imposant la
regle que la forme obtenue ne doit pas se
réduire a un simple parallélépipede, ou, ce
qui revient au méme, ne pas constituer un
solide convexe (un solide est convexe si le
segment joignant deux points est toujours a
Pintérieur du solide), vous découvrirez rapi-
dement qu'il existe sept configurations dif-
férentes possibles, ni plus ni moins.
—lIn'yaaucune forme avec deux cubes,
car deux cubes accolés face contre face for-
ment un parallélépipede.
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—Ilyaune seule forme convenable regrou-
pant trois cubes:le V.

— Six autres configurations comportent
quatre cubes.

Traditionnellement, ces sept pieces du
SOMA portent des numéros et sont asso-
ciées chacune aune lettre de I'alphabet. Nous
y associerons aussi des couleurs qui per-
mettent de se repérer rapidement quand on
représente des assemblages des piéces.

1 2 3 4 5 6 e
\ L T z A B P

[Ifautremarquer que les pieces Aet Bsont
symétriques, mais différentes. Chose étrange,
qui m’a géné un moment en préparant l'ar-
ticle, car je ne I'ai pas noté immédiatement,
un jeu fautif en bois a été commercialisé ou
le fabricanta donné deux fois la piece Bet pas
de pieceA.Lensemble de ces sept pieces tota-
lise 27 petits cubes. Se pose donc la ques-
tion: peut-on les assembler pour en faire un
grand cube de coté triple ? La réponse est
oui... de méme qu'elle est oui pour la version
erronée avec deux fois le B.

Enseptembre 1958, dans la revue Scien-
tific American, M. Gardner présentait le cube
de SOMA en racontant 'histoire de son inven-
tion par I’écrivain danois Piet Hein de la
facon suivante: « Piet Hein congut le cube de
SOMApendant une conférence de Werner Hei-

— O

senberg sur la mécanique quantique ou le
grand physicien évoquait l'image d'un espace
découpé en petits cubes. » Cette conférence,
et donc 'invention du casse-téte, datait de
1936 quia longtemps été considérée comme
l'année officielle de naissance du casse-téte.
'année 1936 estd'ailleurs presque toujours
indiquée sur les sites Internet évoquant le
jeu. Je n'ose pas écrire que c'est le cas du
site Wikipédia enlangue frangaise, car cela
provoquera une correction rendant fausse
mon affirmation.

Pourtant, il y a quelques années, Poul
Perdersen,unamateurdujeu,aretrouvé un
ancien exemplaire du cube de SOMA rangé
dans une boite surlaquelle était indiqué un
numéro de brevet anglais. En consultant
ce brevet, il a constaté qu'il était daté du
29 novembre 1934. On s’est aussi apergu
qu'il dérivait d’'un brevet danois déposé le
2 décembre 1933 par P. Hein. On n'est donc
plus trés assuré de I'exactitude de I'anec-
dote fixant I'invention du cube de SOMA
lors d'une conférence de W. Heisenberg.

1. CINQUANTE FIGURES qui peuvent vous
occuper un petit moment. Le but est de réaliser
les figures avec les sept pieces du SOMA. Il faut
étre attentif, car certaines figures semblent
utiliser plus de 27 petits cubes. Cela signifie
qu'elles possédentun ou plusieurs vides internes
(invisibles de I'extérieur), ce qui rend bien sir
leur réalisation plus difficile puisqu'il faut alors
deviner I'emplacement des espaces vides.
D’autres modéles se trouvent sur le site Inter-
net de Th. Bundgaard. Ces figures ont été des-
sinées par Francesco De Comité du Laboratoire
d'informatique fondamentale de Lille.
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2. LE BREVET DANOIS déposé en 1933
et délivré en 1934 au Danois Piet Hein.
Adroite, le premier jeu de SOMA,

les sept pieces arrangées en cube.

P. Hein considérait son invention comme
un étonnant fruit du hasard et disait : « Cest

Les 240 solutions de ce décompte sont
toutes vraiment différentes. Il est fréquem-

number of combinations

The seven SOMA pieces can be mad
into the cube in exactly 1,105,920
different ways counting as different all
solutions which are reflection of each
other or that can arise from each other
by rotations of the whole cube or of
single pieces.

This figure is based on the result of an
analysis by Dr. John Conway and Dr. M.
J. Guy, both of Caius College,
Cambridge, England, carried out by

v SURLEWEB

le site de Thorleif Bundgaard
propose 6400 figures pour

le cube de SOMA, des programmes
et toutes sortes d'informations

et de liens concernant le cube

de SOMA: http://www.fam-
bundgaard.dk/ SOMA/SOMA.HTM

S. M. Kirsch, The Soma Cube:
ATelExperiment, 1997 :
http://dev.origami.com/
images pdf/soma.pdf

82 Logique et calcul

means of an electronic computer.

une belle preuve d’humour de la nature que
les sept plus simples combinaisons irré-
gulieres de cubes puissent se recombiner
anouveau en un cube. Une multitude d’uni-
tés donnant naissance a une nouvelle unité!
Cestlale plus petit objet philosophique pos-
sible, ce qui est tres joli. »

Dans son article, M. Gardner indi-
quait qu'il existe plus de 230 solutions dif-
férentes au rangement des sept piéces
pour former un cube, mais que le nombre
exact de solutions était inconnu. Le pro-
bléme est aujourd’hui résolu par deux
méthodes. Un subtil et minutieux raison-
nement géométrique proposé par John
Conway et Richard Guy établit que le
nombre de solutions est exactement 240.
Un schéma nommé SOMAP, qui tient sur
deux grandes pages, permet, a coups de
permutations de couples ou de triplets de
piéces, de relier 239 de ces solutions. La
240¢ est indépendante et isolée. Aujour-
d’hui, a ce délicat et difficile décompte des
solutions obtenu « a la main » s’ajoute la
méthode du programme d’ordinateur qui
confirme le total de 240 solutions.

— O

ment arrivé que des auteurs de programmes,
négligeant les rotations et symétries pos-
sibles des pieces prises individuellement ou
toutes ensemble, indiquent des dénombre-
ments bien supérieurs a 240, allant jusqu’a
1105920, ce dernier étant parfois mentionné
dans des notices du cube de SOMA ou dans
les articles qui lui sont consacrés.

De 240 2 1105920

Détaillons comment on passe de 240 a
1 105 920. Par rotation, chaque solution
endonne 24: chacune des six faces du grand
cube peut-étre placée contre le sol, et une
fois placée contre le sol,ily a quatre fagons
de faire tourner 'assemblage. Il faut doubler
ce nombre, car a chaque solution est asso-
ciée une autre solution obtenue par réflexion
dans un miroir. Certaines piéces sontinva-
riantes par symétrie (les pieces 1, 3 et 4)
ou par rotation de 180 degrés (les piéces
Set6)etl'une d’elles estméme invariante
pardeuxrotations d’angle de 120 degrés et
240 degrés (la piece 7). Le programmeur
distrait trouvera donc chaque solution non
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pas une seule fois, ni méme 48 fois, mais
4608 fois (4608=24x2x2°x3),dou 240
x4 608 =1 105920 solutions.
Lintérétdujeun’estpasuniquementle
plaisirqu'on trouve a le ranger dans sa boite !
Les sept piéces du cube de SOMA constituent
une sorte de Tangram tridimensionnel: elles
peuvent se regrouper et former de petites
sculptures ou I'imagination de l'observa-
teur reconnaftra un avion, un petit person-
nage, une tombe, une baignoire, etc.

Une collection
de 6400 sculptures

Le brevet danois mentionnait sept de ces
sculptures. Le plus ancien jeu commercia-
lisé, retrouvé par P. Perdersen, en proposait
huit. Larticle de M. Gardner en donnait 26 dont
deux étaient infaisables. Un manuel du jeu
rédigé par P Hein va jusqu’a 36, qui sont les
«grands classiques ». Mais la variété des
configurations est bien supérieure a tous ces
nombres et aujourd’hui Thorleif Bundgaard
en a collecté 6 400, qu’on trouve sur son
magnifique site Internet consacré au SOMA.

Lafigure 1 représente 50 de ces figures
sur lesquelles vous pourrez vous faire la
main. Vous découvrirez que manipuler les
piéces du jeu est une activité particuliere-
ment plaisante dont on a du mal a se déta-
cher. Trouver une solution, si elle existe,
demande rarement plus de dixminutes. On
s’améliore en jouant, repérant les débuts
de construction qui ne peuvent aboutir, et
I'on se formule a soi-méme de petits rai-
sonnements géométriques de plus en
plus astucieux quiaccélérent la recherche,
comme quand on résout des sudokus.

Le jeu, aujourd’hui tres célebre, a été
utilisé dans divers contextes éducatifs ou
scientifiques. Récemment, Johnmarshall
Reeve, de I'Université du Wisconsin, et Glen
Nix, de 'Université de Rochester, ont étudié
les expressions faciales de sujets résolvant
des problemes du cube de SOMA, I'intérét
que les sujets exprimaient envers le jeu, et
lintérét qu'ils ressentaient vraiment, mesuré
enles observantaleurinsu quandils étaient
laissés seuls en présence des sept pieces.

D’autres expériences utilisant un robot
manipulant les piéces du SOMA ont été
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i de trés nombreuses

figures sont réalisables
avec les sept pieces du
SOMA, ce n'est pas le cas
de toutes. Comme les
pieces 5, 6 et 7 sont non
planes, toute sculpture de
27 cubes qui comporte 27,
26 ou 25 cubes dans un
méme plan estimpossible.

Voici quatre exemples
de sculptures impossibles
moins évidentes. Pour les
deux premieres, nous indi-
quons un raisonnement
simple et astucieux. Pour
les deux autres, aucune
démonstration courte d'im-
possibilité n'est connue, si
vous en trouvez une, faites-
la moi parvenir.

(a) Le muren W

On a envie de réaliser,
avec les sept pieces du
SOMA, le muren W. Pourtant
clestimpossible. La preuve
la plus simple est due a
Richard Naylor de Denver
dans le Colorado.

Considérons les dix
coinsdumur (en vertsurla
figure).Chacune des pieces
2 et 3 peut occuper au plus
deux coins. Chacune des
autres piéces placées dans
le mur ne peut occuper
qu'un seul coin (quelques
secondes d'attention pour
chacune vous en persua-
deront). Autotal sans méme
prendre en compte les
contraintes que les pieces
s'imposent les unes les
autres quand on veut les

La preuve d'impossibi-
lité, détaillée dans ce qui
suit, estde Richard Sullivan.

Nommons cotés du
pontles deuxrectangles de
taille 3x4 de droite et de
gauche (en vert]. Nom-
mons plafond les 3 autres
cubes situés en haut au
centre (enjaune). llyatrois
pieces non planes, les
pieces 5,6 et 7. Elles ne peu-
vent pas se trouver entie-
rement incluses dans un
coté, donc chacune a au
moins un de ses cubes
occupant une des places
du plafond. Puisqu’elles
sonttrois, chacune a exac-
tement un cube occupant
une place du plafond. Cha-
cune des pieces 5,6 et 7
ne peut rencontrer qu'un
seul des deux cotés (car
leur plus grande longueur
est 2). llen résulte que deux
d'entre elles sont placées
de fagon a occuperun cube
du plafond et trois cubes
d'unméme coté.Ce coté ne
posséde plus alors que six
places disponibles (12-6),
qu'il est impossible d'oc-
cuper avec les piéces

Les figures impossibles

placer ensemble dans le
mur, on voit donc qu'elles
ne peuvent occuper au
mieux que 9 des 10 coins.
La figure est impossible.

(b) Le pont

planes restantes puisque
leurs tailles respectives
sont 3, 4, 4, 4 (une seule
est insuffisante pour rem-
plirles 6 cases vides, deux
pieces demanderaient au
moins 7 cases vides).

(c] Le gratte-ciel

La figure du gratte-ciel
est la figure piege que I'ar-
ticle de Martin Gardner pro-
posait. On connait une
preuve due a Robert Staatz
de son impossibilité, mais
ellen'estpas aussisimple et
lumineuse que les deux pré-
cédentes. Voyez-en:
http://www.fam-bund-
gaard.dk/SOMA/NEWS/N990
128.HTM. Un lecteur décou-
vrira-t-ilune preuve simple ?

(d) La fleur carrée

Cette sculpture est
aussiune sculpture impos-
sible dont aucun raison-
nement trés simple ne
semble pouvoir le prouver.
Anouveau, nous défions les
lecteurs ! Si vous séchez,
une solution (longue] se
trouve en: http://www.fam-
bundgaard.dk/SOMA/NEWS/
NOO1127.HTM.

— O
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conduites par Igor Verner. Le robot dont les
commandes étaient confiées aux étudiants
avait pour but d’améliorer les aptitudes spa-
tiales des sujets a qui on demandait de
résoudre des problémes du cube de SOMA
en controlant le bras articulé du robot. Ces
expériences ont été menées en 2004 au
Technion a Haifa, en Israél.

A mains nues ou
avec un programme ?

Depuis son invention et particuliére-
ment depuis I'article de 1958 de M. Gard-
ner, 'informatique a connu un progrés
inoui qu’on évalue a un facteur supérieur
aun million en vitesse de calcul et en capa-
cité de mémorisation. Ce qui alors sem-
blait un défi combinatoire difficile, méme
pour un ordinateur, est devenu facile, et
parexemple toutes les figures proposées
pour le cube de SOMA sont résolues en un
éclair parun programme, méme médiocre.
Lorsque plusieurs jeux de SOMA sont mélan-
gés (double SOMA, triple SOMA, etc.) et qu'on
cherche a résoudre des problémes de
constructions avec ces jeux multiples, la
combinatoire est plus volumineuse, mais,

Regards
O

jusqu’a trois jeux, elle reste facile pour
un bon programme. Vous pouvez faire
les votres ou utiliser ceux qu’on trouve sur
Internet (par exemple en partant des pages
de Th. Bundgaard].

Le jeu de SOMA aujourd’hui doit donc étre
considéré comme un jeu que les humains
jouent sans machine pour le
plaisirde lagéométrieetdela
résolution d’énigmes etentre
eux pour'amusement d'une
confrontation, ou alors
comme un jeu dont les
problemes les plus dif-
ficiles (dénombrements,
impossibilité de certaines
sculptures, etc.] exigent
qu’on écrive des programmes
d’ordinateur. Voici quelques
énigmes dont certaines sont encore non
résolues.

SOMA oblique

Il existe une variante élémentaire du jeu
de SOMA, nommée Rhoma, ou le fabricant
(aujourd’hui disparu) a simplement rem-
placé les cubes par des parallélépipédes

3. CE CANAPE est un SOMA parfait de sept piéces.

84 Logique et calcul

dont les angles ne sont pas droits (autre-
ment dit des cubes obliques). Le fabricant,
partantd'une des 240 solutions, a déformé
chacune des sept pieces dans sa position
occupée pour cette solution.
Cela lui a donné les piéces de son
casse-téte. En partant de cette solution,
I'assemblage des sept piéces
déduites ne peut plus se
faire que d’une seule
facon (celle dont il est
parti): plus aucune des
239 autres solutions
n'est valide, car I'angle
oblique donné a chaque
petit cube a créé des
contraintes supplémen-
taires. La question ouverte
qu’un bon programme doit
traiter en quelques secondes est la sui-
vante: est-ce qu’en partant de n’importe
laquelle des 240 solutions, la transfor-
mation des cubes en parallélépipedes
obliques donne un casse-téte a solution
unique, ou alors, certaines solutions sont-
elles compatibles ? Notons qu’ici, selon
la position qu'on donne initialement a 'une
des solutions avant de la déformer, on n'ob-
tiendra pas le méme puzzle oblique;ilya
donc plus de 240 cas a étudier.
Merci au lecteur qui nous communiquera
laréponse que nous publierons dans la pro-
chaine rubrique.

SOMA damier
et SOMA peint

Plutdt que de déformer les cubes d'une solu-
tion, on peut les colorier. Le coloriage en
damier est le plus simple : les huit coins du
cube etles sixcentres des faces en couleur
noire, les 13 autres cubes en blanc. Voici le
probléme que suggere ce coloriage : chaque
solution induit un coloriage de chaque piéce
etdoncles 240 solutions induisent 240 colo-
riages du jeu de sept pieces du cube de
SOMA;; combien de ces coloriages sont-ils
vraiment différents et combien de fois
obtient-on chacun ? Le méme probléme
se pose pour chacune des sculptures pos-
sibles. Une partie de la solution est don-
née sur le site de Th. Bundgaard.
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Voici un autre défi posé par Nick Dickens.
Est-il possible de colorier 'extérieur d’'un
cube (par exemple en noir), de défaire le
cube, puis de remonter les pieces en forme
de cube de maniére a ce que toutes les faces
coloriées en noir se retrouvent a I'inté-
rieur, c’est-a-dire de telle fagon qu’on ne voit
plus du tout de faces coloriées en noir ? La
méme question se pose en ne coloriant en
noir que quatre faces du cube (toutes sauf
deux faces opposées), ou en coloriant en
noir deux faces opposées seulement. La
solution est connue pour le coloriage com-
plet, mais pas pour les coloriages partiels.

Dans son article de 1958, M. Gardner avait
indiqué que certaines sculptures compo-
sées de 27 cubes sont impossibles a réa-
liser avec les sept piéces du cube de SOMA.
[lavait donné un exemple et détaillé la preuve
d’'impossibilité. De plus, parmiles 25 mo-
déles qu’il proposait aux lecteurs, il avait
sciemment placé une figure impossible.

Confronté a des formes impossibles,
un bon programme répond immédiatement
«impossible ». Cependant, I'utilisation de
la force brute de l'ordinateur n'est pas tou-
jours nécessaire et ne l'est peut-étre méme
jamais. Le raisonnement donne une bien
plus grande satisfaction. Ces démonstra-
tions sont d’excellents exercices a propo-
ser a des éleves qui découvriront que
chercher indéfiniment une solution qui
n'existe pas est frustrant, et qu'un bon argu-
ment logique est le meilleur moyen de lever
la frustration.

Ces raisonnements d’'impossibilité
ont aussi I'intérét de faire comprendre
trés concrétement ce qu'est un «résultat
négatif » comme il y en a tant en mathé-
matiques : irrationalité de la racine de 2,
impossibilité de résoudre toutes les équa-
tions polynomiales de degré cing avec des
formules utilisant des radicaux, impossi-
bilité de démontrer le cinquiéme postulat
d’Euclide concernantles paralléles, impos-
sibilité de trouver un algorithme qui déter-
mine pour tout programme d’ordinateur s'il
s’arréte ou non, théoreme de Gddel, etc.
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Lorsque lacombinatoire des sept piéces
aura cessé de vous amuser, vous pourrez
vous poserl'intéressant probléme d’origami
suivant. Quelle est lalongueur minimale que
doit avoirune bande de papier de largeur unité,
pour quen la pliant on réussisse a fabriquer
une piéce du cube de SOMA ? La bande de
papier pourra étre glissée dans des fentes
créées par le début du pliage, mais aucune
des arétes de la piece terminée ne doit pou-
voir s’ouvrir (cela de fagon a assurer une
bonne robustesse).

Une solution mise au point par Sebastian
Marius Kirsch donne la piece 1 en partant
d’'un ruban de longueur 42, la piece 2 avec
un ruban de longueur 55, la piéce 3 avec
58, 4 avec 53, 5 avec 54, 6 avec 54, 7 avec
60.Ceslongueurs nont pas été démontrées
minimales et les valeurs minimales sont
inconnues. Cest certainement |a une énigme
délicate, car ce probléme se préte assez
mal au raisonnement et 'écriture d’'un pro-
gramme pour le résoudre est sans aucun
doute... un beau casse-téte !

Un extraordinaire film présente la réali-
sation de la solution de Kirsch menée par
des mains expertes: http://www.origami-
nut.com/2008/03/06/video-soma-cube/.
Les schémas de pliage sont en:: http://dev.ori-
gami.com/images pdf/soma.pdf.

Bien sdr, depuis I'article de M. Gardner,
la classe des problémes de reconstitution
de formes a partir d'assemblages de cubes
collés, c’'est-a-dire la classe des problemes
dont le cube de SOMA est un exemple élé-
mentaire, a été étudiée parles spécialistes
de la complexité. Il a été démontré que le
probléme était NP-complet : en accrois-
sant le nombre N de petits cubes pour les
pieces des problemes, les seuls algorithmes
généraux connus, et sans doute les seuls
possibles, exigent un temps de calcul qui
augmente exponentiellement vite (en fonc-
tion de N). Cela signifie concrétement qu'on
arrive trés vite a des probléemes impossibles
atraiterméme avec les plus puissants ordi-
nateurs disponibles. Pour un peu plus de
détails sur les problémes NP-complets et
un exemple liés aux sculptures en ballons,
voir I'article de juin de cette rubrique.

Un bon casse-téte ne meurt jamais et
le cube de SOMA est éternel.

— O
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