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Demandez-lui de commenter ce com-
mentaire numérique. Avec une remar-
quable efficacité et sans ostentation, il vous
dira «deux “1“», ce qu’il écrira «2 1». Conti-
nuez ainsi, vous obtiendrez de lui le com-
mentaire «1 2 1 1», puis «1 1 1 2 2 1», puis
«3 1 2 2 1 1», et ainsi de suite...

L’EXPANSION NUMÉRIQUE

Facile à dire, mais quelle est cette suite?
Remarquez que la suite de commentaires
est valable aussi bien en français qu’en
anglais : elle n’a pas besoin d’être tra-
duite d’une langue à l’autre. Cette suite
aurait été décrite pour la première fois par
l’Allemand M. Hilgemeir dans un article
où il en démontrait quelques propriétés
élémentaires. Il revient cependant à John
Conway – célèbre pour son invention du
jeu de la vie – d’avoir traité presque toutes
les questions posées par ce jeu des com-
mentaires numériques infinis. Ce qu’il a
trouvé est étrange, complexe et fascinant.

Pour présenter ses résultats, J. Conway
propose d’utiliser le langage de la chimie,
de la physique et de la cosmologie. Il
imagine un monde qui, seconde après
seconde, n’est que le développement des
commentaires numériques successifs du
texte «1». Cette vision parménidienne du
monde comme devenir de l’UN, aurait sans
doute plu à Platon. Le Big Bang numérique
de Conway, c’est l’expansion infinie de la
suite : «1», «1 1», «2 1», «1 2 1 1», «1 1
1 2 2 1», «3 1 2 2 1 1», «1 3 1 1 2 2 2 1»,
«1 1 1 3 2 1 3 2 1 1», «3 1 1 3 1 2 1 1 1 3
1 2 2 1», etc.

Le terme d’expansion n’est pas abu-
sif, car J. Conway a établi que le taux
d’augmentation moyen de cet univers est
1,30357726903... D’un terme à l’autre, la
taille de l’univers est multipliée par ce
nombre, solution d’une équation de degré
71, que J. Conway, aidé d’Oliver Atkin, a

Les commentaires
du mathématicien
JEAN-PAUL DELAHAYE

Les 92 éléments du Big Bang numérique
de John Horton Conway.

A ristote, le plus grand de tous les
philosophes, méritait bien qu’on
le commente, ce que fit Aver-
roès (parmi bien d’autres) au XIIe

siècle. Saint Thomas d’Aquin commenta
ce commentaire (qu’il désapprouvait) et
il fut lui-même commenté par Étienne Gil-
son qui lui-même... On trouverait mille
autres exemples, en littérature ou en phi-
losophie, de ces jeux infinis de com-
mentaires, chacun s’appuyant sur le
précédent ad infinitum.

Si le philosophe a toujours plus à
dire que son prédécesseur, le mathé-
maticien est plus économe de ses pro-
pos et ne profite pas de son commentaire
pour étaler ses sentiments intimes sur
le monde. Dans son Dictionnaire des idées
reçues, Gustave Flaubert a soigneuse-
ment noté, en face du mot mathéma-
tiques : dessèchent le cœur.

Pourtant, nous allons voir que le jeu
du commentaire mathématique engendre
un monde remarquablement riche... en
structures mathématiques.

Prenez un mathématicien (au cœur
le plus sec possible) ; donnez-lui le texte

numérique le plus élémentaire qu’il soit :
«1» ; et demandez-lui son commen-
taire. Laconique, il répondra : «un “1“»
(signifiant : le texte est composé d’un «1»),
ce qu’il écrira «1 1».

Partant du nombre 1, on le décrit, cela donne
«un “1“, c’est-à-dire 11. On décrit 11, cela
donne «deux “1“» c’est-à-dire 21, ce qui se
décrit «un “2“, un “1“», c’est-à-dire 1211 etc.
En poursuivant ainsi seuls les chiffres 1, 2
et 3 sont nécessaires.
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écrite explicitement. Cela signifie que le
commentaire numérique d’un texte aug-
mente sa taille de 30 pour cent en
moyenne à chaque étape (ce résultat
est vrai quel que soit le point de départ,
sauf pour le noyau «2 2» qui, bien sûr,
reste fixe). Dans cette cosmologie arith-
métique, nous savons donc – contraire-
ment à la cosmologie du monde physique
où cette question reste ouverte – que l’ex-
pansion ne cessera jamais (en particu-
lier, il n’y a pas de cycle fini autre que
2 2). Il est remarquable peut-être que,
comme en littérature, le commentateur
au fil des siècles voit son travail s’alour-
dir, devenir de plus en plus compliqué
sans qu’il y ait aucune limite, et cela
bien que le point de départ soit simple-
ment un unique «1».

L’analogie avec le monde physique
proposée par J. Conway est plus pro-
fonde encore. L’univers engendré par les
commentaires numériques sur l’UN se
décompose en éléments stables et en
éléments instables, et il y a 92 élé-
ments stables que J. Conway a baptisés
du nom des 92 premiers éléments de la
classification périodique des éléments
chimiques de Mendeleïev. Les transfor-
mations des éléments numériques cor-
respondent, sans être exactement les
mêmes, aux transmutations spontanées
des éléments physiques.

LA CHIMIE DU BIG BANG
NUMÉRIQUE

Définissons d’abord ce qu’est un élément.
Certains nombres N sont une concaté-
nation de deux morceaux G.D qui, dans
la suite des commentaires numériques,
n’interféreront plus jamais entre eux. G.D
est une décomposition du nombre N si,
pour tout entier n, le nième commen-
taire de N est obtenu en juxtaposant le
nième commentaire de G et le nième
commentaire de D.

Le nombre 1113213211, par exemple,
se décompose en G = 11132 et D = 13211.
En effet, les commentaires successifs de
11132 se termineront tous par 2 (réflé-
chissez une seconde pour vous en per-
suader), alors qu’aucun commentaire
de 13211 ne commencera par 2 (car
13211 → 11131221 → 3113112211 →
132113212221 dont le début est 13211,
et donc les premières décimales recom-
mencent de manière cyclique).

Les nombres qui ne peuvent pas
être décomposés sont appelés les élé-
ments, ou atomes. Il faut faire attention :
ce n’est pas parce qu’un élément appa-
raît dans un nombre que le nombre se
décompose exactement à cet endroit, car
il faut que les découpes soient bonnes :
le tableau 4, sur le théorème de la cou-
pure et les éléments, donne la liste de

01 
02 
03 
04 

05 
06 
07 
08 
09 
10 
11  
12  
13  
14  
15   
16   
17  
18  
19   
20  
21  
22  
23   
24  
25  
26  
27  
28  
29  
30  
31  
32  
33  
34  
35  
36  
37  
38  
39   
40  
41  
42  
43  
44  
45  
46  
47  
48  
49  
50  
51  
52  
53   
54  
55  
56  
57  
58  
59  
60  
61  
62  
63  
64  
65  
66  
67  
68  
69  
70  
71  
72  
73  
74   
75  

76  
77  
78  
79  
80  
81  
82  
83  
84  
85  
86  
87
88  
89  
90  
91  
92

H 
He 
Li 
Be 

B 
C 
N 
0 
F 
Ne 
Na  
Mg  
Al  
Si  
P   
S   
Cl  
Ar  
K   
Ca  
Sc  
Ti  
V   
Cr  
Mn  
Fe  
Co  
Ni  
Cu  
Zn  
Ga  
Ge  
As  
Se  
Br  
Kr  
Rb  
Sr  
Y   
Zr  
Nb  
Mo  
Tc  
Ru  
Rh  
Pd  
Ag  
Cd  
In  
Sn  
Sb  
Te  
I   
Xe  
Cs  
Ba  
La  
Ce  
Pr  
Nd  
Pm  
Sm  
Eu  
Gd  
Tb  
Dy  
Ho  
Er  
Tm  
Yb  
Lu  
Hf  
Ta  
W   
Re  

Os  
Ir  
Pt  
Au  
Hg  
T1  
Pb  
Bi  
Po  
At  
Rn  
Fr
Ra  
Ac  
Th  
Pa  
U

22
13112221133211322112211213322112
312211322212221121123222112
111312211312113221133211322
112211213322112
1321132122211322212221121123222112
3113112211322112211213322112
111312212221121123222112
132112211213322112
31121123222112
111213322112
123222112
3113322112
1113222112
1322112
311311222112
1113122112
132112
3112
1112
12
3113112221133112
11131221131112
13211312
31132
111311222112
13122112
32112
11133112
131112
312
13221133122211332
31131122211311122113222
11131221131211322113322112
13211321222113222112
3113112211322112
11131221222112
1321122112
3112112
1112133 
12322211331222113112211
1113122113322113111221131221
13211322211312113211
311322113212221
132211331222113112211
311311222113111221131221
111312211312113211
132113212221
3113112211
11131221
13211
3112221
1322113312211
311311222113111221
11131221131211
13211321
311311
11131
1321133112
31131112
111312
132
311332
1113222
13221133112
3113112221131112
111312211312
1321132
311311222
11131221133112
1321131112
311312
11132
13112221133211322112211213322113
312211322212221121123222113
111312211312113221133211322112211
213322113
1321132122211322212221121123222113
3113112211322112211213322113
111312212221121123222113
132112211213322113
31121123222113
111213322113
123222113
3113322113
1113222113
1322113
311311222113
1113122113
132113
3113
1113
13
3

2. LES ÉLÉMENTS

 H
 Hf Pa H Ca Li
 He
 Ge Ca Li
 Be
 B
 C
 N
 O
 F
 Ne 
 Pm Na
 Mg
 Al 
 Ho Si
 P
 S
 Cl
 Ar
 K
 Ho Pa H Ca Co
 Sc
 Ti
 V
 Cr Si
 Mn 
 Fe
 Zn Co
 Ni
 Cu 
 Eu Ca Ac H Ca Zn
 Ho Ga
 Ge Na
 As
 Se
 Br
 Kr
 Rb
 SrU
 Y H Ca Tc 
 Er Zr
 Nb
 Mo
 Eu Ca Tc
 Ho Ru
 Rh
 Pd
 Ag
 Cd
 In
 Pm Sn
 Eu Ca Sb
 Ho Te
 I
 Xe
Cs
Ba
La H Ca Co
Ce
Pr
Nd
Pm Ca Zn
Sm
Eu Ca Co
Ho Gd
Tb
Dy
Ho Pm
Er Ca Co
Tm 
Yb
Lu
Hf Pa H Ca W
Ta
Ge Ca W
Re
Os
Ir
Pt
Au
Hg
T1
Pm Pb
Bi
Po
Ho At
Rn 
Fr
Ra
Ac
Th
Pa

01  H  
02  He 
03  Li 
04  Be 
05  B  
06  C  
07  N  
08  0   
09  F  
10  Ne 
11  Na 
12  Mg  
13  Al 
14  Si 
15  P  
16  S  
17  Cl 
18  Ar 
19  K  
20  Ca 
21  Sc  
22  Ti 
23  V  
24  Cr 
25  Mn  
26  Fe  
27  Co 
28  Ni  
29  Cu 
30  Zn  
31  Ga    
32  Ge 
33  As 
34  Se 
35  Br 
36  Kr 
37  Rb 
38  Sr 
39  Y  
40  Zr    
41  Nb  
42  Mo 
43  Tc 
44  Ru 
45  Rh 
46  Pd 
47  Ag 
48  Cd 
49  In 
50  Sn 
51  Sb  
52  Te 
53  I   
54  Xe 
55  Cs 
56  Ba 
57  La 
58  Ce 
59  Pr 
60  Nd 
61  Pm 
62  Sm  
63  Eu 
64  Gd 
65  Tb 
66  Dy 
67  Ho 
68  Er 
69  Tm  
70  Yb 
71  Lu 
72  Hf 
73  Ta  
74  W  
75  Re 
76  Os 
77  Ir 
78  Pt 
79  Au 
80  Hg 
81  T1 
82  Pb 
83  Bi 
84  Po 
85  At 
86  Rn 
87  Fr 
88  Ra 
89  Ac 
90  Th 
91  Pa 
92  U  

3. LES TRANSMUTATIONS
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toutes les bonnes découpes. J. Conway
a montré que, parmi tous les éléments,
il n’y en a que 92 (voir le tableau 2) qui
restent présents dans l’univers au cours
de son évolution. Le Théorème chimique
de J. Conway énonce qu’à partir d’un

certain moment l’univers n’est composé
que des 92 éléments (les éléments
stables) et qu’à partir de ce moment (pour
chaque nombre engendré à partir du
1), les 92 éléments stables sont présents
dans l’Univers.

L’évolution de l’Univers à partir d’un
certain moment n’est donc que la trans-
formation des éléments stables les uns
en les autres, selon des règles immuables
(détaillées sur le tableau 3). Une sorte de
bouillonnement complexe, mais parfai-
tement réglé, détermine l’avenir des com-
mentaires infinis sur l’UN.

La démonstration de ce premier résul-
tat consiste simplement en la vérifica-
tion des tableaux et en quelques
raisonnements arithmétiques. Il ouvre
cependant la porte, cette fois en utili-
sant des méthodes d’algèbre matricielle
(triangulation de matrice, calcul de valeurs
propres et de vecteurs propres), à la
démonstration d’un second résultat que
J. Conway appelle le Théorème arith-
métique, qui indique des propriétés sta-
tistiques de l’évolution des commentaires
sur l’UN.

Ce théorème, déjà évoqué, indique
que la taille de l’univers augmente expo-
nentiellement à une vitesse égale à
1,30357726903..., et que l’abondance
des différents éléments tend vers cer-
taines valeurs fixées non nulles.

Pour un million d’atomes, il y a par
exemple, en moyenne, 91 790 atomes
d’hydrogène, 27 d’arsenic, 102 d’uranium,
3 237 d’hélium.

Que se passe-t-il lorsque l’on part
d’un nombre autre que «1»? Quelques
éléments supplémentaires apparaissent
– J. Conway les dénomme transura-
niens – qui restent présents indéfiniment,
mais leur taux d’abondance tend vers
zéro, et donc seuls les 92 éléments res-
tent présents avec des taux non négli-
geables (les mêmes que précédem-
ment) ; l’expansion se fait encore expo-
nentiellement avec le même taux, don-
nant un accroissement de 30,35 pour
cent en moyenne à chaque étape.

Cette fois, Conway n’a pas pu
détailler la démonstration, car, dit-il, elle
est astronomiquement difficile et néces-
site plusieurs dizaines de pages. Il
attend qu’on lui en propose une solu-
tion simplifiée.

LES COMMENTAIRES
CYCLIQUES

Récemment, sans connaître les résultats
de J. Conway, Bernard Germain-Bonne,
de l’Université de Lille, s’est posé une
question nouvelle sur les suites de com-
mentaires numériques.

Existe-t-il des suites numériques infi-
nies qui, lorsqu’on en fait le commen-
taire, soient égales à elles-mêmes? Une
telle suite serait son propre commen-
taire, comme, dans le cas fini, le nombre
22 est son propre commentaire (22 est
la seule suite finie qui soit égale à son
commentaire).

 4. LE THÉORÈME DE LA COUPURE ET LES ÉLÉMENTS

Certains nombres se décomposent en deux parties qui n'interfèrent plus 
jamais dans la suite des commentaires successifs. Ainsi 1113213211 se
décompose en 11132 et 13211.
Le résultat suivant, obtenu par John Horton Conway, indique tous les 
endroits où l'on peut faire de telles coupures :
Si le nombre a se termine par un 2 et que b commence par 121, 123, 131,
132, 111, 312, 313, 321, 323, 3112, 3113, 3221 ou 3223, alors le nombre
ab peut être coupé en a et b.
Si le nombre a se termine par un 1 ou un 3 et que b commence par 22121,
22123, 22131, 22132, 22111, 22312, 22313, 22321, 22323, 223112, 
223113, 223221, ou 223223, alors le nombre ab peut être coupé en a et b.
Les nombres qui ne peuvent plus être coupés s'appellent des éléments.
En étudiant soigneusement ce qui se passe à partir de 1, on voit que les
7 premiers nombres de la suite sont des éléments qui ne réapparaissent
plus ensuite (ce sont des éléments instables), et qu'il y a 92 éléments stables
qui persistent indéfiniment.
Les éléments stables suffisent toujours dans la suite du développement
des commentaires sur l'UN. Quand on connaît leur comportement, on sait 
décrire totalement l'évolution de la suite.

Voici les 500 premiers chiffres de trois nombres infinis qui sont le com-
mentaire du commentaire du commentaire d’eux-mêmes. Le nombre a 
a pour commentaire b qui a pour commentaire c qui a pour commentaire a.

a = f(f(f(a))) =
3123211231132132211231131122211331121321232221123113112221131112311322311211
1311222112132113311213211221121332211231131122211311123113321112131221123113
1122211322311311222112111312211311123113322112132113212231121113112221121321
1321222113222122211211232221123113112221131112311332111213122112311311123112
1113311211131221121321131211132221123113112221131112311332211322311311222113
1112311332211211131221131211132211121312211231131112311211232221121321132132
21133122112231131122211211131221131112311332

f(a) = b = f(f(f(b))) =
1311121312211213211312111322211213211321322123211211131211121332211213211321
3221133112132113221321123113213221121113122123211211131221222112112322211213
2113213221133112132123123112111311222112132113213221132213211321322112311311
2221133112132123222112111312211312112213211231132132211211131221131211322113
3211322112211213322112132113213221133112132123123112111311222112132113311213
2112312321123113112221121113122113111231133221121321132132211331121321232221
13221321132132211331121321232221123113112221

f(f(a)) = c = f(f(f(c))) =
1113311211131122211211131221131112311332211211131221131211132211121312211231
1311123112112322211211131221131211132221232112111312211322111312211213211312
1113222112311311221112131221123113112211322112211213322112111312211312111322
2123211211131211121311121321123113213221121113122113121113222113221113122113
1211132221121321132132212321121113121112133221123113112221131112212211131221
1213211312111322211231131122211311122113222123122113222122211211232221121113
12211312111322212321121113121112131112132112

Bernard Germain-Bonne a démontré qu’il n’y avait que 4 cycles de longueur
3 et qu’il n’y avait aucun cycle d’une autre longueur.

5. LES CYCLES DE BERNARD GERMAIN-BONNE
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B. Germain-Bonne a répondu non,
mais il s’est alors posé la question de
savoir s’il pouvait exister des suites numé-
riques infinies (des nombres infinis, en
quelque sorte) qui se commentent cycli-
quement les unes les autres : dans un
cycle de période 3, la première serait le
commentaire de la deuxième, qui serait
le commentaire de la troisième qui serait
le commentaire de la première. 

L’étude minutieuse qu’il a menée (et
qui l’a conduit, lui aussi, à développer
une théorie des éléments analogue à
celle de J. Conway) a donné la réponse
suivante :

Seuls des cycles à trois éléments sont
possibles, et il y a en quatre en tout et
pour tout. On les obtient par la méthode
suivante :

– On part de l’élément Zn, égal à
312 ;

– On calcule le commentaire à trois
reprises ; cela donne Cu, puis Ni, puis
Zn Co =  31232112, ce qui prolonge le
mot de départ ;

– On calcule encore le commentaire
trois fois ; cela donne Cu Fe, puis Ni Mn,
puis Zn Co Cr Si, soit 312
32112311321322112, ce qui prolonge
encore le mot de départ. Etc.

De proche en proche, on obtient
une infinité de chiffres qui composent
un mot infini qui est «le commentaire du
commentaire du commentaire de lui-
même».

Le second cycle est obtenu de la
même façon en partant de Ho ; son début
est Ho Gd Pm Ca Zn Ar Mn. Le troisième
et le quatrième sont obtenus en faisant
précéder les deux premiers de H = 22

Ces nombres infinis, qui sont exac-
tement égaux au commentaire du com-
mentaire du commentaire d’eux-mêmes,
ne sont pas périodiques (jamais les
mêmes chiffres ne se répètent dans le
même ordre). Leurs décimales repré-
sentent donc des nombres irrationnels
nouveaux et remarquables. Ils utilisent
évidemment les 92 éléments de la chi-
mie du monde numérique de J. Conway,
et cela dans des proportions qui sont
celles déjà calculées précédemment par
J. Conway. Ces nombres infinis sont
des mondes complets, stabilisés, auto-
nomes, qui se connaissent parfaitement
et qui contiennent en eux-mêmes tous
les commentaires (numériques) qu’on
peut faire sur eux.

LES COMMENTAIRES
ORDONNÉS SONT

TOUJOURS CYCLIQUES

Les commentaires que nous avons envi-
sagés jusqu’à présent sont des com-
mentaires exhaustifs : à partir du
commentaire, il est possible de recons-

tituer le texte original. En littérature, ce
n’est en général pas le cas.

Changeons un peu les règles du jeu
du commentaire numérique et écrivons
le commentaire d’une suite de nombres,
par exemple (9 3 1 2 1 9), en comptant
le nombre de «0» s’il y en a, puis le nombre
de «1» s’il y en a, etc., et écrivons dans
cet ordre les résultats. Ici on obtient (2 1
1 2 1 3 2 9), qui lui-même peut se com-
menter en (3 1 3 2 1 3 1 9), etc. Que se
passe-t-il alors? Y a-t-il encore expan-
sion infinie pour ce nouveau type de com-
mentaire simplificateur?

Le problème semble proche du pré-
cédent, mais en réalité il est bien plus
simple. Hervé Lehning et, indépendam-
ment, Victor Bronstein et Aviezri Fraen-
kel ont montré que, quel que soit le point
de départ, une telle suite finissait toujours
par donner un cycle : ces commentaires
ordonnés sont donc toujours cycliques et
ne donnent jamais lieu à une croissance
infinie.

La suite (1) donne par exemple :
(1) (1 1) (2 1) (1 1 1 2) (3 1 1 2) (2 1 1 2
1 3) (3 1 2 2 1 3) (2 1 2 2 2 3) (1 1 4 2 1
3) (3 1 1 2 1 3 1 4) (4 1 1 2 2 3 1 4)(3 1
2 2 1 3 2 4) (2 1 3 2 2 3 1 4) (2 1 3 2 2 3
1 4)

Ce qui est même mieux qu’un cycle,
puisque c’est un point fixe.

La suite partant de (6 7) donne rapi-
dement un cycle d’ordre 3. Ce n’est pas
un hasard, car Hervé Lehning a montré
que seuls 1 2 et 3 pouvaient être des
périodes. Mais, aussi puissant que soit
ce résultat sur les cycles, il ne résout
pas toutes les questions qu’on peut se
poser, et je ne sais pas si quelqu’un a
réussi à caractériser tous les points fixes,
comme (2 1 3 2 2 3 1 4).
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