


otre raison est parfois attirée dans un
piege dont nous ne nous libérerons qu’au
prix d’un violent effort de concentration
et de réflexion. Les deux exemples que
nous présentons illustrent notre difficulté
a raisonner juste, méme lorsque nous
sommes informés de la présence d'une
difficulté. Il se peut d'ailleurs que vous ne soyez pas en accord
avec les solutions que j'exposerai ; pire, vous pourriez les
trouver stupides. Avant de m'envoyer des messages d'in-
sultes, réfléchissez bien, car la trés grande majorité des gens
s'accordent sur les solutions que je présente, et je suis inti-
mement persuadé qu'elles sont exactes.

Prendre la porte

Le premier de nos deux problémes est maintenant assez
classique, mais il est tellement frappant qu'il serait dom-
mage de l'ignorer. Sa premiére version, présentée en
1959 par Martin Gardner dans sa rubrique de Scientific
American, invoquait des condamnés a mort, mais sa
forme la plus connue a été portée a I'attention du public

Logique ca|cul

Le trésor et les Sophies

Les solutions paradoxales des plus simples problémes de probabilité engendrent
de passionnantes controverses que les simulations permettent de trancher.
Elles ont des prolongements en théorie de I'information quantique.

. 1.Changerde choix ? Levizir propose a Sindbad d'ou-
7 vrir l'une des trois portes A, B et C. Il précise que derriére
. une seule des portes, on trouvera un trésor (dont I'em-

anglo-saxon par la journaliste Marilyn vos Savant qui, en
1990, le décrivit dans Parade Magazine. Cette nouvelle pré-
sentation suscita une série de terribles controverses.

Marilyn vos Savant le mentionne sous le nom du pro-
bléme du Monty Hall en référence a une émission de télé-
vision américaine (c'est sous ce nom que vous devez
mener vos recherches sur Internet). Voici le probleme.

Un vizir montre trois portes A, B, C, a Sindbad, son éven-
tuel futur gendre. Il lui explique que derriére I'une d'elles se
trouve un trésor et que derriere chacune des deux autres il
n'y a rien. Sindbad doit choisir 'une des portes et gagne le
trésor s'il choisit la bonne porte. Supposons que Sindbad
désigne la porte A. Ce choix fait, il y a une autre étape. Le
vizir explique :

« Je vais maintenant ouvrir une des deux portes que vous
n'avez pas choisie (ici B ou C) et derriére laquelle il n’y a
rien ; si vous avez choisi la porte du trésor, je tire au hasard
(secretement) I'une des deux portes restantes, et si vous
avez choisi une porte derriére laquelle il n’y a rien, j'ouvre
la seconde ou il n’y a rien non plus. »

Le vizir, comme promis, ouvre la porte C dévoilant un
espace vide et ajoute :

lacement a été choisi au hasard). Sindbad gagnera le trésor s'il ouvre
Ffinalement] la bonne porte. Sindbad choisit la porte A, mais n'ouvre
pas immédiatement cette porte. Le vizir ouvre la porte C et montre
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« Je vous offre la possibilité de changer votre choix de la
porte Aetd'ouvrir plutdt la porte B. Que faites-vous ? » Notons
bien qu'a chaque partie, les choses se déroulent de la méme
facon : Sindbad a la possibilité de changer son premier choix
apres la vision de la porte ne donnant sur rien.

La trés grande majorité des gens pensent, de prime
abord, qu'il n'y a aucun intérét a changer de choix, c'est-a-
dire & ouvrir la porte B plutét que la porte A. En effet, des
que le vizir a ouvert la porte C, Sindbad sait que le trésor
est derriere I'une des deux portes A ou B et il ne sait rien
de plus. Le trésor est donc soit derriere la porte A avec
une probabilité de 50 pour cent, soit derriere la porte Bavec
une probabilité de 50 pour cent : il n'y a aucun avantage a
changer de choix.

Ce raisonnement est faux : vous devez modifier votre
choix car, en changeant de porte, vous doublerez vos chan-
ces de repartir avec le trésor. Pour vous en convaincre,
avancons plusieurs raisonnements en gardant a 'esprit qu'il
faut toujours profiter d’'une information supplémentaire.

La méthode la plus simple consiste a imaginer qu'apres
que Sindbad a choisi la porte A, le vizir lui propose : « Soit
vous ouvrez A, soit vous ouvrez B et C. » |l ne fait aucun doute
que Sindbad a intérét a ouvrir B et C, car cela double ses
chances de gagner le trésor. Cette variante est équivalente
a celle réellement proposée par le vizir, qui, en réalité, ne
fait qu’aider Sindbad a ouvrir les deux portes en s'occupant
d'une des portes lui-méme. Donc, en changeant son choix,
Sindbad double ses chances.

Contrairement a ce que suppose le raisonnement spon-
tané, les deux portes A et B ne sont pas en position symé-
trique. L'une, B, est le résultat d'un processus de sélection
qui a concentré sur elle les probabilités de gain de deux por-
tes Bet C, alors que l'autre, A, avait une chance sur trois de
cacher le trésor avant que le vizir n’ouvre une porte muette

qu'elle ne cache pas le trésor espéré (lorsque le trésor est derriére
la porte choisie par Sindbad, le vizir choisit au hasard entre les deux
autres, sinon il choisit la seule des deux autres portes derriere les-
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et a toujours une chance sur trois de cacher un trésor apres
l'intervention du vizir. Le vizir n'a évidemment rien changé a
la probabilité que le trésor soit derriére la porte A.

Si ces considérations ne vous persuadent pas, voici une
analyse plus minutieuse. Les cas possibles sont :

Cas 1 : porte Atrésor ; porte Brien ; porte C rien.

Cas 2 : porte Arien ; porte B trésor ; porte C rien.

Cas 3 : porte Arien ; porte Brien ; porte C trésor.
Chacun de ces cas a une probabilité 1/3 de se produire.
Dans le cas 1, quelle que soit la porte que le vizir ouvre

(Bou C) si Sindbad change, il perd.

Dansles cas 2 et 3, en revanche, Sindbad, en changeant,
gagne a chaque fois. Donc, au total, en changeant de porte,
Sindbad gagne 2 fois sur 3.

Si ce raisonnement ne vous persuade toujours pas,
imaginez la variante suivante du jeu. Il y a maintenant 100 por-
tes, 99 sont perdantes et une masque un trésor. Aprés le
premier choix de Sindbad, le vizir ouvre 98 des 99 portes
qui restent, montrant 98 vides ! Sindbad a la possibilité de
maintenir son choix initial ou de le changer pour la porte qui
n'a pas été ouverte parmi les 99 autres. Sans aucun calcul
ni raisonnement, ne vous semble-t-il pas certain qu'elle a plus
de chances de cacher le trésor ?

Un sujet de débats

Si vous n'étes toujours pas convaincu, sachez que méme le
grand mathématicien Paul Erdds n'a accepté l'idée qu'il fal-
lait changer son choix initial qu'aprés une longue discussion
avec son collegue Ron Graham et que certains experts en
statistiques sont restés longtemps convaincus que la solu-
tion défendue par Marilyn vos Savant était idiote. lls lui ont
écrit des lettres trés longues et parfois peu aimables pour lui
expliquer qu'elle était dans l'erreur.

quelles il n'y arien). Le vizir propose a Sindbad de changer son choix
(donc d'ouvrir B plutdt que A choisi en premier). Question : Sindbad
a-il intérét a changer de choix ? Que feriez-vous a sa place ?



Dans toutes ces variantes du probleme de Monty Hall, la
question est la méme : Sindbad a-t-il intérét a maintenir son choix
initial ?

1. Apres le choix initial de Sindbad, le vizir ouvre au hasard une
des deux portes non choisies. S'il découvre le trésor, la partie est
annulée et la partie est recommencée. Est-il encore vrai que
Sindbad a intérét a changer de choix lors des parties qui ne sont
pas annulées ?

2. Apres le choix initial de Sindbad, le vizir ouvre au hasard une
des deux portes ne donnant sur rien. S'il ouvre la porte choisie
par le joueur, la partie est annulée et la partie est recommencée.
Mé&me question : Sindbad doit-il changer ?

3. Lorsque le trésor se trouve derriére la porte choisie par Sind-
bad, le vizir, qui normalement doit choisir au hasard entre les
deux autres, choisit systématiquement la porte la plus a gauche
parmi les portes restantes (si le joueur a choisi A et qu'elle cache
le trésor, le vizir ouvre donc la porte B). M&me question : Sind-
bad doit-il changer ?

Il existe heureusement une méthode ultime pour se
persuader de la justesse de I'idée qu'il faut changer de porte :
la simulation. Jouez au jeu une dizaine de fois en adoptant
la stratégie « ne pas changer » et ensuite une dizaine de
fois en adoptant la stratégie « changer » et faite le bilan. En
cherchant sur Internet a partir des mots Monty Hall et Applet
vous trouverez des programmes informatiques qui facilite-
ront ces simulations et qui normalement devraient vous
convaincre qu'on double ses chances en changeant de porte

En résumé, si vous ne changez pas de porte vous n'avez
qu’une chance sur trois de trouver le trésor, et si vous déci-
dez d’en changer, vous gagnerez lorsque votre premier choix
sera une porte derriere laquelle il n’y arien, ¢’est-a-dire deux
fois sur trois.

Mais dans le monde quantique ?

Une théorie nouvelle prend en compte les caractéristiques
particulieres de l'information dans notre monde physique, qui
est quantique. Cette théorie quantique de l'information éclaire
certains jeux sous une lumiére nouvelle et le probléme de
Monty Hall a ainsi été étudié sous l'angle quantique. Dans la
version quantique, le trésor est mis derriére une porte, mais
les états superposés de « le trésor est en A », « le trésor est
en B » et « le trésor est en C » sont possibles, ce qui veut
dire que le trésor est derriere A en méme temps qu'il est
derriére B et derriere C. Le vizir pour indiquer une porte ne
comportant pas le trésor doit faire une opération de mesure,
et le joueur est autorisé a utiliser des stratégies mixtes du
type une fois sur deux je ne change pas mon choix, une fois
sur deux je le change.

La conclusion des calculs assez compliqués (le monde
quantique ne se laisse pas appréhender facilement) se résume
de la maniére suivante : si le vizir peut utiliser des moyens
quantiques, mais pas le joueur, alors le vizir peut s'arranger
pour ne donner qu'une chance sur deux au joueur de
gagner le trésor. Si c'est le joueur qui peut pleinement utili-
ser les manipulations quantiques et que le vizir n'y a pas
acces, alors le joueur gagnera toujours.

2. Les variantes du trésor caché

Solutions
1. Le probléme est de toute évidence équivalent au probléme ini-
tial. Sindbad a donc intérét a changer de choix.

2. Probléme encore équivalent. Sindbad a donc intérét a changer.
3. Supposons que Sindbad ait choisi A. Il'y a 3 cas équiprobables :
Cas 1: Atrésor ; Brien ; Crien.

Cas 2 : Arien ; Btrésor ; Crien.

Cas 3 : Arien ; Brien ; Ctrésor.

Dans le cas 1 et 3, le vizir indique B. Dans le cas 2, il indique C.

Quand il indique C, Sindbad est certain que le trésor est
en B, et donc il change son choix pour &tre certain de gagner. En
revanche, quand le vizir indique B, une fois sur deux, le trésor est
en A, et une fois sur deux, il est en C, Sindbad n'a donc pas d'in-
térét particulier a changer son choix. Au total, la bonne stratégie
consiste encore a changer de choix. Selon que le vizir indique la
porte C ou la porte B, Sindbad gagnera avec certitude ou avec
une probabilité de 1/2. En moyenne, il gagnera avec une proba-
bilité de : 1/3+1/2x2/3 = 2/3, comme dans le jeu initial !

Dans le cas ou les deux joueurs peuvent utiliser les moyens
quantiques, alors assez étrangement, les résultats obtenus
sont les mémes que dans le cas classique : le joueur gagne
deux fois sur trois. Vous trouverez des détails et les calculs
dans les articles cités a la fin de I'article.

L'énigme des Sophies

Le second exemple de piége troublant est L'énigme des
Sophies, proposé par Jacques Patarin — mathématicien
spécialiste de cryptologie — qui me I'acommuniqué il y a quel-
ques mois (d'autres exemples proches, mais moins frappants
ont été mentionnés dans des textes de probabilités).

[l faut traiter simultanément deux problémes :

Probléme 1 : Une famille de deux enfants a au moins une
fille. Quelle est la probabilité P,, pour que cette famille ait
deux filles ?

Probleme 2 : Une famille de deux enfants a au moins une
fille qui s‘appelle Sophie. Quelle est la probabilité P, pour que
cette famille ait deux filles ?

Les deux énoncés semblent appeler des réponses iden-
tiques : qu'importe que la fille dont on affirme I'existence se
nomme Sophie ou Gertrude ! L'information supplémentaire
donnée dans le second énoncé ne sert a rien, semble-t-il, et
donc certainement P, est égal a P,,.

Menons soigneusement I'analyse des différents énoncés.

Pour le probléeme 1, considérons une famille de deux
enfants prise au hasard composée d'un ainé E, et d'un
cadet E,. llya4cas:

E, gargon, E, gargon ;
E, garcon, E,fille ;
E,fille, E, gargon ;

E, fille, Efille.

Chacun des cas a la méme probabilité, 1/4, de se pro-
duire, car on néglige la petite différence de proportion qu'il y
a entre garcons et filles dans les populations humaines (elle
dépend d'ailleurs de I'age), et les difficultés créées par les
jumeaux : prendre en compte ces complications ne change-
rait les résultats que de maniere infime.
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L'énoncé du probléme 1 nous indique que nous som-
mes dans I'un des trois derniers cas. Parmi les trois der-
niers, un seul correspond a une famille avec deux filles, la
réponse est donc P, = 1/3. C'est un peu choquant, et diffé-
rent de la probabilité 1/2 qu'on donnerait si, sans faire de
calcul, on devait répondre instantanément ; cependant qui-
conque maitrise un tant soit peu le calcul élémentaire des
probabilités acquiescera, je crois, a la réponse P, = 1/3.

Considérons maintenant le second probleme. On sup-
posera que, dans une famille, jamais deux filles n’ont le méme
prénom et, donc, 'une d’elles seulement se prénomme Sophie.
Soit une famille tirée au hasard ayant une fille prénommée
Sophie, notons E, I'enfant qui s'appelle Sophie (on peut intro-
duire cette notation puisque cet enfant est unique) et E,
I'enfant qui ne s'appelle pas Sophie. Deux cas sont possi-
bles et de méme probabilité :

E, est un gargon ;
E, est une fille.

La probabilité pour que le second enfant soit une fille est
donc 1/2 : P, = 1/2. Contrairement a ce qui semblait évident
a premiere vue, P, et P, sont différents. Notons que si la for-
mulation du probléme 2 était qu’un enfant s’appelle Domini-
que, nous ne serions pas plus avancés, dans la mesure ou
Dominique peut étre une fille ou un gargon et ne nous
donne aucune information supplémentaire.

Mieux comprendre ?

Une sorte d'explication de la différence entre P, et P, consiste
a dire que dans le probleme 2 une famille ayant 2 filles a
deux fois plus de chances d'avoir une fille qui s'appelle Sophie
qu'une famille ayant une seule fille. Donc que le poids des
familles ayant deux filles est en quelque sorte doublé dans
le second probléme alors qu'il ne I'est pas dans le premier.
Je crains cependant que cette explication ne soit pas jugée
suffisante par ceux qui doutent du résultat P, = P,

probléme
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Le meilleur argument, comme l'indique Jacques Patarin,
provientde l'introduction d'un paramétre continu. On suppose
que la probabilité pour qu'une fille se prénomme Sophie est p
(on n'exclut pas ici qu'une famille ait deux filles portant le
prénom Sophie). Lorsque p sera égal a 1, on retombera sur
le probleme 1, et lorsque p sera trés petit on s'approchera
du probleme 2.

Considérons une famille de deux enfants, en prenant en
compte le prénom des filles. Neuf cas sont possibles ayant
chacun une probabilité de se produire qui dépend de p. Notons
E, I'ainé des enfants et E, le cadet.

1. E, Sophie, E, gargon ; probabilité : 1/2 x p x 1/2.

2. E, Sophie, E, fille non Sophie ; probabilité :1/2 x px1/2x(1- p).
3. E, Sophie, E, Sophie ; probabilité : 1/2x px 1/2 x p.

4. E, fille non Sophie, E, gargon ; probabilité : 1/2x (1-p) x 1/2.
5. E, fille non Sophie, E, fille non Sophie ; probabilité :
1/2x(1 - p) x 1/2x (1 - p).

6. E, fille non Sophie, E, Sophie ; probabilité : 1/2x(1—p)x 1/2 x p.
7. E, gargon, E, gargon ; probabilité : 1/2 x 1/2

8. E, gargon, E, fille non Sophie ; probabilité : 1/2x 1/2 x (1~ p)
9. E, gargon, E, Sophie ; probabilité : 1/2 x 1/2 x p (on n'en-
visage pas qu'un gargon puisse se prénommer Sophie !)

Nous allons calculer la probabilité p pour qu'une famille
de deux enfants ayant une fille qui s'appelle Sophie ait deux
filles. Cette probabilité est donnée par le rapport P:

P = (probabilité pour qu'il y ait 2 filles dont une au moins
s'appelle Sophie)/(probabilité pour qu'il y ait au moins une
fille qui s'appelle Sophie).

Notons Ale numérateur et Ble dénominateur. Nous obte-
nons A en additionnant les probabilités des cas 2, 3 et 6.
Similairement, nous calculons B en additionnant les pro-
babilités des cas 1, 2, 3, 6, 9. En définitive, apres des cal-
culs assez simples, nous obtenons :

A=pld+p(1-p)4d =p(2-p)4

B=p/2 +p(2- p)4 = (4p— p?)/4

P=[2p-p?V [4p-p?l=(2-p)(4-p)

de Sophie dans une famille plus nombreuse

Sophie, dans la Comtesse de Ségur, n’avait pas de frére et
sceur ! Mais elle cotoyait de grandes familles, et ses probléemes
ou ses malheurs étaient nombreux. Nous symboliserons les pro-
blémes de Sophie par lillustration d’André Pécoud dans I'édition
de 1930 des Malheurs de Sophie.

Probléeme 1 : Une famille de trois enfants aau moins une fille. Quelle
est la probabilité, R,, pour que cette famille ait trois filles ?
Probléme 2 : Une famille de trois enfants a au moins une fille qui
s'appelle Sophie. Quelle est la probabilité, R,, pour que cette famille
ait trois filles ?

Solutions
Probléme 1. Cas possibles équiprobables : FFF FFG FGF FGG GFF
GFG GGF GGG. Cas ol il y a au moins une fille : FFF FFG FGF FGG
GFF GFG GGF. Donc R, = 1/7.
Probléme 2. Soit E, et E, les deux enfants qui ne se prénomment
pas Sophie. Il'y a 4 cas équiprobables :
(1)E,=F;E,=F(2)E,=F;E,=G(3)E, =G, E,=F(4) £ =G
E =G.
Donc R, = 1/4.
(Remarque : dans le cas de NVenfants, on trouverait B, =1/[2V-1]

et Ry =1/2MW1).




Maintenant, nous pouvons vérifier et confirmer nos
évaluations de P, et P,.

Sip=1alors P=1/3. Cela correspond au cas ou tou-
tes les filles se prénomment Sophie, et donc cela corres-
pond au probleme 1. Nous retrouvons la valeur P, = 1/3
de tout a I'heure.

Le probleme 2 correspond au cas ou trés peu de filles
se prénomment Sophie, c'est-a-dire au cas ol p tend
vers 0. Nous trouvons alors que, P tend vers 1/2, ce qui est
bien ce que nous avions calculé P, = 1/2.

La encore ceux qui doutent peuvent avoir recours a la
simulation : on se donne par exemple 100 cartons avec
un carton marqué Sophie, 49 marqués fille et 50 mar-
qués gargons. On évalue P, en tirant deux cartons au
hasard, en rejetant les deux cartons si aucun n'est une
fille, puis en comptant parmi les tirages retenus la pro-
portion de ceux qui sont de type fille-fille. On évalue P,
en tirant deux cartons au hasard, en les rejetant si aucun
ne porte le prénom Sophie, et en comptant parmi les tira-
ges retenus la proportion de ceux qui sont de type Sophie-
fille ou fille-Sophie.

Notons que dans ces expériences, on n'obtiendra pas
exactement 1/3 et 1/2, mais des valeurs approchées. Cela
estdd, d'une part, a l'aspect statistique de I'expérience, mais
aussi au fait qu'on effectue des tirages sans remise, ce qui
fausse légérement les probabilités limites. Les résultats obte-
nus expérimentalement permettent cependant de bien met-
tre en évidence les valeurs theoriques de P, et P, et donc
de lever vos derniers doutes... si vous en aviez.

Les deux problemes piéges montrent que des exerci-
ces de probabilité, méme élémentaires, cachent parfois
des difficultés que notre intuition est impuissante a maitri-
ser totalement. Heureusement les techniques et les instru-
ments de calcul — voire de simulation — dont nous disposons
maintenant permettent de résoudre ces énigmes et de se
mettre d'accord... je I'espére. N'oublions pas qu'il n'en fut
pas toujours ainsi, et que par exemple Jean le Rond
d'Alembert pensait que jeter une piece de monnaie trois
fois de suite n'est pas équivalent a jeter trois pieces a la
fois, et croyait (comme aujourd'hui certains joueurs de casino
mal informés) qu'aprés une longue série de tirages pile, le
tirage face est plus probable...
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