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LOGIQUE & CALCUL

Le défi des faibles complexités

Comme les trés petites durées ou longueurs,
les faibles complexités sont délicates a estimer.

Paradoxalement, leur évaluation exige des calculs colossaux.

Jean-Paul DELAHAYE

renons un objet défini par un

grand nombre de données, par

exemple une photo numérique

ouletexte d'unlivre. Le bon sens
nous souffle que plus grande est |a quan-
tité d'information nécessaire pour décrire
l'objet, plusil est « complexe ». Le corollaire
estque plusvotre objet est complexe, plus
sa transmission prendra du temps.

Si I'image a laquelle nous nous inté-
ressons est toute noire (par exemple un
carré d'un million de pixels noirs), la bréve
description « I'image a pour dimension
1000 1000 ettous ses pixels sont noirs »
suffit pour la connaitre avec une parfaite
précision. Dans le cas d'une photographie
de visage, méme les meilleures méthodes
dedescription exigeront des milliers de bits
d'information. Le visage est plus com-
plexe etlavaleur de cette complexité déter-
minera le coilt de la transmission.

Les théoriciens ont précisé cette fagon
naturelle et intuitive d'envisager la com-
plexité d’'une suite de 0 et de 1. C'est le
concept de complexité introduit vers 1965
en méme temps par Andrei Kolmogorov et
Gregory Chaitin. La complexité de Kolmo-
gorov d'un objet numérique sestla taille K(s)
du plus court programme informatique, une
description optimale de s, qui, exécuté,
reconstitue exactements. La taille d'un fichier
compressé de I'objet s est une mesure de
sa complexité. En effet, I'algorithme de
décompression, partant de ce fichier, recons-
titue toutesles données de l'objet s (onn'en-
visage ici que la compression sans perte);
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nous considérons donc ce fichier compressé
comme un programme dont la taille est
approximativement celle du programme le
plus court donnant s.

Etudiée depuis la décennie 1960, la
complexité de Kolmogorov a été appliquée
en physique, en biologie et méme en
économie. Elle permet de concevoir clai-
rement ce gu'est le contenu en informa-
tions d'un objet.

Echecs pour les faibles
complexités

Avec la complexité de Kolmogorov, nous
savons caractériser mathématiquement
une suite aléatoire, ce dont était incapable
la théorie classique des probabilités : une
suite aléatoire sde nhits d'information (une
suite de nfois 0 ou 1) est une suite dont la
complexité de Kolmogorov K(s) est envi-
ron n. Une suite infinie aléatoire est une
suite dont aucun début (la suite des npre-
miers bits) n'est sensiblement compres-
sible. Au contraire, la suite infinie 01010101...
nest pas aléatoire, car on peut définir de
fagon concise ses 2n premiers bits par
«nfois01 »,

Le calcul des valeurs approchées de
la complexité de Kolmogorov, grace aux
algorithmes de compression de données
sans perte, rend le concept utilisable: la
figure 1 propose des exemples de calculde
la complexité de Kolmogorov pour des
images numériques. Certaines méthodes
de classification de textes, de musigues et

de séquences génétiques ont été déduites
d'algorithmes de compression de données.

Cette théorie a cependant un défaut:
elle ne permet de mesurer la complexité
d'un objet s que s'il est assez grand (supé-
rieur & quelques centaines de bits). La rai-
son de cette limitation est que la définition
de K(s) dépend du langage de program-
mation utilisé pourobtenirla « longueurdu
plus court programme » : Selon le langage
choisi, la complexité de Kolmogorov subit
des variations quiont peudimportance lors-
qu'il s'agit de longues séquences de 0 et
de 1, mais quienlévent tout sens auxrésul-
tats concernant les petites séquences.

Pourtant, il semble censé d'envisager la
complexité de Kolmogorov des séquences
courtes. En effet, il parait clair que, par
exemple, la séquence de sept bits 1001101
est plus complexe que la séguence
0000000, et que laséguence 0001000 est
d’une complexité intermédiaire a celles des
deux précédentes. Nous avons donc une
idée intuitive d’'un classement par com-
plexité croissante des séquences courtes.
Comment faire pour que la théorie donne
un Sens a ce que notre intuition pergoit, et
que cette théorie s'applique 4 la fois aux
séquences courtes et longues ?

Le probléme & résoudre est un probléme
de thermométre : parmi tous les instru-
ments de mesure qui conduisent ades éva-
luations de la complexité de Kolmogarov,
mais qui différent pardes constantes addi-
tives, n'y en aurait-il pas un meilleur, ou
devant étre préféré, au moins sur un plan

© Pour la Science - n° 405 - Juillet 2011



pls_405_p026034_delahaye.xp_ata 01_06

7/06/11

17:04 Page :aT:
I\. -

Rega
n

rds

1. Comprimer pour mesurer

a complexité de Kolmogorov

d'un fichier informatique s est
la taille du plus court programme,
mesurée en nombre de bits, capable
de produire le fichier s.

Un algorithme de compression
de données transforme un fichier
informatique sen unfichier « com-
pressé » 8° Certains algorithmes
sont dits «sans perte», car lors-
qu'on décompresse le fichier s’,

celui-ci redonne exactement le
fichier initial 5. Ces algorithmes
sans perte nous intéressent, car
le fichier compressé s’ peut &tre
assimilé  un programme minimal.
La taille du fichier compressé s’ est
donc une valeur approchée de la
complexité de Kolmogorov du
fichier initial s.

Voici une photo du volcan
Bromositué & I'Est de I'Tle de Java

en Indonésie. Plusieurs parties de
I'image de méme taille géomé-
trique (mesurée en nombre de
pixels) ont été sélectionnées et
confiées 4 un algorithme de com-
pression de données sans perte,
I"algorithme PNG.

La taille des fichiers compres-
sés varie en fonction de la com-
plexité de la partie de photo
sélectionnée. Le ciel presque uni-

£
=
]
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£
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forme (image A) a une complexité
de 324 kilo-octets (1 kilo-octet
= 8192 bits). Le panache de pro-
jections émis par le volean
(image B)est un peu plus complexe
(400 kilo-octets).

Les autres parties sont encore
plus complexes: I'image C a une
complexité de 416 kilo-octets; D,
de 420 kilo-octets; E, de 512kilo-
octets; et £, de 544 kilo-octets.
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2. Complexités

ertaines méthodes séduisantes utilisées

pour le calcul de la complexité des
courtes séquences sont insuffisantes. En
effet, elles ne coincident pas avec la com-
plexité de Kolmogorov quand la longueur
des séquences augmente, ce qui est néces-
saire pour que la mesure soit satisfaisante.

L'entropie de Shannon est définie par
I'expression - p; log p, (ol p est une fré-
quence). Avec une suite binaire, cela donne
[~ p, log p, - p, log p, ], ol p, et p, sont res-
pectivement les densités de 0 et de 1 dans
la séquence. Avec cette mesure, la suite
01010101010101010101 est |a plus com-
plexe possible pour une suite longueur20
(elle a autant de 0 que de 1). Or la suite
10010111010100001011, qui a la méme
entropie de Shannon et la méme longueur,
est plus complexe. L'entropie de Shannon
ne prend en compte que les fréquences de 0
et de 1; ce n'est pas suffisant pour savoir si
une séquence est simple ou complexe. C'est
une mesure statistique qui ne prend méme
pas en compte les répétitions.

La complexité par facteurs d'une
suite s est déterminée par le nombre de fac-
teurs différents qu'on trouve dans s. Un
facteur est une suite de symboles contigus.
Ainsi, la séquence 00000 posséde cing fac-
teurs différents: 0, 00, 000, 0000, 00000.
Elle a comme complexité 5. La séquence
01011 posséde les 11 facteurs différents 0,
1,01, 10, 11, 010, 101, 011, 0101, 1011,
01011 et elle est donc plus complexe.

Cette mesure est mauvaise, car elle
attribue & certaines suites réguliéres une
grande complexité. Ainsi, la suite de Cham-
pernowne obtenue en écrivant les entiers en
binaire les uns derrigre les autres (011011
100101 110 111 1000 etc.) met en défaut
la mesure par facteurs. Par exemple, la suite
0110111001011101111000 (les entiers
jusqu'a 8) n'est pas complexe, car on
peut la définir brigvement et pourtant, elle
contient un trés grand nombre de facteurs.
La mesure de complexité par facteurs ne
peut pas &tre adoptée: une mesure géné-
rale doit 8tre équivalente a la complexité
de Kolmogorov lorsque les longueurs
tendent vers I'infini, or ce n'est pas du tout
le cas ici.
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pratique ? Linstabilité des thermométres
les plus simples (ceux fondés sur la lon-
gueurminimale des programmes) les rend
inutilisables pour le classement des faibles
complexités.

La solution est apparue il y a environ
cing ans. Un thermométre nouveau, mis
au point au Laboratoire d'informatique
fondamentale de Lille selon les idées et
les programmes de Hector Zenil, donne des
réponses satisfaisantes pourles courtes et
les longues séquences. Il définit une com-
plexité conforme 2 lidée générale de Kol-
mogorov pour les grandes complexités et
classe, comme on l'attend, 0000000,
0001000,1001101, outoutes les séquences
pourlesquelles notre intuition n'hésite pas.

Le nouveau thermom@tre que nous
détaillerons posséde un défaut: il est extré-
mement coliteux en calcul. En pratique, il ne
donne de résultats que pour les séquences
trés courtes et, de ce point de vue, les
méthodes par compression restent incon-
tournables. Comme en astronomie odl, selon
le type d'objets et leur éloignement, on utilise
un procédé ou un autre pour évaluer les dis-
tances, dans les mesures de complexité, on
doit adopter des méthodes hybrides avec
recollement de plusieurs procédés.

Un critére fondé
sur la probabilité
de production

L'idée sous-jacente aux thermométres pour
les basses complexités est fondée sur
une propriété remarquable de la complexité
de Kolmogorov : plus un objet est simple,
plus il est produit fréguemment quand on
fait fonctionner un ordinateur en lui don-
nant des programmes choisis au hasard.
Un langage de programmation universel
étant donné (Java, G, Pascal, Basic sont de
tels langages), nous imaginerons que nous
tirons au hasard des programmes écrits dans
ce langage (en fait on peut écrire les pro-
grammes en binaire et tirer un programme
au hasard revient a tirer une suite de 0 et
de 1 jusqua avoir un programme complet).
Nous tomberons souvent surdes programmes
grammaticalementincorrects (donc nefonc-

tionnant pas) ou sur des programmes qui
tournerontsans produire aucun résultat. Ces
programmes nenousintéressent pas :seuls
ceux qui produisent en sortie une suite finie
deQetde1ets'arrétentsontpris en compte.
Les expériences montrent quen procédant
ainsi, on obtient plus souvent 0000000 que
1001101 :la probabilité d‘'obtenir en sortie une
suite de grande complexité est plus faible que
la probabilité d'obtenirune suite de faible com-
plexité. Cette probabilité se nomme mesure
de Solomonoff-Levin, en'honneur de Ray Solo-
monoff (1926-2009) et Leonid Levin (pro-
fesseur a I'Université de Boston), qui ont
identifié ce phénoméne.

Un théoréme, clef des thermometres
pourles faibles complexités, fait le lien avec
la complexité de Kolmogorov. Ce théoréme
affirme que K(s) est environ égal a
—log, SL(s), ol log, est le logarithme en
base 2 (onalog, (x) =log x/log 2). En termes
mathématiques, K(s) étant une complexité
de Kolmogorov définie par un langage de
programmation et SL(s) la mesure de Solo-
monoff-Levin associée au méme langage,
il existe une constante ¢, indépendante
de la séquence s, telle que:

_ [-log,SL(s)-K(s)|<¢.

Al'infini, —log, SL(s) et K(s) ne diffé-
rent au plus que d'une constante fixée une
fois pourtoutes. La quantité —log, SL(s) est
donc aussiintéressante qu'une complexité
de Kolmogorov mesurée parles plus courts
programmes et coincide presque avec elle
pour les longues séquences.

Le premier avantage a considérer le
nombre —log, SL(s) plutdt que K(s) pro-
vient de ce que c'est un nombre bien plus
stable. En changeant de langage de pro-
grammation, ou seulement en modifiant
légérement la définition d'un langage de
programmation choisi, nous ferons beau-
coup varier K(s) pourles petites séquences,
ce qui empéche, nousI'avons vu, de donner
un sens a ce qu'on obtient. Enrevanche, le
nombre —log, SL(s) ne varie que trés peu.
La raison est que ce nombre résulte d'un
lissage opéré sur un trés grand nombre de
données di au fonctionnement d'une
multitude de programmes.

Gependant, 'argument le plus puissant
qui fait s'intéresser a la mesure de Solo-
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monoff-Levin—log, SL(s) estquelle donne
ce que nous attendons du classement des
séquences courtes: ainsi, les trois
séquences 0000000,0001000et 1001101
sont classées dans cet ordre. Pour les petites
séquences, cette mesure probabiliste est
stable et conforme & notre idée de la com-
plexité ; pour les grandes, elle est, d'aprés
le théordme mentionné, conforme & la
meilleure mesure de complexité unanime-
mentadmise, la complexité de Kolmogorov.
Que demander de plus ?

Le calcul de SL(s) s'obtient en faisant
fonctionner un trés grand nombre de pro-
grammes, qui seront soit tirés au hasard,
soit pris dans un ensemble de programmes
énumérés systématiquement (ce quirevient
au méme). En cumulant les résultats, on
obtient expérimentalementun calcul appro-
ché de la distribution SL(s), donc des
nombres—log, SL(s) donnantla complexité
des petites sequences. Le procédé est le
méme que celui gu'on appliquerait pour éva-
luersiune loterie est truquée ou non :on lan-
ceraitlaloterie un trés grand nombre de fois,
et, & partir des résultats obtenus, on obser-
verait, par exemple, que le 13 sort plus sou-
vent que les autres numéros. A l'aide d'un
grand nombre de tirages, on évaluerait méme
la probabilité de sortie de chague numéro et
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bien siir, plus le nombre de tirages expéri-
mentauxserait grand, meilleure serait la pré-
cision obtenue pour les probabilités de
chaque numéro.

On comprend cependant les difficul-
tés de la méthode. Pour évaluer expéri-
mentalement les probabilités d‘une loterie
a 20 numeéros, il faut faire des milliers de
tirages. Pour évaluer le nombre SL(s) pour
les 128 séquences binaires de sept chiffres
oules 1024 séquences binaires de longueur
dix, ilfaut faire un nombre de tirages encore
plus massif, et la limite de ce qu'on peut
envisager pratiqguement est rapidement
atteinte, quelle que soit la puissance infor-
matique dont on dispose.

Les machines de Turing
a la rescousse

Comment H. Zenil a-t-il procédé ? Il a uti-
lisé une machine a calculer aussi primitive
que possible, mais suffisamment puissante
pour que tout programme puisse y étre exé-
cuté. Ces « machines de Turing », intro-
duites parAlanTuring en 1936, jouent depuis
un rile fondamental en informatique théo-
rique et en logique mathématique, car on
n'a pas su faire plus simple et plus géné-
ral pour étudier la notion d'algorithme.

Ces machines constituent un langage de
programmation, parce que décrire une
machine de Turing est équivalent & écrire
un programme informatique. Passer par
ces machines est intéressant pour le cal-
culde SL(s), car elles permettent une
programmation d‘une redoutable efficacité :
des programmes courts ménent des cal-
culs non triviaux (voir la description d’une
machine de Turing surla figure 3).

Le nombre d'états d'une machine de
Turingdétermine son pouvoirde calcul. Les
machinesa un étatne peuvent faire que des
calculs simples, par exemple inverser les
Oentetles1en0duneséquence quon
leur soumet.

Les machines & deux états sont déja plus
intéressantes. Leurnombre est 10000 (les
formules compliquées de dénombrements
de ces machines donnent ce résultat et cest
un hasard qu'il soit un chiffre aussi rond),
ce qui bien sdr ne peut donner accés qu'a
une vue extrémement sommaire de SL(s).
Enfaisant fonctionner toutes les machines
de Turing a trois états, les choses devien-
nent plus sérieuses. Ces 7 529526 machines
produisent une approximation de SL(s) qui
n'est pas absurde et qui montre qu'on est
sur la bonne voie. Par exemple, parmi
les suites binaires de longueur

U ne machine de Turing est un
mécanisme de calcul qui peut
se trouver dans une série d'états
internes (ici frois états notés A, B, C).
La machine posséde une téte de lec-
ture-écriture qui se déplace et modi-
fie une & une les cases d’'un ruban
infini (une sorte de mémoire
externe). En fonction de I'état interne
et de ce que la téte de lecture-écri-
ture observe sur le ruban, la machine
décide (en suivant des régles consti-
tuant le programme de la machine
et fixées une fois pour toutes) de
changer ce qui est écrit dans la
case soussa téte de lecture-écriture
et de se déplacer vers la droite ou
vers la gauche d’une unité en pas-
santdans un autre état interne. Voici

© Pourla Science - n° 405 - Juillet 2011

une machine 2 trois états A, B, C
possédant un programme de quatre
instructions :

(A, 0— B, 1, droite)

(B,0— C, 1, gauche)

(C, 1 — B, 1, droite)

(B, 1 — arrét)

Linstruction (A, 0— B,1, droite)
signifie que lorsque la machine
est dans I'état A et qu'elle litun 0,
alors elle passe dans 'état Benrem-
plagant le 0 par un 1 et se déplace
d’une case vers la droite. Lorsque
I'état dans lequel la machine passe
est |'état arrét, elle cesse toute
action. La machine donnée en
exemple opére un calcul élémen-
taire: placée sur un ruban infini cou-
vert de 0, elle méne quelques

opérations d'écriture et de dépla-
cements et s'arréte en laissant
...001100... Cette machine pro-
duit la séquence s = 11. Voyons
le détail des calculs.

A

....... 00000000...

La machine, dans I'état A, lit
un 0. Linstruction (A, 0—B, 1,droite)
lui indique qu'elle doit changer le
Den 1, passer dans |'état interne B
et se déplacer vers la droite:

B
..00010000...
Linstruction (B, 0—> C,1,gauche)

lui fait écrire un second 1 et la
conduit dans I'état C:
C
..00011000...

Linstruction (G, 1— B, 1,droite)
donne maintenant:

B
..00011000..
Linstruction (B, 1— arrét) fait

cesser toute activité.

La machine a produit la
séquence s=11 sur les cases qu'elle
a modifiées. Dans I'évaluation, que
I'onfait avec toutes les machines de
Turing a trois états, des complexités
des suites & deux éléments, cette
machine augmentera |a probabi-
lité de la séquence binaire 11.

Logique & calcul 85
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4. Tableau de résultats

six, le calcul de SL(s) mené en faisant
fonctionner toutes les machines de Turing
atrois états et en examinant ce qu'elles pro-
duisentindigue que lesdeuxséquences les
plus probables (doncles moins complexes)
sont 4 égalité 000000 et 111111, ce qu'on
attendait. Viennent ensuite dans l'ordre les
séquences suivantes:

— 000001 a égalité avec 100000,
111110 et 011111;

—000100 4 égalité avec 001000, 111011
et 110111;

—001001 & égalité avec 100100, 110110
et 011011;

—010110 & égalité avec 101001, 100101
et 011010.

Un telclassement est assez subtil, mais
naturel : placer un 1 derriére cing 0 est un
peu plus simple que de placer un 1 avec
trois 0 devant et deux derriére. Si vous en
doutez, comparez lalongueurdes deuxdes-
criptions que je viens de formuler:

—«un 1 derriére cing 0 »

—«un 1avec trois Odevant etdeuxder-
rigre ».

Gependant, le classement obtenu avec
les machines de Turing  trois états ne donne
de résultats que pour un petit nombre de
séquences, celles qui sont produites par au
moins une machine. Il y a 128 séquences
différentes ainsi produites. Gela laisse toutes
les autres sans probabhilité, ce qui revient
aconsidérer que ces autres séquences sont
infiniment complexes.

86 Logique & calcul

ector Zenil a fait fonc- 0 2,285794 1111 8,644805 00000

tionnerles 11019960576 1 2,285794 0001 9,019632 1111
machines de Turing & quatre 00 3,287643 0111 9,019632 00001
états et en a déduit, par un ]} 3,287643 1000 9,019632 01111
énorme calcul surordinateur, 10 3,287643 1110 9,019632 10000
la fréquence des séquences 1 3,287643 0101 9,029529 11110
finies produites. Il a obtenu 000 5,735457 1010 9,029529 00010
des valeurs proches de la 111 5,735457 0010 9,040613 01000
mesure de Solomonoff-Levin 001 5791928 0100 9,040613 10111
SL(s) reliées & la complexité 011 5791928 1011 9,040613 11101
de Kolmogorov par la formule 100  5,791928 1101 9,040613 00100
Ki8) = —log, SL(s). Puis H.Zenil 110 5,791928 0110 9,263820 11011
aclassé par complexité crois- 010  5,867773 1001 9,263820 01001
sante les valeurs approchées 101 5867773 0011 9,276355 01101
de K[s) des séquences courtes. 0000 8,644805 1100 9,276355 10010

Pourobtenir plus de précision et surtout
pourqu'un plus grand nombre de séquences
soient classées, il faut sauter un pas et faire
fonctionner toutes les 11 019 960 576
machines de Turing & quatre états.

Pour chacune, on doit déterminer ce
qu'elle fait en simulant son fonctionnement.
Il'y a deux possibilités: soit la machine
produit une séquence de 0 et de 1 et s'ar-
réte, et alors elle contribuera au calcul de
I'approximation de SL(s) (comme untirage
de loterie) ; soit elle ne s'arréte jamais et
la machine ne sert a rien. Malgré l'utilisa-
tion de plusieurs astuces pour écourter le
calcul, les programmes de H. Zenil ont dii
fonctionner neuf jours durant, a raison de
plusieurs milliers de machines par seconde,
pour obtenir cette nouvelle version appro-
chée de SL(s).

Calcul colossal
et castors affairés

Le fait que de nombreuses machines cal-
culent indéfiniment sans jamais rien pro-
duire a pu étre maftrisé grdce & la
connaissance qu‘on a du Castor affairé a
quatre états. On dénomme Castor affairé
& n états, la machine de Turing & n états
quicalculele plus longtemps avant de s'ar-
réter. Le Castor affairé a trois états calcule
durant 21 étapes et donc, toute machine
ayant trois états calcule moins de 22 étapes,
ou alors calcule indéfiniment. Le Castor

11,781904 10110 12,755680
11,781904 01010 12,830138
12,513528 10101 12,830138
12,513528 00110 12,946395
12,513528 01100 12,946395
12,513528 10011 12,946395
12,554899 11001 12,946395
12,554898 00101 12,979816
12,554899 01011 12,979816
12,554899 10100 12,979816
12,684473 11010 12,979816
12,684473 00011 13,177551
12,755680 00111 13177551
12,755680 11000 13,177551
12,755680 11100 13,177551

affairé a quatre états calcule durant
107 étapes. Le Castor affairé a cing états
n‘a pas encore été identifié avec certi-
tude, mais on pense qu'il calcule durant
47 176 870 étapes.

Comme le Castor affairé a quatre états
calcule 107 étapes, toute machine de Turing
a quatre états qui ne s'est pas arrétée au
bout de 107 étapes ne s'arrétera jamais.
Lors du calcul de SL(s), on peut interrompre
le fonctionnement d'une telle machine, puis-
qu'il est certain qu'elle ne produira aucune
séquence. Cette prise en compte est évi-
demment essentielle pour ne pas perdre de
temps en faisant fonctionner inutilement
des machines qui ne contribuent pas au
résultat recherché.

Les résultats obtenus avec les
machines a quatre états concernent cette
fois une volumineuse famille de séquences
binaires. Précisément 1824 séquences
différentes sont produites par les
machines de Turing & quatre états et ce
sont donc 1 824 séquences dontonasu
évaluer la complexité par utilisation de
I'approximation ainsi calculée de SL(s) et
de la formule —log, SL(s) qui détermine
leurcomplexité de Kolmogorov approchée.
Notons que cette complexité de Kolmo-
gorov pour séquences courtes est un
nombre réel pas forcément entier. C'est
en fait un avantage, puisque cela permet
d"avoirun classement plus fin avec moins
d'ex aequo.

© Pour la Science - n° 405 - Juillet 2011



pls_405_p026034_delahaye.xp_ata 01_06

Voici quelques observations sur lesrésul-
tats obtenus:
— Pour les séquences prises en exemple
au début de I'article, tout se passe bien.La
séquence 0000000 est plus probable que
0001000, qui elle-méme est plus probable
que 1001101, Les complexités déduites des
probabilités pour ces trois séquences
sont conformes 4 ce que I'intuition exigeait.
—Chaque suite ayant une longueur com-
prise entre 1 et 8 est produite aumoins une
fois et le calcul approché avec les machines
de Turing & quatre états lui attribue une pro-
babilité non nulle, donc une complexité finie.
— Pour les 128 séquences déja classées
par les machines & trois états, le classement
obtenuavecles machines & quatre étatsreste
le méme, sauf dans 17 cas. En général, les
déplacements opérés entre les deux clas-
sements conduisent & des positions plus
conformes & lintuition. En considérant des
machines a quatre états, onaméliore ce qu'on
avaitobtenuavecles machines a trois états:
c'est une validation de la méthode.
- Les séquences produites les plus longues
ont pour longueur 16. En voici une:
1101010101010101. Bien sdr, ce sont des
suites assez peu complexes, car les suites
de longueur 16 les plus complexes ne sont
pas produites par une machine de Turing &
quatre états.
—Engénéral, plus une séquence estlongue,
plus sa complexité est grande, mais ce n'est
pas une régle absolue : par exemple, la
séquence 0000000000 (dix fois le 0) est
évaluée moins complexe que la séquence
de neuf bits 000011100.
— De petites imperfections persistent. En
passant de trois a quatre états, on a nota-
blement progressé, mais pour avoir un clas-
sement parfaitincluant par exemple toutes
les séquences de longueur allant jusqu'a
dix, il faudrait maintenant mener un calcul
complet avec les machines a cing états, a
lalimite de ce qu'on peut envisager aujour-
d'hui. On espére l'entreprendre prochaine-
ment. Bien sir, il ne correspondra qu'a une
marche de plus dans une quéte infinie.

Pour disposer d‘'une méthode pratique
quiattribue une complexité a toute séquence
finie, il faut accepter d'associer plusieurs
idées. Trois idées semblent suffire :
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(a) Pour les séquences courtes (jus-
qu'ahuitoudixbits, peut-8tre un peuplus),
la méthode des machines de Turing;

(b) Pour les séquences de longueur
moyenne (de dix bits & quelques cen-
taines de bits) un découpage en tranches
ramenant au cas précédent;

(c) Pour les séquences plus longues,
une méthode a base d'algorithmes de com-
pression.

Recollement délicat

Le travail est délicat et on tombera surdes
cas ol I'évaluation sera peu satisfaisante.
Mais le principe général semble acquis et
tout n'est plus qu'une question de perfec-
tionnement et d'efforts: prises en compte
de machines de Turing ayant plus d'états;
utilisation simultanée d’une multitude d'al-
gorithmes de compression, etc. Ces efforts
n‘auront jamais de fin, mais nous disposons
maintenant de moyens pour le calcul de la
complexité de Kolmogarov des séquences
binaires de toutes les longueurs, moyens
qu'on adaptera aux séquences plus géné-
rales de chiffres décimaux, de lettres, de
nombres entiers, etc.

Aujourd'hui, une grande variété de
méthodes spécifiques, fondées sur des prin-
cipes particuliers et bien souvent ad hoc
sont utilisées pour calculer et comparer des
complexités d'objets discrets (voir deux
exemples sur la figure 4). G'est le cas en
informatique dans le domaine des algo-
rithmes pour suites pseudo-aléatoires, en
traitement d'images, en génétique, en lin-
guistigue, en psychologie, etc. Les avan-
cées du programme de recherche décrit
ici mettront & disposition de tous une
méthode générale de calcul de la complexité
de Kolmogorov qui, en plus d'&tre homogéne
(car Funité de mesure est toujours le bit d'in-
formation), sera fondée sur ce qui est
reconnu comme la théorie universelle de
linformation. Cette théorie longtemps consi-
dérée comme inutilisable (du fait de l'exis-
tence de nombreux énoncés indécidables
concernant K(s)) se révéle au furet a
mesure des années praticable et utile. ll est
certain pourtant qu‘on est loin d'en avoir tiré
toutes les applications possibles. O
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